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PREFACE. 


Le  Traite  dc  Mi-canUiuv  cclcstr,  dont  je  ptiMic  aiijoiird'hiii  la  pre- 
miere Partie,  a  pour  base  les  Le^;.ons  que  j'ai  faites  a  la  Sorboiine 
depuis  i883  conime  snppleant,  puis  couime  sucoesseur  de  M.  V. 
Piiiseux.  Les  Lemons  de  ce  Maitre  eminent  brillaieut  par  une  clarte 
incomparable,  et  eVsl  iin  grand  dommage  pour  la  Science  (ju'elles 
n'aient  jamais  dtd  pnbli^es.  Je  suis  heureu\  de  les  avoir  suivies  pen- 
dant plusieurs  anndes,  et  les  Aleves  de  M.  Pniseux  en  retrouveront  des 
traces  nombreuses  dans  mon  Ouvrage. 

Le  Tome  I  comprend  la  th^orie  generale  des  perturbations,  fondee 
sur  la  mt^thode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 

Dans  le  Tome  II,  je  traiterai  de  la  figure  des  corps  celestes  et  de 
lenrs  mouvements  de  rotation. 

r^e  Tome  III  sera  consacre  a  la  thi^orie  de  la  Lune,  a  un  abr^ge  de 
la  th^orie  des  satellites  de  Jupiter,  a  la  rn^tliode  de  Hansen  pour  le 
calcul  des  perturbations  des  petites  plaiietes  et  aux  divers  travaux  qui 
ont  enrichi  le  domaine  de  la  M<5caniqne  celeste  dans  ces  dernieres 
annees. 

Le  present  Volume  est  suseeptibie,  je  I'espere  du  moins,  d'inte- 
resser  les  geometres  et  les  astronomes.  J'ai  pr(1sente  la  m^thode  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires,  on  plutot  son  application  a  la 
Mecanique  celeste,  de  deux  facons  dilF^rentes,  en  me  reportant  aiix 
travaux  de  Jacobi  on  a  ceux  de  Lagrange. 

Cette  mdthode  n'ofl're  pent-etre  pas  toujours  le  moyen  le  plus  rapide 
d'arriver  an  calcul  des  perturbations,  notamment  <piand  il  s'agit  des 
astdroldes;  cependant,  au  point  de  vue  de  renseignement,  elle  est 
d'une  grande  simplicite. 


VI  PREFACE. 

Du  reste,  elle  a  permis  a  Le  Verrier  d'^difier  ses  theories  des  an- 
ciennes  planetes.  Les  formules  qui  lui  out  servi  constamment  dans 
Tensemble  imposant  de  ses  reclierches  sont  adaptees  avec  un  rare 
talent  aux  besoins  de  la  pratique,  et  j'ai  juge  utile  de  m'y  conformer. 

J'espere  que  les  jeunes  astronomes  qui  voudront  etudier  ce  premier 
Volume  n'eprouveront  aucune  peine  a  s'assimiler  ensuite  tons  les 
details  des  theories  de  Le  Verrier,  telles  qu'elles  ont  ete  publi^es 
dans  les  Annales  de  VObservatoire. 

J'ai  cru  devoir  consacrer  un  Chapitre  a  la  d^couverte  de  Neptune, 
qui  a  fourni  la  confirmation  la  plus  eelatante  de  la  theorie  de  la  gravi- 
tation . 

Bien  que  le  Volume  actuel  traite  surtout  de  Tapplication  de  la  me- 
thode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  j'y  ai  donnd  nombre 
de  r^sultats  qui  appartiennent  ajix  methodes  de  Hansen,  dont  Texpo- 
sition  dans  le  Tome  III  aura  ^t^  ainsi  notablement  facilit^e. 

II  va  sans  dire  que,  si  le  lecteur  pent,  avec  le  Traite  actuel,  s'initier 
assez  facilement  aux  details  d'une  science  ardue,  il  ne  sera  pas  dis- 
pense, s'il  veut  la  pen^trer  plus  profond^ment,  de  recourir  au  grand 
Trait^  de  Laplace,  dont  tons  les  Chapitres  pr^sentent  encore  aujour- 
d'hui  aux  astronomes  les  plus  exerc^s  des  sujets  varies  de  meditations 
f^condes. 

Je  dois  adresser  de  vifs  remerciements  a  MM.  Gauthier-Villars,  qui 
ont  apporte  a  Timpression  des  soins  minutieux  et  auront  contribue 
ainsi  a  faciliter  la  lecture  de  TOuvrage. 

J'aiplaisiraremercier  aussitoutparticulierement  M.  O.  Gallandreau, 
qui  ne  s'est  pas  borne  a  m'aider  dans  la  revision  des  epreuves,  mnis 
m'a  donne  souvent  des  conseils  judicieux. 
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INTRODUCTIOiN. 


t .  Equation  gdudrale  de  la  Dynamiciue.  —  Kn  coiubinant  \e  princi|ii;  de 
d'Alenibort  nvt-c  celui  des  vitpsses  virtui'lles,  Lagrange  a  pu  condenser  en  une 
seulc  equation  symbolique  les  equations  du  mouvement  d'un  systeme  quel- 
conque  de  points  materiels  soumis  lous.  ou  quelques-uns  seulement,  ii  des 
forces  donnees. 


Cette  equation  est 


f)a.,-(,-,„Sl)a,,-(z-„,^).,], 


ou  encore 


(0 


2"'(^^^-a^'-'-S^=)=2<''^-va,..za=,. 


X,  y,  s  designent  les  coordonnees  rectangulaires  d'un  point  quelconque  du 
sjsleme;  m  sa  masse;  X.  Y,  Z  les  composantes  paralleles  aux  axes  de  la  r^sul- 
tante  des  forces  directement  appliquees  a  ce  point.  Cette  equation  (i)  doit  avoir 
lieu  pour  tous  les  systemcs  de  valcurs  des  variations  infiniment  petites  Sx, 
Sy,  Ss,  ...  des  coordonnees  J,  >•,  =,  ...  compatibles  avec  les  liaisons  du  sys- 
(kme;  dans  cctle  meme  equation,  le  ^  du  premier  membre  s'etend  a  tous  lea 
points  du  systeme,  et  celui  du  second  seulement  a  ccux  de  ces  points  auxqucis 
des  forces  sonl  appliquees. 
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Lim  liaiftonn  Hcront  representees  par  un  certain  nombre  ({'equations,  tellesque 

/(^  ^f  Jf  5;  ^'f   ...)  =  o, 
(a)  {  9(/,  jr, ^,  z;  x\   ...)  =  o, 


Los  variations  Ix^  ly,  ...  devront  verifier  les  equations  suivantes 

/.  3j?  -f-  ^  dy  4- . . .  =  o, 

()x  Of  -^ 

-^ix  '\-'^iy  -\- . ,,  :=  o, 
Ox  Oy  '^ 


obtenuos  en  (lifl^rentiant  les  Equations  (2)  par  rapport  a  la  caracteristique  S 
sans  fairo  varier  le  temps  /. 

On  salt  comment,  en  introduisant  les  facteurs  indetermines  de  Lagrange, 
on  tiro  do  ce  qui  pr6c&de  les  Equations  diflerentielles  du  mouvement  des  divers 
points  du  systfemo. 

Nous  aliens  transformer  T^quation  (i)  dc  maniere  a  en  deduire  le  principe 
d*IIamilton. 

.  2.  Prinoipe  d*Hamilton.  —  Soit,  dans  le  systeme  considere,  n  le  nombre 
dos  points  mat^riels  et,  par  suite,  3/ile  nombre  des  coordonnees  x,y,  ...;  si 
3/1  —  k  designe  le  nombre  des  Equations  (2)  de  liaison,  on  pourra  tirer  de  ces 
equations  les  valours  de  3n  —  A:  coordonnees  en  fonction  de  t  et  des  k  autres  qui 
pourront  dtre  consider6es  comme  des  variables  independantes;  pour  plus  de 
sym6trio,  on  pourra  dire  que,  en  partant  des  Equations  (2),  il  est  possible  d*ex- 
primor  toutes  les  coordonnees  en  fonction  de  r  et  de  ^  variables  independantes 
9t«  ?i»  ••••  ?A«  on  aura,  par  exemple, 

Los  variations  inliniment  petites  S^i,  Iq^^  •..«  ^^a  pourront  etre  absolument 
quolconques;  quant  aux  variations  &r,  ^y^  qui  figurent  dans  Tequation  (i),  on 
les  calculcra  ensuito  par  dos  equations  analogues  a  la  suivante 

dV,  ^'        dqx^^  <)yA- 

obtonuos  on  dilTerentiant  Toxpression  de  x  par  rapport  a  la  caracteristique  I 
sans  fairt>  varior  lo  temps. 

Pour  arrivor  au  principe  d*Hamilton,  nous  aliens  considerer  les  £71,  qui 
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peuvent  etre  quelconques,  comme  des  fonctions  de  t,  fonctions  arbitraires, 
mais  infiniment  petites;  en  partant  dc  la,  nous  transformcrons  Tequation  (i); 
les  8x,  By,  ...  seront  des  fonctions  de  t  determinees  par  les  formules  (3), 
et  nous  pourrons  ecrire 


de*  dt\dt       ) 


dx  dix 
Hi  "df 


Pour  une  valeur  donnee  de  t,  quand  on  change  a?  en  ar-h  8a?,  il  en  resulte  dans 

dx  ,1  .   «i  dx 

-rr-  le  enangement  6  -^ 


dx  ,1  .   «i  dx  1 

le  enangement  6-i-;  on  aura  done 


ou  bien 


^dx d(x-\-ix)       dx 

~di  ~"        di  5r 


dix  >^'^. 

dt    ~"    li^ 


on  en  conclut 


dx  dix       dx  ^dx 
'di  ~dt 


dx  ^dx       ,  */^^\' 
=  di^di'='-*^\di)' 


d^x 


et  Texpression  de  -^  Bx  devient 


De  cette  equation  et  des  equations  analogues  concernantj,  z,x\  ...,  on  deduit 

On  voit  s*introduire  dans  cette  equation  la  demi-force  vive  du  systeme;  nous  la 
representerons  par  T : 

-=-,1-  my-  (I)'-  (§)']= j  2  -• 

Si  nous  posons 

(7)  ^{\Sx  +  ySr  +  Zis)  —  l]', 
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variations  l(/,.  of/,,  ...  dos  signes  tels  que,  pour  loutcs  Ics  val«urs  do  /  comprises 
I'ntrc  lo  el  /,.  cliacane  des  expressions 


soil  constamniont  pusitive,  et  aloi-s,  tons  les  elements  dc  i'integrale  (i4)Byant 
le  meme  signe,  c«tle  integrate  ne  pourrait  pa:>  etre  nulle. 

1,1's  e([tialions  (i;>)  sont  ilites  equations  de  Ijigrangr;  ellcs  ont  ele  donnees 
pour  ta  premiere  fois  par  ce  grand  geombtre. 

On  voit  done  qu'aussitot  (jue,  dans  les  problfemes  dc  Dynamique  conslderes, 
on  a  fise  le  clioix  des  variables  independantes  k  I'iiide  desquclli's  on  pent  ex- 
primcr  les  coordonnces  dc  tons  !es  points  du  systfenic.  on  est  a  meme  de  former 
sans  elimination,  par  un  cnlcul  elegant  et  facile,  les  equations  difTerentielles 
proprcs  a  determiner  les  variables  inlroduites. 

4.  Forme  canouique  d'Hamilton.  —  Nous  considerons  maintcnant  les 
problemes  de  Dynamique  dans  lesquels  los  liaisons  sont  independantes  du 
temps;  nous  admcltons  lonjours  qu'll  existc  une  fonction  des  forces,  depen- 
dant seulement,  comme  nous  I'avons  dit,  des  coordonnees  des  divers  points, 
et  pouvant  contonir  explicitement  lo  temps. 

Soient  f,,  7, </«  les  variables  independantes  a  I'aide  desqueltes  on  peul 

exprimer  tes  coordonnees  de  lous  les  points;  on  aura,  puisque  les  liaisons  soni 
independantes  du  temps,  des  expressions  de  cette  forme 


.    Vt). 

.  7*). 


d'oii,  en  represcntant  comme  precedomment  par  yj  la  derivee  -^'. 


3*- 


,  dF        .dV 


En  portant  ces  valeurs  dans 

'-2".[(§)V(S)-^(^)"] 
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on  trouvera  un  resultat  de  cette  forme 


aT 


(i6) 


I 


^^k.kqi- 


On  voit  que  T  est  une  fonction  liomogene  et  du  second  degre  des  variables  9'; 
les  coefficients  A|,,,  A,,2«  •••  sont  des  fonctions  des  variables  q  ne  contenant  pas 
le  temps  explicitement. 

Les  variables  q  seront  determinees  par  k  equations  diflerentielles,  telles  que 


(17) 


\dq') 


dt 


dqi 


dqi' 


quand,  apres  avoir  forme  la  derivee  partielle  (^— )»  on  remplacera  q\^  q\^  .. . 

respectivcment  par  -^>  -^>  •••>  on  voit  que  Tequation  (17)  sera  une  equation 

difTerentielle  du  second  ordre.  Le  probleme  dependra  done  de  Tintegration  de 
k  equations  diflerentielles  simultanees  du  second  ordre. 

Nous  aliens  actuellement  faire  un  nouveau  changement  de  variables  en  po- 
sant 


(18) 


dq\ 


Pi 


ax 


^P%s 


dq\ 


Pk\ 


nous  remplacerons  les  k  variables  q^  par  les  k  nouvelles  variables y^. 
Si  Ton  tient  compte  de  (16),  les  equations  (18)  pourront  s'ecrire 


(19) 


P\  =  A,,|^', -^  A, ,,7',  -f-. .  .4- A,,it^'^, 
P\  —  A|,,^',  -h  A,,i^',  -h . . .  -h  kx^kq'k^ 


En  resolvant  ces  k  equations  du  premier  degre,  on  aura  les  valeurs  de  q[^ 
q\^  ...,  qk^^  fonction  ^^p^^p^^  ..»/?a  et  de  y,,  ya,  ...,  y^*  et  si  Ton  reporte  ces 
valeurs  dans  (16),  on  trouvera  un  resultat  de  la  forme 


(16') 


2T  —  B,,,/?J-+-  2B,,,/?|/?,  4-. .  .4-  aB,,^/?,/?^ 

Bm/^1     -+-.-HaB,,it/?,/?A 


Bifr.*/?l, 


oil  les  coefficients  B,,,,  B|,2,  ...  seront  des  fonctions  deqr,,  y,,  ...,  qr^t. 
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Quant  a  la  fonction  U,  elle  ne  changera  pas,  puisqu*elle  est  supposec  ne  pas 
contenir  les  variables  7'. 

T,  qui  etait  d'abord  unc  fonction  des  variables  ^/et^),  devient  maintenant 
une  fonction  des  variables  qi  et/?,;  d'apres  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  qi  n'entre 
pas  de  la  meme  maniere  dans  les  deux  expressions  de  T;  il  convient  de  designer 

par    3—     la  derivee  partielle  de  T  prise  dans  Thypothese  des  variables  y,  et  q\\ 

la  derivee  prise  dans  Thypothese  dos  variables  qr,-  et/?,  sera  representee  simple- 

dl 
ment  par  3—- 
^      dpi 

L'equation  (17),  en  ayant  egard  a  (18),  s'ecrira  done 
On  aura,  pour  la  diflerentielle  totale  de  T  prise  dans  le  premier  cas. 


'"■=2K]'"-2:i"'* 


OU 


dJ 


et,  pour  la  meme  diflerentielle  totale  prise  dans  le  second  cas. 

On  a  enfin,  en  appliquant  le  theoreme  des  fonctions  homogenes  a  T, 

OU  bien 

(23)  '^T  — 2]/>/7/» 
d'oii 

'j^r  —  2] Pi dq\  -\-Y^qi dpi. 

En  retranchant  de  cette  equation  Tequation  (21),  il  vient 

(24)  ^'=-2[5^J^^'-^-2^'^'^'' 
T.  -  I. 


fO  l5TK0DCCn05. 

et^  en  comparant  les  deux  expressions  (22)  et  (24)  de  cfT,  on  trouve 


(25) 


U^/J  ~ 


^ 

(?^/ 


7/= 


cette  derniere  Equation  pent  s'ecrire 


On  tire,  du  rcste,  de  (20)  et  (25), 


rig,  _  ffl 
dt  """  dpi 


(27) 


dt  "" 


^7/ 


dqi 


En  donnant  k  1  les  valeurs  i»  2,  ...,  k^  les  equations  (26)  et  (27)  presentent 
le  r^sultat  cherch^  sous  la  forme  de  ik  equations  differentielles  simultanees 
du  premier  ordre,  d'aspect  tres  simple. 

Mais  on  pent  obtenir  encore  plus  de  symetrie  en  introduisant  une  notation 
sp6ciale  pour  repr6senter  la  diflierenee  T  —  U  et  posant 

H  =  T~U; 

si  Ton  rcmarque  que^  par  hypothese,  U  ne  contient  pas  les  variables  pi,  on  voit 
quo 

^_  drr 

dpi  —  dpi 

On  a,  du  reste, 

dqi  ~'  dqi       dqi 

et  les  formules  (26)  et  (27)  deviendront  le  type  des  equations  du  groupe  sui- 

vant : 

H=3T-U, 

dp,  _    dn 


(a8) 


dq^  _  dH 

dt   ~~  dpx 

dq^_  dH 

dt  ~  dpi 


dqk_  ^    d\{ 
dt      ^ 


dp, 


dt  dqi 

dpt__dn 

dt  ~~       dq^ 

dpf,  _       dH 
dt  dqtc 


II  resulte  de  la  que  la  resolution  d'un  probleme  quelconque  de  Dynamique 


J 
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(avec  les  restrictions  enoncees)  se  ramene  a  {'integration  d'un  systeme  de 
ik  equations  differentielles  simultanees  du  premier  ordre  dans  lequel  les  va- 
riables sont  conjuguees deux k deux;  laderivee  del'une  quelconquedes  variables 
par  rapport  au  temps  est  egale  a  la  derivee  partielle  d'une  memo  fonction  H, 
prise  par  rapport  a  la  variable  conjuguee,  ou  a  cette  derivee  changee  de  signe. 
Ces  equations  (28)  sont  dites  ramenees  a  la  forme  canonique. 

5.  Thdor^me  d'Hamilton.  —  Supposons  que  Ton  ait  integre  les  ik  equa- 
tions differentielles  simultanees  (28);  on  aura  done  exprime  les  variables  qi  et 
Pi  en  fonction  de  t  etde  ik  constantes  arbitraires  c,,  c^,  ...,  Cj^;  on  pourra 
exprimer  de  la  meme  maniere  la  fonction  H.  Gherchons,  dans  cette  supposition, 

la  derivee  partielle  -^\  nous  aurons 

^H  dVL  dp,       d^  dp^  dVL  dpk 

dci  dpx  dci        dpx  dCi       ' "      dpk  Oct 


dqx  Oci        dqt  dci  dqk  dci 

OU  bien,  en  tenant  compte  des  equations  (28), 

dU._^dqx_dpx^dqtdpt_^       ^dq^dpk 

dCi            dt  dci         dt    dCi       ' "  dt    dci 

_^P}_^  __^Pt  ^  _  ^Pic  dqk 

dt    dCi        dt    dci       ' "  dt    dci 

ce  que  Ton  peut  encore  ecrire 

dH.             d   (     dq,            dq^  dQk\ 

d  (     dqx            dqt  d^k\ 

ou  encore,  a  cause  de  la  relation  (23), 


dc 


[       adT        d  f     da,  dq^  dqA 


On  en  tire,  en  rempla^ant  H  par  T  —  U, 

dc,      -dl\P'd^^P'dF,^-'^P''lFJ' 
Multiplions  cette  equation  par  dt  et  integrons  entre  les  limites  /,  et  t,  to  etant 
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suppose  independaiU  des  constantes  c, ;  nous  trouverons 

(29)  \  • 

Ics  indices  /o  et  /  places  au-dessous  des  parentheses  indiquant  qu*il  faut  v  rem- 
placer  t  successivement  par  /  et  t^- 
Posons 

(30)  Sr^- r  (T-\  U)di; 

cette  fonction  a  ete  appelee  par  Hdtn'ilton  Jonction  principale;  elle  est,  d'apres  cc 
qui  precfede,  exprimee  a  I'aide  de  t  ct  des  ik  constantes  arbitraires  c,, 
c^t  "-fCij  ...,  €2/,.  Donnons  a  ces  constantes  des  variations  infiniment  petites  oq 
independantes  les  unes  des  autres ;  designons  par  Sy^  et  8S  les  variations  corres- 
pondantes  de  ^/  et  de  S;  nous  aurons 

aci  ocf       '  oci  dc^k 

or,,-^JL^c,-^--JL,c,-^ 

0^1  — 

Designons  par  (^/)o»  (y/)o»  {^9i)o  ce  que  deviennent  les  expressions  de  /;,,  qi 
et  Sy,  quand  on  y  fait  1  =  1^-^  si  nous  muitiplions  Tequation  (29)  par  oc/  et  si, 
attribuant  a  Tindice  i  les  valeurs  i,  2,  ...,  2X:,  nous  faisons  la  somnie  des 
equations  obtenues,  nous  trouverons 

S  etait  d'abord,  comme  nous  Tavons  dit,  une  fonction  de  t  et  des  2k  constantes 
arbitraires;  or,  en  designant  par^/  une  certaine  fonction  de  /  et  des  constantes, 
on  a 

(33)  7i  — w(^  ^l»  ^*i»    •••,^1*), 

d'oii  I*on  deduit 

(33)  (^/)o  — Ci(^o»  ci»  <-'!»  •••,^u). 

On  a  *  equations  telles  que  (32)  et  k  teiies  que  (33);  on  en  peut  tirer  les  va- 
leurs des  2k  constantes  c,,  c^,  ...,  c^^  en  fonction  de  /,  t^^  qx.  q^^  ...,  qk  ^t  de 
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Wt)«''?j'« ' '/*  *B  ^;l  Ics  rt'purirr  tiaiis  S.  i|ui  dcvieiiilrii  itiir  foiu'tioi)  dps 

memes  quantilcs;  on  aura  ilonr,  pn  n'inat'i|u;Lrit  ipic  ilaiis  li-  calciil  <If  5S  iin  np 
(toil  fairp  vai'ic'i-  tii  /  ni  /„. 


dH 


(341 


'  ''I'/.). 


A/."" 


<>S 


l^n  L'niiipai'anI  Ics  fxpiTS»iuiis  (  ti)  <-l  (  3^  )  <le  oS.  on  Iron 

(3a) 

(36) 


JT. 

/'!■ 

j'/ 

-I/-."., 

=-(/>*).. 


Un    pL'Ut  niaiiUeiiaitt.    si    I'oii    vcut,    regardcr   les    ui(   tjuantiles  (f,^,. 

(■/>)«■  ■■-■  (7-t)o.  (/*.  )d'  (/'a>e (p*)*  coinnie  da  nouvellcs  conslanles  arbi- 

Iraires  pouvanl  romplacer  Ics  aiicieniies  c,,  c.„  ....  Cjt:  alors  les  a/-  equa- 
tions (^5)  ol  (36)  seronl  les  inle^rales  generates  des  equations  (28).  En  sc 
pla^anl  uu  point  de  vue  special  du  probleme  de  Dvnainique  considere,  on  pourra 
dire  que  les  equations  (3G)  sonl  les  tntegrales  de  cu  prubleme :  car.  a  eltes 
seulps,  elles  donnent  les  valcurs  de  q,,  q„  ....  7*  et,  par  suite,  les  valeurs  des 
coordunnees  dc  tous  les  points  du  systeme  cxprimees  en  fonctiun  de  I  et  tie 
2*  constantes  arbilraires.  Li  forme  remar()uable  sous  laquellc  se  presentent  les 
equations  (30)  donne  lieu  au  theoreme  suivant,  du  ii  Hamilton  : 

Les  integrates  dun  pivhleme  <le  hynamiquc,  dans  leqiiet  Ics  liaisons  son  I  inde- 
pendantes  du  temps  et  oit  it  existe  line  fonclion  des  forces  independantc  des  ri- 
tesses,  pement  totites  s'earprimer  en  egalant  a  des  conslanles  les  derivees  pariielles 
d'ltne  autre  fonclion  S  prise  par  rapport  a  d'aiitres  conslanles. 

D'apres  la  manlere  doiU  la  function  S  a  ete  iiilroduite,  il  scmble  que.  pour 
la  eoiinaitre,  ilsoitnecessaire  d'avoir  prealabiement  resolu  le  probleme  propose: 
il  parail  eo  etTet  necessaire  dVxpnmer  d'abord  T  -h  U  en  fonclion  de  /  et  des 

2*  constantes  Cj.  d'effectuer  la  quadrature  /    (T-i-i])dl  c(  d'expriiner  ensuile 

le  resultaf.  en  fonction  de  /,  des  *  variables  q,,  q, q^  et  des  it  constantes 

(?')o'  (?a^ ■  (9*)o!  Iieureusement.  on  pout  operer  autrement.  Hamilton  a 

prouve,  en  etfet,  que  cette  fonction  S  verifie  uno  ccrtaine  equation  aux  derivees 
partielles  du  premier  ordre. 

Pour  le  faire  voir,  remarquons  que  I'equalion  (  3o)  donne 


3-) 


^T-^-l. 
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D^apr^s  ce  qu'on  a  dit  plus  haut^  S  est  une  fonction  de  /,  des  variables  qi  et  des 
constantes  {qi)^ ;  S  contient  done  le  temps  explicitement  et  implicitement,  et  Ton 
aura 

rfS {?S       '^  dS  dqi 


'dt~irt'^2ddqi'di 


ou  bien,  en  tenant  compte  de  (35)  et  (37), 
ou  encore,  en  ayant  egard  a  la  formule  (23), 

T-4-U:=^4.2T. 

Posons  comme  precedemment  H  =  T  —  U,  et  nous  aurons 

(38)  ^-^H  =  o. 

La  fonction  U  ne  contient  que  le  temps  /  et  les  variables  qi\  mais  T  depend 
des  variables  y,-  et  q\  ou  bien  des  variables  y,-  et/?, ;  on  pent  done  ecrire  Tequa- 
tion  (38)  comme  il  suit  : 

■^  -4-  11(^  qu  qty   •  •  •  »  qk\  Pu  P\y    •      •  »  Pk)  —  O, 

OU  encore,  en  ayant  egard  aux  formules  (35), 

(39)  ^+H(^^^„^„  ...,^,;_,_,  ...,_j^o. 

On  voit  done  que  la  fonction  S  est  une  integrale  complete  d'une  equation  aux 
derivees  partielles  du  premier  ordre,  dans  laquelle  figurent  les  A  +  i  variables 
independantes  ^,  q^,  q^,  ...,  9^;  cette  integrale  contient  les  A  constantes  (^i)^, 
(^2)0*  ••  »  (^a)©*  sans  compter  la  constante  qu'on  peut  lui  ajouter  directement, 
puisque  Tequation  (39)  ne  contient  pas  S,  mais  seulement  ses  derivees  par* 
tielles. 

Remarque,  —  L'equation  (39)  estdu  second  degre  par  rapport  aux  derivees 

T— >  ^>  '"'J""'  celaest  une  consequence  des  formules  (16')  et  (35). 

6.  R6ciproque  de  Jacobi.  —  II  y  avait  lieu  de  se  demander  si,  en  prenant 
pour  S  une  integrale  complete  quelconque  de  Tequation  (39),  on  aurait  encore 
les  integrales  du  mouvement  sous  la  forme  remarquable  exprimee  par  les  equa- 
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tions(35)  et  (36);  c'est  ce  qu'a  fait  Jacobi  en  demontrant  le  beau  theoreme 
suivant : 

Soil  Vdquaxion 

(40)  -^-l-Hrr^O, 

dans  laqueUe  H  =  T  —  M  est  une  fonction  de  t  et  des  nk  variables  y,,  ^2*  •••»  ^a* 

Pit  Pi*  "'*  P/tl  enfaisant  ^^=  ^ >  on  obtient  une  Equation  aux  derivees  partielles 

du premier  ordre  contcnant  k  4- 1  variables  independantes  /,  y,,  q^,  ...,  ^a-  Suppo- 
sons  que  Von  ait  obtenu  une  integrale  complete  S  de  cette  Equation,  c'est-a-dire  une 
solution  Jonction  de  t  et  des  k  variables  q^  et  contenant  k  conslantes  arbitraires, 
a<,  a2,  ...,  a^,  inddpendamment  de  la  constante  que  Von  peut  toujours  ajouter  di- 
rectement  a  S ;  alors  les  equations 

as  dS  dS 

(/a/}«  lesquelles  p,,  p,,  ...,  ^^  designent  k  nouvelles  constantes,  seront  les  intdgmles 
gendrcUes  du  systeme  des  2  k  equations  diffdrentielies  simultandes 


(43) 


dqt         dn 
dt         dpi  * 

dp^  dU 
dt             dqi 

dq^        dn 
dt         dpk 

dpk          dn 

dt             dqic 

DifTerentions  en  efTet  les  equations  (4i)completement  par  rapport  au  temps: 
nous  aurons 

d^%  a'S      dq,  a«S      dqj,  ^'S      dq^  _ 

doLx  dt       doL^  dqx    dt         doLx  dqt   dt        "  '      doLx  dqk   dt    ~    * 

(?«S      ^       d^^      dqx  ^     a«S      dfii  ^  a«S      dqj^  __ 


(44)  {  dxtdt       dcXfdqx    dt         doL^dqi   dt  doc^dq^    dt 

> 

d*S  a«8      dqx  d^^      dqj,  ^'S      dq^  _ 

doLftdt       doLfedqx    dt         dxkdqt   dt        '  ' '      doL/edqk    dt 

Si,  dans  Tequation  (4o)»  on  suppose  S  remplace  par  sa  valeur  en  fonction 
de  /,  des  variables  qi  el  des  constantes  a^,  on  aura  une  identite;  on  peut  done 
differentier  relativement  aux  constantes  a,  ou  par  rapport  aux  variables  q\.  Fai- 


If; 
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noun-lt*  iVH\um\  par  rapport  ii  a«  :  nous  IvouM^rous 


f)U  dpy       d\\  dpr  dn  dp,, 


f)»S 


f^/f>«i        f^//|  Oxi        ()pt  ff^i 


dpk  Ox  I 


Oil  liifMi,  (Ml  ((Mianf  cornpln  dc  (/p  ), 


()f  f)»t       t)pi  Of/ 1  OXi       Opi  Of/t  OoLx 


Opk  OqkOx^ 


On  Iroiivcra  (raiilroA  Equations  touteH  pareilles  en  difTerentiant  (4o)  par  rap- 
porl  \\  a.^,  «, a^i,  f»t  Ton  pourra  ecrire  cet  ensemble  d*equations 


r^i?  r^«i        c^7i  Ocf.\  Opx        Oq^  Oxt  Opt  Oqk  Oxi  Opk 


o. 


/>«H 


(iro 


I- 


-    -4- 


cj«s    cm 


c^/l  c^^i        Oqx  Oxt  Opx        Oqt  Oxt  Opt 


H.  .  .--h 


c^*S      OH 


OqkOxt  Opk 


—  o. 


dtOxk       OqxOxkOpx       dq^Ox^  Opt       *'      Oq^Ox^  Op^ 

On   vn  compnrcM'  co  s^ystemo  d*equations  avec  le  systeino  (^\\)\  on  sail  que 

Ton  n 

c^«S^  _    c)*S 
Oxi  Ot       Oi  Oxi 

c)»S  c)«S 

#^/^  Ox  J        Ox  J  Oqi ' 

il  on  rosnllo  quo,  si  Ton  oonsidere,  dans  les  equations  ('j4)»  -^ *  Jj^  •  •'  ^ 

eonune  les  inconnues  et  si  Ton  prend  pour  inconnues,  dans  les  equations  (45)* 

.    »  \    %...»',  on  aura  deux  svstemes  de  k  equations  du  premier  decre  a 

k  inoonnuos*  Dans  les  deux  svstemes,  les  ooeftieients  des  inconnues  et  les  terraes 
tons  oonnus  seront  les  nuMues;  done  les  inconnues  correspondantes  auront  les 
mt^mes  valours  dans  les  deux  systemes.  On  en  conclut.  d'une  maniere  generale. 


vit>^ 


f/v,      0\\ 

i//        Op/ 


b  pnMwiort*  luoitie  des  toniiules  ^^  yi)  est  ainsi  demontree. 
Parlous  ni»iiUon»nl  do  Tequation 


r».   - 
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nous  cn  deduirons 

dpi  _     ()*S  J«S      dq,  (^»S      dq^  <)»S      dq^ 


J 


dt        dqt  dt        dqi  Oqx    dt         dqi  dqt    dt  dqi  dqk    dt 

ou,  en  ayant  egard  a  (4^), 

,,  ,  dpi        ()«S  d^%     d^         d'^     JH  c>«S     f)H 

dt         dqidt        dqtdqi  dpt        dqt  dqt  dp  t  dqt  dq^  dp  a 

Or,  en  differentiant  (4o)  par  rapport  a  y„  on  trouve 


ou  bien 


_    c^*S         dH       dH  dp,       dH  dpt  dll  dp^ 

dt  dqi        dqi        dp,  dqi        dpi  dqi       '  '  '       dpk  dqi 


c^«S         c?H  ()«S     ciH  c^«S      dW 

dt  dqi        dqt        dq,  dqi  dpi  dqk  dqi  dp^ 


en  remarquant  que  (42)  donne 


dp  J  r)*S 


dqi        dqj  dqi 


En  rapprochant  cette  equation  de  I'equation  (47)»  O"  obtient 

dt  dqi' 

done  la  seconde  moitie  des  forinulcs  (4^)  est  demontree. 

On  voit  done  que  les  equations  (40  ^^  (42),  qui  determinent  Ics  2k  variables 
Pi  et  qi  en  fonetion  de  /  ct  des  ik  constantes  arbitraires  oci  el  p,,  sont  bien  les 
integrates  generales  des  equations  differentielles  simultanees  (43). 

Remarque.  —  Les  equations  (4i)  determinent  y,,  y^,  ...  et,  par  suite,  les 
coordonnees  de  tous  les  points  du  systeme  en  fonetion  de  /  et  des  2k  constantes 
arbitraires;  elles  suffisent  a  resoudre  le  probleme  propose.  Les  equations  (42) 
determinent  ensuite  les  inconnues  auxiliaires  /?,,  p.^,  ...;  on  les  appelle  inte- 
grales  intermediaires. 

Tout  probleme  de  Dynamique  dans  lequel  les  liaisons  sont  independantes  du 

temps  et  oil  il  existe  une  fonetion  des  forces  (pouvant  contenir  le  temps  explici- 

tement)  se  ramene,  comme  on  I'a  vu,  a  un  systeme  d'equations  differentielles 

simultanees,  tel  que  (4^);  on  pent  done  en  conclure  que  la  solution  de  chacun 

des  problemes  de  Dynamique  consideres  plus  haut  se  ramene  a  la  determination 
T.  -  J.  3 
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d'une  iiitegrale  complete  d'uiie  certaine  equation  aux  derivees  partielles  du  pre- 
mier ordre. 

Cette  equation  n'etant  pas  lineaire,  on  n*a  pas  de  methode  generate  pour 
en  trouver  une  integrate  complete;  on  pent  neanmoins  Tobtenir  dans  un  cer- 
tain nombre  de  cas  et,  par  suite,  resoudre  le  probleme  correspondant,  comme 
nous  le  montrerons  dans  la  suite  de  ce  Traite. 

7.  Cas  oil  la  fonction  des  forces  ne  contient  pas  le  temps  expUoite* 
ment.  —  T  est  deja  suppose  ne  pas  contenir  le  temps  explicilement;  il  en  sera 
done  de  meme  de  H  =  T  —  U,  et  Tequation  aux  derivees  partielles  sera 

En  designant  par  a  une  constante,  nous  poserons 

(49)  S--5(^-;-S', 

et  nous  supposerons  que  S'  ne  contienne  pas  le  temps  explicitement;  on  aura 
et  Tequation  (4^)  deviendia 

S  contenant  deja  la  constante  a,  il  suftira  de  trouver  une  solution  S'  de  Tequa- 
tion  (So)  renfermant  X- —  i  constantes  arbitraires  a,,  a^,  ...,  a^-, ;  on  aura  en- 
suite,  en  designant  par  ^,,  jJo*  ••••  ?a-i»  ?»  ^'  nouvelles  constantes  arbitraires, 

ce  qui  devient,  en  remplacant  S  par  sa  valeur(4;>), 

On  voit  done  qu'on  est  ramene  a  la  rechercbe  d'une  integrate  complete  d'une 
equation  aux  derivees  partielles  contenant  k  —  i  variables  independantes  au 
lieu  de  X*. 

Voyons  re  que  deviennent  les  resultats  ci-dessus  dans  le  cas  de  n  points  mate- 
riel s  entierement  libres. 

Nous  supposons  toujours  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  pouvant  contenir 
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le  temps  explicitement,  mais  ne  dependant  que  des  coordonnees  des  points  ron- 
sideres. 

Solent  Xi,  y^,  5,,  /w,  les  coordonnees  rectangulaires  et  la  masse  do  Tun  (|nel- 
conque  de  ces  points:  on  aura  3n  coordonnees  et  3/i  equations  differentiolles, 
telles  que 

Soil  2T  la  somme  des  forces  vives  des  n  points  du  systeme;  on  aura 

(53)  'xl=^J^nu{x'^-^-y^^^z'n, 

en  posanl 


dxi  ,  dyi  ,  dzi 

dt        -  "  dt  "•^"  dt 


—  *'!• 


Puisqu^il  n'y  a  pas  de  liaisons,  on  pourra  prendre   r/,  V/,  z,  pour  les  va- 
riables q;  on  tire  do  (53) 

OT 

les  variables/?  seront  done  niix'-^  ^tyi^  m^z'.. 
On  aura 


et  la  formulp  (fJ.S)  donnera 


I -I 


2^[(S'^(f.y-Ksy]' 


Tequation  (/|o)  sera  done,  dans  le  cas  actuol. 


I  =  n 


1  =  1 


I, 


oil  U  designe   une   fonction    connue  de  /  et  des  3^  variables  independantos 

Pour  obtenir  les  mouvements  dos  n  points  du  systeme,  il  suffira  done  de  trou- 
ver  une  solution  Sdel'equation  (54)aux  deriveespartielloscontenant  le  temps/, 

les  3/1  coordonnees  .r^,  j,,  :;/  et  3/i  constantes  arbitraires  a,,  a, oc^„;  apros 

quoi,  en  designant  par  3,,  ^2 Ps/i*  3/?  nouvellos  constantos  arbitraires,  les 
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integrates  generates  seront  fournies  par  les  formules 
les  integrates  intermediaires  seront 

lit         dJTi  dt         ih'i  dt        dZi 

Si  la  fonction  des  forces  ne  contient  pas  le  temps  explicitement,  ce  qui  arrivera 
si  les  points  materiels  sont  soumis  seutement  a  teurs  attractions  mutueltes,  on 
devra  eonsiderer.  au  lieu  de  (54),  t'equation  aux  derivees  partielles  suivante 


l  —  H 


1=1 

oil  a  designe  une  constante  art)i(rairc,  et  en  trouver  une  solution  S'  contenant 
les  3/1  variables  x/,  v,,  zi  et  3/i  —  1  constantes  arbitraires  a,,  aj,  ...,  a,„_<  en 
dehors  de  la  constante  a ;  les  integrates  generates  seront 

8.  Relations  de  Jacobi.  —  Nous  atlons  demontrer  un  theoreme  qui  nous 
sera  utile  dans  ta  suite. 

Soit  S  une  fonction  de  n  quantites  y,,  q.^^  ...,  q„  et  de  n  autres  a,,  aj,  ...,  a^,; 
posons 

On  pourra  tirer  de  ces  equations 

\^     ^  ^    )     <^"  fonction  tie     (  ,    ), 

et,  en  portant  ces  vateurs  dans  les  equations  (i),  on  aura  des  identites  que  t'on 
pourra  differentier  par  rapport  a  I'une  quetconque  des  quantites  a  et  p.  On 
pourra  tirer  aussi  des  formutes  {a)  ot  (b) 

I  ^    )     ^"  fonction  (le  '       , 

et,  en  portant  ces  vateurs  dans  tes  equations  (a),  on  aura  des  identites  que  Ton 
pourra  differentier  par  rapport  a  I'une  quelconque  des  quantites/?  et  q. 


p,,- 

"  Oqn 

?>n- 

"  'dx„ 
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II  on  resultera,  en  designant  par  i  et  k  deux  indices  quelconques  de  la  serie 
1 ,  2,  ...,  /?,  des  derivees  partiellcs,  au  nombre  de  4/*^,  dc  Tune  de  ces  formes 

dpj_       dpi_       dqj_       dqi_ 

et  un  second  groupe  de  l^n}  derivees  partielles  de  la  forme 

doLk      doLi,      d^k      <^3< 


(^) 


-; > 


dpi        dqi        dpi        dqi 


Les  relations  suivantes,  dues  a  Jacobi,  permettent  d'exprimer  d'une  maniere  fort 
simple  Tune  quelconque  des  derivees  (c)  au  moyen  de  Tune  des  derivees  (rf)  : 

^^^  doi,^      dqr  ^^^  d^u"      dpr 

I  f\  dp^__^^k  .,x  dqt  _       d^K 

^^^  d^k-       dqi'  ^"^  da,-       dpi' 

Tel  est  le  theoreme  qu'il  s'agit  de  demontrer. 

DifTerentions  les  n  equations  (a)  par  rapport  a  q^,  puis  les  n  equations  (b) 
par  rapport  k  a^;  nous  trouverons 


(^«S  a«S      da,  d^S     da^ 


dqi  dqi        dqx  c^a,  dqi         dq\  doif  dqi 
(55)  \      d^^  a«S      a«,  a«S      doL. 


dq^  dqt        dqt  doL^  dqi        dq^  da^  dqi 


-f-, .  .zz:  o, 


-H  .  .  .  :=  O, 


d^^  d^^      dq,  a«S      dq^ 


doLi  doLk       da^  dqi  da,       da^  dq^  da. 


-H.  .  .zz:  o, 


(56)  {       d'S        .        a«S       dqt     .        (?«S_   dq^  _ 


daf da,       da^ dqi  da,       da^ dq^  da. 


En  multipliant  les  equations  (55)  respectivement  par  g^>  3^'  •••  etajoutant, 
il  vient 


_      r)«S      dqj^  d'^      dq^  da,  f  ^9i      dq,     ,       d^^      dq 


dqi  dqi  da,    '    dq^  dqi  da, dqi\dqx  dai  da,       dq^  (^a,  da,         "J 

da^f    d^^      dqi  r)»S      dq.  \ 

dqi  \dqi  da^  da,    ,   dq^  da^  da,    '' '  " ) 


ce  qui,  a  cause  des  formules  (56),  se  reduit  a 

^  _     r)'S     dqy  d^^     dq^  /    f)'S      dai 

~  dqx  dqi  da,        dq^  dqi  da,       '  '  '       \dai  da,  dq 


I  d'S      da^  \ 

i        dat  da,  dqt       "   /  ' 
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si  Ton  ajoute  ct  si  Ton  rctranche  y  — j— '  on  peut  ecrire  encore 


ou  bien,  en  ayant  egard  a  {a)  et  (h), 

c'est  la  formule  {e). 

DifTerentions  les  n  Equations  (ft)  par  rapport  a  p^;  nous  aurons 


{?«,  ^71  dji^        d<Xx  dqt  O^fik 


.=  o, 


. . .  ^=  o. 


dcLkdqx  d^k        dockdq^  d^k 


Multiplions  ces  equations  (Sy)  respectivement  par  j-^^  j^'    '*  ct  ajoutons,  il 
viendra 

d(Xk dqi  /    d^S      doLx  ()'S      {?«,  \ 


a^ 


JP 


jt  \da,  (^7,  ci^/        ^a,  t/y,  dqi       '"  ) 


ce  qui,  a  cause  de  (55),  se  reduit  a 

dak  _  _  /    d^S     dq^  r)'S     ^,    ^        \       _    ^W  ^^^  \  ^;?^  , 

<^<//  \^7i  ^^i  ^Pk        Oq^dqi  df]k         " )  f)?»A  V^/i7  ()?k^ 

c'est  la  formule  (/). 

Differentions  les  equations  (a)  par  rapport  a/?^  nous  trouvcrons 

I   •  _ *  .  j_      —  f^ 

dqx  ()oCi  dpi        (fqi  Ooc^  dpi 

!  r>7,(>3c,  cV'/    '    dq^dtx^  dpi 
(do  ' 

I    » 


d^i  doLx  dpi        dqi  dxi  Opt 
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Multiplions  ces  equations  respectivemenl  par  ^>  ^>  *  •  ^t  ajoutons,  cela 
nous  donnera 

d?ik  """      dpi  \dqx  da,  d?ik       dqt  diXi  d^k        ") 
^    doLtf    (^'S      dq,     ^       d'S      dqt     ^         \ 


en  vertu  des  relations  (57),  cela  se  reduit  a 

Oqi  _  Oxk 

d?k  ~  dpi ' 

c'est  la  formule  (g). 

Multiplions  enfin  les  equations  (58)  respectivement  par  ^>  ^— >  •   •  et  ajou- 
tons, il  viendra 


dq 


A  dpi  \dqi  d(Xi  dak       dq^  Oai  doLk      "/ 

d(Xtf    0*»      dq,  d^S      dqt  \ 

dpi  \Oqi  ddt  dock       dqt  Oxt  dxk      '"  J 


ce  qui  devient,  a  cause  des  formules  (56), 


dq^__     d^S     doL,  _     d^S_  dx 
dxk  dxidxk  dpi       dxtdoLk  dp 


/  dpi\dxk)  dpi' 


c'est  la  forniulc  (A). 

On  pourra  faire  usage  des  relations  (<?),  (/),  {g),  (A),  quand  on  aura  integre 
les  equations  d'un  probleme  de  Dynamique  par  la  methode  de  Hamilton-Jacobi; 
en  effet,  les  conditions  (a)  et  (A)  seront  bien  remplies,  S  etant  une  fonction  de 
^1.  ^2*  •••»yn»aM  a2»  ...,  a;,  et  de  /;  en  prenant  les  derivees  partielles,  on  n'aura 
pas,  bien  entendu,  a  se  preoccuper  de  /. 
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CHAPITRE  I. 

I)E  L\   LOI   l)F.  LA  GilAVITATION   liMVERSELI.E 
TIRfeE  DES  OBSERVATIONS. 


i.  Les  planetes,  dans  ieiirs  mouvements  atitour  (tu  Soleil,  obeissent  aux  luis 
suivantes.  que  le  genie  rlc  Kepler  a  fait  jaillir  <les  observations  do  Tjcbo-Brabe  : 

1°  Les  planetes  se  meuvent  dans  ties  courhes  planes  et  leurs  rayons  vecteitrs  ile- 
crivent  drs  aires  proporiionnelles  aux  temps; 

a"  Les  orbites  des planetes  sont  des  ellipses  dont  le  Soleit  occtipe  un  foyer; 

3"  Les  Carres  des  durees  des  revolutions  siderales  des  planetes  attlour  dtt  Soled 
sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes  de.  leurs  orbites. 

Nous  allons  appliquer  aux  inouvi'ments  iles  planetes  Ics  lUcori'incs  dn  la  Met-a- 
nique  ralionnelle;  ces  tbeoremes  reposent  sur  le  principe  de  I'inerlie  ol  sur  le 
principe  des  mouvements  relaii/s. 

D'apres  la  secondp  parlie  du  principe  de  I'inertio.  quand  un  point  materiel  est 
en  mouvemeni,  si  aucune  force  nagit  sur  lui,  son  mouvemenl  est  reetiligne  et  uni- 
forme. 

Considerons  une  planete  P  dans  son  mouvement  autour  du  Soleil;  ce  mouve- 
menl n'est  pas  recliligne.  Done  uno  force  R  agit  sur  elle  a  cbaque  instant  pour 
I'eloigner  do  la  ligne  droitc  qu'elle  decrirait  si  ellc  eUit  absolumcnt  libre;  nous 
nous  proposons  de  Irouver  les  lois  qui  regissent  cede  force,  sa  direction  et  son 
intensity.  Chacune  des  lois  de  Kepler  va  nous  fournir,  it  ce  sujel,  un  renseigne- 
menl  important.  Jo  rappellc  d'aliord  le  theoreme  suivanl  de  la  Me'canique  ra- 
tion iielle  : 

Si  Iti  tnijectoire  d'un  mobile  est  plane  et  si  le  rayon  vecteur  mene  du  mobile  a  un 
point  fixe  du  plan  de  la  trajectoire  decril  des  aires  prupnrlionwtles  ait  temps,  la 
force  motrice  est  constamment  dirigee  vers  ce  point  fhce. 

T.  -  I.  tk 
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En  appliquaiit  cc  tlieoreme  a  la  premiere  loi  de  Kepler,  nous  voyons  que  la 
force  R,  que  nous  savons  agir  a  cliaque  instant  sur  la  planete  P,  est  constamment 
dirigee  vers  le  centre  S  du  Soleil.  Le  theoreme  des  aires,  mentionn^  plus  haul, 
nous  apprend  seulement  que  la  direction  de  la  force  coincide  avec  la  droite  SP ; 
pour  en  conclure  que  la  force  R  est  bien  dirigee  vers  le  point  S  et  non  en  sens 
contraire.  il  suilitderemarquer  que  la  trajectoire  elliptique  de  la  planete  tourne  sa 
concavite  vers  le  point  S.  La  force  qui  eloigne  a  chaque  instant  la  planete  de  la 
tangente  a  son  orbite  tend  done  a  la  rapproclier  du  Soleil  :  cest  une force  aitrac- 
tive. 

Puisque  nous  avons  affaire  a  une  force  crntrale,  nous  pouvons  employer  Tex- 
pression  suivante  de  la  force  R 

(i)  Rr^ 

m  designe  la  masse  du  point  materiel  P  soumis  a  la  force  R  dirigee  constam- 
ment vers  le  centre  fixe  S;  r  la  distance  SP  et  0  Tangle  XSP  que  fait  le  rayon 
vecteur  ravec  une  droite  fixe  SX  passant  par  le  point  S  et  situee  dans  le  plan  de 
la  trajectoire;  enfin  c  designe  le  double  de  I'aire  decrite  par  le  rayon  vecteur  SP 
dans  I'unite  de  temps;  dans  la  formule  (i),  on  a  pris  0  comme  variable  indepen- 
dante. 

D'apres  la  seconde  loi  de  Kepler,  I'orbite  de  la  planete  est  une  ellipse  ayant 
le  point  S  pour  foyer.  Soient  (Jig.  i)  A  le  point  de  I'orbite  le  plus  rapproche  du 


foyer  S,  point  que  Ton  nomme  le  perihelie  ( A',  le  point  le  plus  eloigne  de  S,  re- 
coit  le  nom  d'aph^lie);  on  aura 

SP-^/;        XSP      0. 

Soient  co  Tangle  constant  XSA,  r  Tangle  ASP,  e  IVxcentricite,  p  le  parametre  de 
Torbite,  on  aura,  par  un  theoreme  connu  do  la  Geometrie  analytique  a  deux 
dimensions, 

P 


r  z-z 

or 


I  -f-  e  cos  i'  * 


!'-(;- 


0). 
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On  aura  done 


d'oii 


-=:--+-  -cos(0  —  w); 
r       p       p 


/•  g 

j7  = cos(©  — w). 


c^0«  ~    p 


^i 


Si  I'on  porte  ces  valeurs  de  -  et  de  -^  dans  la  formule  (i),  elle  devient 


R^ 


mc*   I 


p    r* 

ou  bien 
en  posant 


/« 


c« 


Or,  pour  une  meme  planete,  m,  c  et  p  sont  des  constantes;  done  la  force  qui  re- 
tieni  une  pUmite  dans  son  orbite  vane  en  raison  inverse  du  carre  de  la  distance  de 
celte  planete  au  SoleiL 

On  voit  que  les  deux  premieres  lois  de  Kepler  nous  ont  fourni  des  resultats 
importants;  adressons-nous  maintenant  a  la  troisieme  loi.  Soient  a  et  6  les  lon- 
gueurs des  demi-axes  de  Torbite  de  la  planete  P,  T  la  duree  de  la  revolution  de 
eette  planete  sur  son  orbite;  Faire  de  Tellipse  etant  egale  a  r^ab^  Taire  decrite 

par  le  rayon  vecteur  r  dans  Tunite  de  temps  est  egale  a  -^- ;  on  aura  done 


On  a  du  reste 


il  en  resulte 


c 

— —  —  • 
T 

P^ 

• 

v- 

P 

En  eonsiderant  le  mouvement  d'une  autre  planete  P'  autour  du  Soleil  et  desi- 
gnant  pour  cette  planete  par  K\  r",  m\  [jl\  a\  T  les  quantites  analogues  a  R,  r, 
niy  [JL,  a,  T,  on  aura 


/ ..' 


R' 


___  nt  [J. 


/•'« 
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Or  la  troisieme  loi  de  Kepler  nous  fournit  la  relation 

il  en  resulte 
el 


/ 


K 


/_    'f'  H- 


,./! 


Ainsi  (X  est  le  meine  pour  toutes  les  planetes,  et  la  loi  de  la  force  R'  rentre  dans 
celle  de  la  force  R;  nous  arrivons  done  au  resultat  suivant : 

Soient  P  I'une  quelconque  des  plane tes,  m  sa  masse;  dans  chacune  de  ses 
positions,  elle  est  soUicitee  vers  le  centre  du  Soleil  par  une  force  dont  I' expression 

est  -^>  (JL  designant  une  constante  commune  a  toutes  les  planetes. 

Si  nous  considerons  que  les  positions  occupees  successivement  par  la  pla- 
nete  P  sont  comprises  entre  deux  cercles  concenlriques  de  rayon  a(i  —  e)  et 
a(i  4-  e),  de  meme  que  celles  de  la  planete  P'  sont  comprises  entre  les  cercles 
de  rayons  a'(i  —  e')  et  a'(i4-^')»  •••»  ^^^^  sommes  conduits  a  admettre  que, 
partout  oil  se  trouvera  une  molecule  materielle  M,  de  masse  m,  situee  a  la  dis- 
tance r  du  centre  S  du  Soleil,  elle  sera  necessairement  soumise  a  Taction  d'une 

force  dirigee  suivant  la  droite  MS  et  ayant  pour  expression  ^• 

2.  Apres  etre  arrive  au  resultat  precedent,  Newton  s'est  propose  la  question 
inverse  : 

Un  point  materiel  de  masse  m  est  soumis  constamment  a  Inaction  d*  une  force 
dirigie  vers  le  centre  du  Soleil  et  variant  en  raison  inverse  du  carre  de  la  distance : 
trouversa  trajectoire. 

On  voit,  par  raison  de  symetrie,  que  la  trajectoire  doit  etre  plane,  son  plan 
etant  astreint  a  passer  par  le  centre  du  Soleil  et  par  la  vitesse  initiale  du  point 

materiel.  Soit  R  =  -~  la  force  donnee;  on  aura,  par  la  formule  (i). 


d'oii 


dS^ 


(;  -  ^) = °- 
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On  en  tire,  en  integrant  et  designant  par  e  et  a>  deux  constantes  arbitraires, 


c* 


(2)  /• 


done  la  courbe  est  une  section  conique  ayant  le  point  S  pour  foyer. 

Remarque.  —  On  pent  supposer  e>o;  car,  si  la  constante  e  etait  negative,*  on 
la  changerait  en  une  autre  egale  etde  signe  contraire  en  rempla^ant  dans  Tequa- 
tion  (2)  a>  par  a>  4- 1:. 

Demandons-nous  si  Ton  pent  disposer  des  donnees  initiates  de  inaniere  que 
la  trajectoire  soil  Tune  quelconque  des  trois  sections  coniques. 

Soient  G©  et  r©  les  valeurs  initiates  de  G  et  de  r  pour  /  =  /o»  V©  la  valeur  ini- 
tiate de  la  vitesse  du  mobile,  et  r^«  Tangle  que  fait  cette  vitesse  avec  le  pro- 
longement  du  rayon  vecteur.  On  a,  par  les  formules  connues  de  la  theorie  des 
forces  centrales, 

VoSinrio  — —  > 

r 
VoCOSTio— —  C 

On  en  conclut,  en  ayant  egard  a  Tequation  (2), 

1  e  sin((?o— w)  =::  — 5  rosinrjocosrjoj 
(3)  '  ^ 


i  V* 


ces  equations  determinent  sans  ambiguity  les  constantes  e  et  oj;  e  est  Texcentri- 
cite  de  Torbite,  comme  le  montre  Tequation  (2),  et  (o  est  Tangle  polaire  qui 


c« 


correspond  au  perihelie;  —  est  egal  au  parametre  p  ouh 
on  aura  done 

(4)  «(i-e«)z^^/Jsm«r)o. 

En  elevant  au  carre  les  equations  (3)  et  les  ajoutant,  on  trouve 


-e«z^yrJsin'rjo(^-Vj); 
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la  trajectoire  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  suivant  que  la 
valeur  de  i  —  e*  sera  positive,  nulle  ou  negative;  si  done  on  a 

V*  <  -;^,     la  trajectoire  sera  une  ellipse; 
V*  =  — -,  »  ))         parabole; 


'o 


VJ  >  -~,  >)  )>         hyperbole. 

On  voit  que  le  genre  de  la  section  conique  ne  depend  que  des  donnees  initiales 
To  et  Vo  et  nullement  de  rjo- 

La  formule  (4)  donnera  ensuite,  avec  la  valeur  ci-dessus  de  i  —  e', 

le  grand  axe  de  Torbite  est  independant  de  yjo. 

3.  Orbites  des  com^tes.  —  Kepler  avait  neglige  d*etudier  les  mouvements 
des  cometes,  sans  doute  parce  qu'il  attachait  une  mediocre  importance  a  ces 
astres  qu'il  considerait  comme  des  a  meteores  engendres  dans  Tether  ».  Newton 
voyant  que,  sous  Tinfluence  de  la  force  consideree  ci-dessus,  un  point  materiel 
pent  decrire  autour  du  Solcil,  non  seulement  une  ellipse  voisine  d'un  cercle, 
comme  le  sont  les  orbites  des  planetes,  mais  une  ellipse  tres  allongee  ou  meme 
une  parabole,  Newton,  disons-nous,  fut  amene  a  penser  que,  comme  les  pla- 
netes, les  cometes  decrivent  des  ellipses  dont  le  Soleil  occupe  un  foyer,  toute  la 
diflerence  consistant  en  ce  que  les  orbites  planetaires  sont  peu  excentriques, 
peu  inclinees  sur  Tecliptique,  tandis  que  les  cometes  decrivent  des  ellipses  tres 
allongees  et  situees  dans  des  plans  quelconques.  On  s'expliquera  ainsi  pourquoi 
les  cometes  ne  sont  visibles  que  pendant  un  temps  limite;  c*est  le  temps  pen- 
dant lequel  elles  sont  assez  voisines  a  la  fois  et  du  Soleil  et  de  la  Terre  pour  que 
leur  eclat  permette  de  les  apercevoir. 

On  sait  que  la  parabole  est  la  limite  d*une  ellipse  ayant  meme  sommet  et 
meme  foyer,  et  dont  le  grand  axe  augmente  indefiniment;  il  en  resulte  que, 
dans  le  voisinage  du  perihelie,  I'orbite  d'une  comete,  supposee  elliptique  et  tres 
allongee,  differera  fort  peu  d'une  parabole  ayant  le  Soleil  pour  foyer.  Newton 
fut  done  amene  a  penser  que  les  orbites  des  cometes  peuvent  etre  considerees 
comme  paraboliques.  II  eut  bientot  I'occasion  de  mettre  ses  idees  a  I'epreuve  : 
le  1 4  novembre  i68o  parut  une  comete  qui  se  rapprocha  rapidement  du  Soleil 
et  disparut  dans  ses  rayons  le  5  decembre.  Le  22  decembre  suivant,  une  comete 
tres  brillante  apparaissait  de  Tautre  cote  du  Soleil.  Encalculantles  observations 
des  deux  cometes,  Newton  demontra  qu'elles  ne  formaicnt  qu'un  seul  et  meme 
astre;  elles  avaient  decrit  chacune  un  arc  d'une  meme  parabole. 


Lni  nr  la  gravitation  i'Mvebseli-k. 


3i 


On  a  observe  depuis  un  nonibrc  coiisi(leral)l(>  Of  cometof;  parat)o)u|uos:  pour 
I'liacunc  d'slles,  le  rpiilre  itii  Solcil  coTnciilo  avnc  Ip  Ibypp  de  la  parahole  pt  !e 
rayon  vertpur  decrit  des  aires  proportionnelles  aux  lenips.  Done  rliacjue  comttc*. 
ilans  I'uni'  (|Uflconqup  dc  ses  poKJlions,  pst  snumise  ii  unc  force  R  dirige^'  vers  Ip 
Sidpil  el  avant  pour  cxprcfisinn 


Si  Ton  compare  aux  quantiles  c  el  p  les  quantites  c'  et//,  r 
respondent  i  d'autrps  conl^tPs,  on  oonstalP  que  Ton  a 


e  t  p". 


,  qni  ror- 


<l(-  plus, 
dante 


la  valcur  rommiinp  do  cm  rapports  est  6galp  a  la  quantilp  cnrrespon- 


communp  ti  toules  les  plani'tes. 

Nous  rclrouvons  done  !a  m#iiie  loi  d'attraction  R  =  "',^,  oil  \x  est  uiie  eon- 
stante  pour  lout  le  systi-me  pliuielaire,  et  nous  sommes  en  droit  de  considerer  le 
centre  du  Solcil  comme  le  foyer  d'une  force  attractive  qui  s'exerce  dans  loutes 
tcH  directions,  sur  tous  les  corps,  proportionnellement  a  leur  masse  et  en  raison 
inverse  du  carre  de  la  dislance. 

On  voit  quelle  force  les  cometes  apporlenl  a  cello  demonslraliou  :  a  I'aiJe  des 
planfeles,  on  ne  pouvait  rlemonlrer  I'exislence  de  rallraclion  que  pour  dps  points 
silues  dans  le  vuisinage  de  I'ecjiptique;  les  cometes,  au  conlraire,  sillonnenl 
Tespace  dans  tous  les  sens  et,  parloul  on  clles  penelrent,  elles  nous  montrcnl 
la  m^me  loi  d'attraction  qui  Ips  accompa^ne. 

4.  Pour  passer  de  la  toi  d'attraction  exercee  par  le  Suleil  a  la  loi  de  ta  gravita- 
tion universelle,  il  restail  un  pas  diffirile  a  francliir;  vnyons  quelles  sonl  les 
id^es  qui  onl  guide  Newton  dans  celte  voie. 

Les  observations  demuntrcnt  que  les  satellites  obei^seut  ii  ires  peu  pres  aux 
lois  de  Kepler  dans  leurs  moiivemenls  autour  des  plani?tps.  l^onsiderons.  par 
pxemple.  Jupiter  et  I'un  de  ses  quaire  satellites;  nous  designerons  par  m,  la 
masse  de  ce  satellite  et  par  r,  sa  distance  au  centre  de  Jupiter.  On  deduira  des 
deux  premieres  lois  de  Kepler  concernant  le  mouvement  relatif  de  ce  satellite 
que,  dans  cbacune  de  ses  posiltons,  il  est  soumis  a  Taction  d'une  lone  R,  di- 
rigee  vers  le  centre  de  la  planete  et  ayanl  pour  expression 


On  demontrera  rexistence  d'une  force  analogue  pour  eliaeun  des  Irois  autres 
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salollites,  ol,  on  partant  de  la  troisieme  loi  de  Kepler,  on  prouvera  que  (x,  est  ie 
nii'nie  pour  les  satellites.  Yoila  done  le  centre  de  Jupiter  qui  est  le  siege  d*une 
force  analogue  k  celle  que  nous  avons  reconnue  dans  le  Soleil;  les  deux  forces 
suivent  la  meme  loi :  il  n'y  a  de  diflerence  que  pour  les  constantes  (x  et  (X|. 

On  pent  en  dire  autant  de  toutos  les  planetes  qui  ont  plus  d'un  satellite, 
savoir  do  Mars,  de  Saturne  et  d'Uranus;  pour  les  planetes  qui  n'ont  qu'un 
satellite,  la  Terre  et  Neptune,  on  ne  pent  appliquer  que  les  deux  premieres  lois 
de  Kepler.  On  deinontrera  done  seulement  que  le  satellite,  dans  chacunede  ses 
positions,  est  soumis  a  Taction  d'une  force  R,  dirigee  vers  le  centre  de  la  planete 
et  avanf  pour  expression 

Si  Texcentricite  de  Torbite  du  satellite  etait  tres  forte,  r,  varierait  dans  des  li- 
inites  trfes  etendues,  et  il  serait  bien  demontre  que  la  planete  exerce  une  attrac- 
tion variant  en  raison  inverse  du  carre  de  la  distance;  mais,  si  I'excentricite  est 
petite,  et  c'est  le  cas,  les  deux  premieres  lois  de  Kepler  ne  permettraient  guere 
de  trouver  la  loi  de  variation  de  la  force;  elles  prouveraient  seulement  son  exis- 
tence et  permettraient  de  calculer  son  intensite  moyenne. 

II  convient  ici  de  faire  une  remarque  au  sujet  des  mouvements  des  satellites. 

Soient  (/ig.  a)  S  le  Soleil,  P  Jupiter,  M  Tun  de  ses  satellites:  le  rapport  -p^- 

Fig.  3. 


etant  tres  petit,  les  droites  PS  et  MS  peuvent  etre  considerees  sensiblement 

comme  egales  et  paralleles.  La  force  R  =  -^,  emanant  du  centre  du  Soleil,  doit 

s'exercer  sur  P  et  sur  M.  D'apres  ce  qu'on  vient  de  dire  sur  les  droites  PS  et  MS, 
les  forces  PA  et  MB,  appliquees  respectivement  a  Tunite  de  masse  de  P  et  a 
Tunite  de  masse  de  M,  pourront  etre  considerees  comme  sensiblement  egales  et 
paralleles;  ces  forces  auront  done  seulement  pour  effet  d'imprimer  un  mouve- 
ment  de  translation  au  systeme  forme  par  Jupiter  et  ses  satellites.  D'apres  le 
principe  des  mouvements  relatifs,  les  mouvements  des  satellites  autour  de  la 
planete  seront  done  a  peu  pres  les  memos  que  si  la  planete  etait  immobile. 

Considerons  actuellement  la  Terre  et  son  satellite  unique,  la  Lune;  les  deux 
premieres  lois  de  Kepler  etant  verifiees,  il  en  resulte  que,  dans  chacune  de  ses 
positions,  la  Lune  est  solliciteo  par  une  force  R  ayant  pour  expression 
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et  dirigee  vers  le  centre  de  la  Terre.  L'excentricite  de  Torbitc  de  la  Lune  elant 
assez  petite,  on  pent  ne  considerer  que  la  valeur  moyenne  de  R^  et  y  faire 
r,  =a, ;  on  aura  ainsi 

*  1 

L'acceleration  moyenne  correspondante  a  ectte  force  sera 


?i 


t\'r}a 


T\ 


U        > 


evaluons-la  en  prenant  pour  unite  de  longueur  le  metre  et  pour  unite  de  temps 
la  seconde  sexagesimale  de  temps  moyen ;  soit  p  le  rayon  de  la  Terre  supposee 
spherique.  On  a,  a  fort  peu  pres,  pour  la  distance  moyenne  de  la  Lune  a  la  Terre, 

Oi  =1 6op; 
on  a  du  reste 

2  T:p  —  4o  ooo  ooo™ . 

Enfm,  la  duree  de  la  revolution  siderale  de  la  Lune  est 

Ti  =  27i  7»»  43°»  =  39  343"  —  3g  343  x  60' ; 

on  trouvera  ainsi 

4 TT-  X  60  X  4o  000  000  - 

9i  ^ To-oTo z-^r  =0'",002706. 

^  271  X  (39343  X  60)'  ' 

Nous  sommes  evidemment  porles  a  admettre  que  la  Terre  exercerait  son  at- 
traction sur  tout  autre  corps  que  la  Lune  et  que  cette  force  suivrait  la  loi  de  la 
raison  inverse  du  carre  de  la  distance.  Demandons-nous  ce  qu'clle  serait  a  la 
surface  meme  de  la  Terre,  c'est-a-dire  a  une  [distance  du  centre  de  la  Terre 

soixante  fois  plus  petite  que  dans  le  cas  de  la  Lune;  Tattraction  sera  60  fois  plus 

grande  et  Tacceleration  correspondante  sera  egale  a  0^,002706  x  60  =  9'°>74« 
Or  Tacceleration  moyenne  de  la  pesanteur  a  la  surface  de  la  Terre  est  g  =  9*°,  82, 
nombre  tres  peu  different  du  precedent.  Lorsqu'on  tient  compte  de  plusieurs 
causes  secondaires  que  nous  avons  laissees  de  cote  pour  simplifier,  on  trouve 
entre  les  deux  nombres  une  identite  absolue. 

Que  faut-il  en  conclure?  Evidemment  que  lajorce  qui  retient  la  Lune  dans  son 
orbite  n^est  autre  chose  que  la  pesanteur  terrestre  affaihlie  en  raison  inverse  du  carre 
de  la  distance. 

Ainsi  la  loi  de  la  diminution  de  la  pesanteur  qui,  pour  les  planetes  accompa^ 

gnees  de  plusieurs  satellites,  est  prouvee  par  la  comparaison  des  durees  de 

leurs  revolutions  et  de  leurs  distances,  se  trouve  demontree,  dans  le  cas  de  la 
T.  -  L  5 
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Terre,  par  la  comparaison  du  mouvcment  de  la  Lune  avec  celui  des  projectiles 
a  la  surface  de  la  Terre. 

Les  forces  d'attraction  dont  le  Soleil  et  les  planetes  sont  le  siege  ne  doivent 
plus  nous  paraitrc  aussi  mysterieuses,  puisque  nous  sommes  familiarises  avec 
Tune  d'elles,  la  pcsanteur,  par  Texperience  journaliere. 

L'analogie  nous  porte  evidemment  a  admettre  que  les  planetes  qui  n'ont  pas 
de  satellites,  Mercure  ct  Venus,  sont  douees  de  la  meme  force  attractive.  Nous 
ferons  un  nouvcau  pas  en  avant  par  la  consideration  suivante  :  le  Soleil  attire 
Jupiter  et  ses  satellites;  Jupiter  attire  ses  satellites,  cela  est  demontre;  mais  on 
doit  admettre  que  I'attraction  de  Jupiter  s'exerce  a  toute  distance  et  se  fait  sen- 
tir  meme  sur  le  Soleil ;  ainsi,  si  le  Soleil  attire  Jupiter,  Jupiter  aussi  doit  attirer 
le  Soleil,  et,  d'apres  le  principe  de  I'egalite  de  Taction  et  de  la  reaction,  ces 
deux  forces  doivent  etre  egales.  Soient  done  M  la  masse  du  Soleil,  m  celle  de 
Jupiter,  r  leur  distance,  (x  la  constante  qui  figure  dans  la  loi  de  Tattraction 
exercee  par  le  Soleil,  (x,  la  constante  correspondante  pour  Jupiter;  on  devra 
avoir 


r«    "7    /« 


On  en  conclut,  en  designant  par  f  une  autre  constante, 

f^  _  f^i  _  f 
M  ~  m  - '' 

f/  =  fM; 

ainsi  la  valeur  commune  des  deux  attractions  reciproques  du  Soleil  et  de  Jupiter 

est 

fMm 


\\ 


r*    ' 


les  deux  corps  s'attirent  done  proportionnellement  a  leurs  masses  et  en  raison 
inverse  du  carre  dc  la  distance. 

Nous  avons  fait  abstraction  jusqu'ici  des  dimensions  des  corps  celestes  que 
nous  avons  reduits  a  leurs  centres  respectifs;  mais  la  propriete  attractive  ne 
reside  pas  seulement  dans  ces  centres  :  elle  est  propre  a  chacune  des  molecules 
des  corps  consideres.  On  pent  le  prouver  pour  Tattraction  exercee  par  Tun  de 
ces  corps,  la  Terre ;  on  demontre  en  effet  que,  dans  le  vide,  tons  les  corps  tombent 
avec  la  meme  vitesse.  On  pent  diviser  un  corps  en  un  nombre  quelconque  de  frag- 
ments; le  poids  total  estegal  a  lasomme  des  poids  des  divers  fragments;  chacun 
d'eux,  abandonne  a  lui-mcme,  tombe  dans  le  vide  avec  la  meme  vitesse  que  le 
corps  primitif;  la  pesanteur  s'exerce  done  sur  les  moindres  parties  des  corps, 
etTon  doit  admettre  qu'il  en  estde  memede  Tattraction  d'une  maniere  generale. 
Ainsi  le  Soleil  doit  attirer  toutes  les  molecules  de  chacune  des  planetes,  de  cha- 
cun des  satellites;  de  meme  une  planete  doit  attirer  toutes  les  molecules  du 
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Soleil.  C'est  de  cette  maniere  que  Newton  a  ete  conduit  a  la  hi  de  la  gravitation 
universelle  a  laquelle  souvent  on  donne  simplement  le  nom  Aq  hi  de  Newton : 

Deux  points  matdriels  quelconques  s'attirent  mutuellement y  proportionnellement  a 
tears  masses  et  en  raison  inverse  da  carre  de  la  distance. 

Soient  M  et  M'  les  deux  points,  m  et  m'  leurs  masses,  r  leur  distance;  le 
point  M  est  soumis  a  Taction  d'une  force  MA  dirigee  vers  le  point  M';  le  point  M', 
a  Taction  d'une  force  M'A'  dirigee  vers  le  point  M;  on  a 

la  constante  i  est  Tattraction  de  deux  unites  de  masse  a  Tunite  de  distance. 

5.  Nous  allons  traiter  une  question  interessante  qui  so  presente  naturelle- 
ment. 

La  loi  de  Newton  merite-t-elle  reellement  la  qualification  d' universelle ?  Pre- 
side-t-elle  aux  mouvements  dcs  systemes  eloignes  et,  en  particulicr,  aux  mou- 
vements  observes  avec  tant  de  soin  depuis  W.  Herschel  dans  les  etoiles 
doubles. 

Pour  se  prononcer,  il  faut  voir  d'abord  quelles  sont  les  donnees  precises  de 
Tobservation ;  elles  sont  resumees  dans  les  deux  lois  suivantes  : 

(a)  Dans  tons  les  systemes  binaires,  la  projection  du  rayon  vecteur  mene  de 
Tetoile  principale  au  satellite,  sur  le  plan  tangent  a  la  sphere  celeste,  decrit  des 
aires  proportionnelles  aux  temps. 

(b)  L'orbite  apparente  du  satellite  est  une  ellipse. 

II  convient  d'insister  sur  ce  point  que  Tobservation  nous  donne  cc  qui  se 
rapporte  k  Torbite  apparente  et  non  pas  a  Torbite  reelle;  c'est  qu'cn  effet  les  me- 
sures  des  astronomes  se  rapportent  a  la  projection  du  satellite  sur  le  plan  tan- 
gent a  la  sphere  celeste  mene  par  Tetoile  principale;  le  satellite  pourrait  occu- 
per  une  position  quelconquc  sur  le  rayon  qui  le  joint  a  la  Terro,  en  avant  ou  en 
arriere  du  plan  tangent  considere.  Au  point  de  vue  strictement  rigoureux,  il 
serait  impossible  de  determiner  Torbite  rielle;  il  faut  faire  une  hypothese,  et  la 
plus  naturelle  est  d'admettre  que  cette  orbite  est  plane  (*);  il  en  resulte  aussi- 
tot  que  la  loi  des  aires  a  lieu  pour  Torbite  reelle,  et  que  cette  orbite  est  une 


( 1 )  La  loi  des  aires  ayant  lieu  pour  la  projection  sur  le  plan  tangent  a  la  sphere,  il  en  r6sulte  que 
la  force  rencontre  la  droite  SO  (S  d6signant  la  Terre,  ou  plutot  le  Soleil,  et  0  I'^toile  principale).  On 
pent  dire  la  m^me  chose  pour  les  autres  Etoiles  doubles;  S  est  d'ailleurs  un  point  quelconquc,  n*ayant 
aucun  rapport  avec  les  points  tcls  que  0;  il  est  done  tout  nalurel  d'admettre  que  la  force  passe  tou- 
jours  par  le  point  0 ;  la  force  dtant  centrale,  Torbite  est  plane. 
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ellipse,  puisque  sa  projection  sur  le  plan  tangent,  qui  n'est  autre  que  i*orbite 
apparente,  est  elle-meme  une  ellipse;  mais,  dans  Torbite  apparente,  retoiie 
principale  est  un  point  quelconque;  la  position  du  plan  de  Torbite  reelle  est 
inoonnue,  ct  il  nous  est  impossible  do  decider,  par  les  observations  usuelles,  si 
Keloile  principale  occupe  reellement  Tun  des  foyers  de  Tellipsc  reelle. 

On  demontrera  immediatement,  de  la  meme  maniere  que  pour  les  planfetes, 
que,  dans  chaeune  de  ses  positions,  Tetoile  satellite  est  soumise  a  Taction  d'une 
force  R  dirigee  vers  Tetoile  principale;  mais  il  ne  sera  pas  possible  d'arriver  k 
la  connaissance  de  Tintensite  de  R  en  partant  de  cette  unique  donnee,  que  le 
satellite  decrit  une  ellipse.  Toulefois,  on  pent  generaliser  les  conclusions  des 
observations  en  remarquant  que  les  etoiles  doubles  dont  on  connait  les  mouve- 
ments  relatifs  sont  nombreuses;  que  ces  mouvements  sont  tres  diffcrents  d'un 
sysleme  binaire  a  un  autre,  pour  ce  qui  concerne  les  dimensions,  les  excentrici- 
tes,  etc.  des  ellipses,  et  il  est  naturel  d'admettre  que  la  force  R  est  telle  qu*elle 
ferait  decrire  a  un  satellite  quelconque  une  conique,  quelles  que  soient,  a  Te- 
poque  initiale,  la  position  du  satellite  etsa  vitesse,  en  grandeur  et  en  direction. 
Nous  admettrons  enfin  que  Tintensite  R  de  la  force  ne  depend  pas  de  la  vitesse 
du  satellite,  mais  seulement  de  sa  position. 

Soient : 

Oxy  Oy  deux  axes  rectangulaires  menes  par  Tetoile  principale  0  dans  le  plan  de 

I'orbite  reelle; 
jc  ciy  les  coordonnees  du  satellite  M  ii  Tepoque  t; 
rla  distance  OM. 

Les  equations  differentielles  du  mouvement  de  M  seront 

^.r  -  a: 

m—j-  =1  — R-, 
at  r 

^y        n  y 

(tt^  r 

oil  R  =  $(j:,  v)est  une  fonction  inconnue  des  deux  variables  independantes  a? 
et  j;  il  s'agit  de  determiner  cette  fonction  de  maniere  que  I'orbite  qui  resulte 
de  ces  equations  differentielles  soit  une  conique,  quelles  que  soient  les  valeurs 

initiales  a-o,  v©,  -^o  =  (^)  '  -^o~  ("/z)  ^^^  coordonnees  ct  des  composantes 
de  la  vitesse. 

Ce  beau  probleme  a  ete  propose  par  M.  J.  Bertrand,  dans  le  tome  LXXXIV 
des  Comptes  rendus  de  r Academic  des  Sciences ;  ce  meme  volume  renferme  deux 
solutions  completes  et  entierement  differentes,  dues  a  M.  Darboux  et  a  M.  Hal- 
pben.  Depuis,  M.  Darboux  a  developpe  sa  methode  dans  Tune  des  Notes  remar- 
quables  dont  il  a  enrichi  la  Mecanique  de  M.  Despeyrous.  Nous  allons  reproduire 
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ici  la  solution  de  M.  Halphen,  avec  quelques  modifications  qui  rendent  peut-etre 
la  demonstration  un  peu  plus  longue,  mais  lui  donnent,  a  ce  qu'il  nous  semble, 
plus  d'homogeneite. 
Nous  ferons 

Idx ,  dy , 

It  ^^  '  dt  '"'^  * 

R  = —  mur; 

u  sera  comme  R  une  fonction  inconnue  de  x  et  y;  les  equations  differentielles  (5) 
se  trouveront  done  remplacees  par  le  systeme  suivant : 


(A) 


dx         , 

dt    •^' 

dy         ,           dx' 

dt       ^^          dt        "^' 

u-W{x,y). 

dy' 

dt          *' 

Nous  aurons  dans  la  suite  k  prendre  les  derivees  par  rapport  au  temps  de  fonc- 
tions  des  quatre  quantites  a?,  j,  ^',y ;  nous  les  calculerons  par  la  formule  sui- 
vante,  qui  se  deduit  immediatement  des  equations  (A) 

(7)  dt^^'^^y^''^y^^''ji'^yTy^^\^'6^''^y^)'^ 

dans  le  cas  oil  la  fonction  F  ne  contient  que  Xj  cela  se  reduit  a 

Lemme.  —  Trouper  V Equation  differentielle  commune  a  toutes  les  coniques. 
L'equation  generale  des  coniques  est 

(8)  kx*'^2Bxy  -\-Cy*-h2¥x  -\-2Gy-\'  H  =  o; 

elle  definit  J  en  fonction  de  x  et  de  cinq  constantes  arbitraires.  Prenons  x  pour 
variable  independante  et  differentions  cinq  fois  de  suite,  nous  trouverons,  en 
designant  les  derivees  par  la  notation  de  Lagrange, 

Cyy'  -+-B(j:/4-x)      -\- Ax-^Gy' -hV  =  o, 

Cin-'  -^y")  -+-B(^y-+-a/)  -hA     4-Gy         =o, 

(9)  {  dyf'  -^  37'/)  -hBixy' 4-  3y)  4-  Gy''         =  o, 
Ciy/'^-h  h''y'-\-  37^«)  -4-  R(^/v^  4j^)  -t-  G/^        ^  o, 


II  H'Klif  ;i  /'lirriiiMrr  i^nlr^?  Ii^h  %i\  h\iy^Uuu^  f  'S)  el '  fi ;  K*s  cinq  qamlites  ^-  -  -  •  f 

jj ;  li'*  ImiH  iii^rttinn^h  iJ#fH  «W|Udtiori«&  ''f^y  forili^-nrieijl  fteuJemenl,  el  sous  forme  bo- 

tnuy^'.tuu  U'.%  iroi%  qM;inlile«i  B,  C,  G;  on  2iura  done  le  resulUt  iJe  relimination  en 
(*^'4\'dU\  n  '/MTU  U'.  J'V^'rrninanl 

On  Iroijvtf'  uiMfuituif  en  p;irUinl  de^  proprieles  elemenlaires  iles  determinants, 
i\ui'  1  He  retfluil  U 

9       *  *'        IV  V 

toy   y        :>v  v 

en  Hnp|irini;int  le  faeleur^r^  el  revenani  a  la  notation  dilFerentielle,  il  vient 

-.  (d}y\^tl^y       ,^fi}y  (!^y  d>Y       ,    /iPy\^ 

'  »  '  '■>(  rilO    t^  -  ■"  rf'  'd>  2^  -"  *'  (^  J   ^  " 

l/ordonn/'C  d'une  ronique  r|ijelronque  verifie  cettc  equation,  ct,  rcciproque- 
nienl,  toiile  fonction  de  .r  qui  y  satisfait  pourra  etre  consideree  commc  I'ordon- 
n/;e  d'nn  point  queli;onque  d'une  conique  dont  a:  serait  Tabscisse. 

II  (ant  niaintenant  eonsiderer  Tune  quelconqiic  des  trajectoires  qui  resultant 
des  /•qualions  (A^,  reganler  j^  ronime  une  fonction  de  x,  former  les  derivees 

V![»  •   •»  v*i»  el  ii's  snhslituer  dans  la  relation  (B). 

(hi  a  (raJMird,  en  tenant  eonipte  des  rormnles  (A)  et(7), 

(iy         y' 
fi.r         .r' 

,  /f^y        ./•'//  y  —  y' it.r 

on  l)i(*n 

Hemarquons  que,  d*apres  la  loi  des  aires,  le  hinome  a' y  —  y\r  est  constant; 
en  ayaiil  e^anl  ii  eelle  remarque  el  aux  lbrniules(7)  et  (7'),  on  dcduira  aise- 
nient  de  la  lornuile  (,10),  dilVerentiee  plusieurs  Ibis  par  rapport  au  temps,  les 
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formules  suivantes  : 

-'•g  =  (->-/-)(-'S'-3«'-) 

J7''-T^  r={xy  —yjc)  {^''-Tj  —louxx'-^ 3w*a?"-M5w'j;M, 

(II)'  -^  \  ^  ^  / 


4-  -T-(io5tt*j7*j?'  — i6i/x'')  -I-  45a' a?j?'*—  io5w^j:'  I . 

Portons  ces  valeurs  (lo)  et  (ii)  dans  Tequation  (B);  nous  apercevons  dc 
suite  le  facteur  commun  ,^{  ^    ;  supprimons-le  et  eflfectuons  les  calculs; 

il  y  aura,  apres  les  reductions,  encore  un  facteur  a;'*,  et  il  restera  seulement 

,     ^  ^d^u        ,^     du  d*u       ,    f  du\*  ^du 

Cette  equation  se  simplifie  notablement  en  posant 

(l3)  1/=.  w    *; 

u^  sera»  comme  i/,  une  fonction  de  x  etj;  on  trouve  sans  difficulte  que  Tequa- 
tion  (12)  devient  simplement 

II  nous  reste  a  calculer  -^  el  -^-j-;  en  ayant  egard  aux  formules 


dx'  -»  dy'  -J 


on  trouve 


dw         ,  dw         ,  di^ 
f/^  do?      "^   dy 

e/^*  dx^  *^  dx^dy  dxdy^ 


dxdy 


-^3.v   ^(^xx'-j^-^yy—J 
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en  portant  c<;h  deux  flerivees  dans  Tequation  (C;,  il  rient 

(I,)  /  -.--xu    .|^a«'(x^-^>^3^j-^(x--Hr^jJ 

Hi"  I        V;    <d>^v*  OrdrJ       dr\    dx      '    djrj]' 

ijiiUi  equation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  /,  et  en  particulier  pour  /  =  o,  ao- 
quel  ca»,  comine  on  Ta  vu,  x,  y,  of,  y  peuvent  etre  quatre  quantites  quel- 
conquer,  independantes  les  unes  des  autres.  L*equation  (D)  donnera  done  les 
ftix  equatiouH  »uivantes  : 

d^w  d'w  </*»*'  d^w 

l>eft  formules  04)  montrent  qu'en  designant  par  a,  6,  c,  /,  g,  h  six  con- 
fttanteft  arbitraires,  w  est  de  la  forme 

SuliHtituons  cette  expression  dans  les  relations  (i5)»  ct  nous  trouverons, 
apres  reduction, 

(hf  -  ag)  xy-^icf  -  bg)y^-^  (/t^ah)x-h  {fg-'bh)y  =  o, 
(6^'—  c/)xy'\-(ag-  b/)'r^-^{/ff—0/i)x-h{g*  —  cA)^=:o. 

(^H  deux  equations  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  x  etj,  on  en  conclut 

(  ^g  —  cf  —  o; 

(17)  <   ^'*  —  c/i  =0, 

On  tire  des  forinules  (17) 

fh{ag  —  ^/)  =  o,         gh{bg  —  cf)  =  0; 

si  done  aucune  des  quantites/,  g-,  h  n'est  nulle,  les  relations  (16)  sont  une  con- 
sequence de  (17),  et  il  suffit  dc  verifier  ces  dernieres. 
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Or  Tequation  (E)  donno 
ce  qui,  a  cause  des  formulcs  (17),  se  reduit  a 

h 

Les  formules  (6)  et  (i3)  donncnt  ensuite 


j> 


(Fi)  R,  =  wA*  7-7 , , 

c'est  une  premiere  loi  pour  la  force  cherchee;  quelles  que  soient  les  quanlites 
/,  g^  A,  la  trajectoire  sera  une  conique. 

Supposons  maintenant  A  =  o;  les  formules  (17)  entrainent /=  o,  ^=0; 
elles  sont  alors  veritiees,  ainsi  que  les  relations  (16);  on  a  done 

if  :=  rt  ,r' -h  2  6  J?/ -f- cj'*, 

(F,)  R,=:r//l— v; 

c'est  une  autre  loi  de  la  force;  les  constantes  a,  6,  c  peuvent  etre  quelconques. 
Dans  le  cas  ou/=  o,  (16)  ct  (17)  donnent 

ag=i  bg^^  ah  —  bh  =  0,         ^*  =  ch^ 

d'oii 


en  portant  dans  la  formule  (18),  il  vient 


h 

.la  valeur  correspondante  de  R  s'obtient  done  en  faisant  /=  o  dans  la  for- 
mule (F,).  Ainsi  il  y  a  deux  lois  de  forces,  et  rien  que  deux,  qui  repondent  a 
la  question;  mais  les  forces  R,  et  R^  contiennent  non  seulement  r,  niais  encore 

Tangle  polaire  0  =  arc  tang-- 

Si  Ton  veul  que  ces  forces  ne  dependent  que  de  r,  ce  qu'il  est  naturel  d'ad- 
meltre,  on  devra  fairo,  dans  (F,  \  /=  ^  -=  o,  ot,  dans  (Fj),  a  =  c  o{  6  =  o ;  on 
T.  -  I.  6 
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Irouvo  ainsi 

Li  premiere  de  ces  lois  est  incompatible  avec  les  observations,  car,  si  elle  avail 
lieu,  le  satellite  decrirait  toujours  une  ellipse  ayant  pour  centre  Fetoile  princi- 
pale,  et  ceUe  propriele  se  conserverait  dans  Torbite  apparente;  or  les  observa- 


mfx 

i"ii  j^uiit'icii  n;iei  II  ci  ittiTs  iicu,    II  iir;    icrnc  vtuiii^  uuc  xij 

la  loi  de  Newton. 


tions  montrent  qu'en  f^eneral  eela  n'a  pas  lieu;  il  ne  reste  done  que  R^  =  — ^  ou 


Conclusion  an  point  de  vue  de  VAslronornie,  —  On  voit  par  ce  qui  precede  qu*ii 
est  impossible  de  conclure  d'une  fagon  rigoureuse  (\\xe  la  loi  de  Newton  preside 
aux  mouvements  dcs  etoiles  doubles;  toutefois,  cela  est  trcs  vraisemblable, 
puisque  les  autres  forces  qui  pourraient  expliquer  les  mouvements  observes  se- 
raient  telles,  qu'a  des  distances  egales  une  meme  etoile  exercerait  sur  des 
masses  egales  des  attractions  variables  suivant  les  diverses  directions. 

Remarque.  —  Dans  les  Additions  a  la  Connaissance  des  Temps  de  i852  se 
trouve  un  Memoire  de  M.  Yvon  Villareeau  ayant  pour  titre  :  Du  mom^ement  des 
etoiles  doubles,  considere  comme  propre  ajournir  la  preuve  de  V universalite  des  lois 
de  la  gravitation  plane taire. 

M.  Villarceau  s'etait  demande  deja  si  la  force  qui  prodxiit  les  mouvements 
observes  dans  les  etoiles  doubles  rentre  neeessairement  dans  la  loi  de  Newton; 
il  avail  vu  que  d'aulres  forces  centrales,  dependant  des  deux  coordonnees  du 
satellite,  peuvent  lui  faire  decrire  une  ellipse  autour  de  Tetoile  principale;  mais 
il  avail  laisse  subsister  dans  I'expression  de  la  force  les  parametres  qui  figurenl 
dans  Tequation  de  I'ellipse  consideree,  el  n'avait  pu  ainsi  s'elever  aux  deux 
lois  generales  exprimees  par  les  formules  (F,)  et  (  F^V 

Dans  un  Travail  insere  an  tome  XXXIX  des  Monthly  Notices  of  the  Royal 
astronomical  Society,  M.  Glaisbera  fait  observer,  a  Toccasion  des  beaux  resul- 
lats  oblenus  par  MM.  Darbonx  et  Halpben,  que  Newton  avail  montre  (Principes, 


,^ 


R^  r. 


Livre  I,  s<*oliede  la  Proposition  XVII)  que,  si  une  ellipse  Kijig-  3)  est  decrilepar 
un  mobile  M  sous  Taction  d'une  force  S  proportionnelle  a  la  distance  et  dirigee 


i.m  i>F.  !.\  CRATTTATio?!  isivensKi.t.r.  ^3 

ronstamriiriit  vers  Ii-  centre  C  ile  cclte  wllipsp,  elle  pt'Ul  (Hre  (ieorilp  aussi  sous 
I'aclion  iruiic  aiiire  Con-o  R  ilirigee  cunslamnii-nt  vers  uii  point  I'lxi-  (»  rlioisi  a 
viilonte,  pourvu  qu'cnlre  Ips  inlcnslles  U  et  S  on  ail  toujnurs  la  ri'lation 

s_  om!cm 


iitrr.-  |);ir  U'  liivuri  (X,  painlli-lc 


G  dcsignaiU  Ic  po'inl  oit  la  taiij<enli'  MTost  re 
k  OM;  on  a,  par  livpollil^sf, 

il  en  rcsultp  doni- 

M.  Giaislier  mnnlre  ^pometritjur'nieiil,  el  I'on  pcul  le  faiie  par  un  caliul  rips 
plus  simples,  »|ue  tttt  est  uiie  loni'lioii  dn  |>ruiiiier  tlegre  iles  coorilonneps  rec- 
tangulaircs  <lu  point  M ;  on  voit  done  qup  la  force  R  qui  resulte  de  la  remarque 
de  Newlon  rentre  dans  la  focmulc  (F,). 

Enfin,  M.  Ulaislicr  rappelle  qup  W.  flamilton  avail  prouve  que,  si  un  mobile 
est  attire  vers  un  point  fixe  pap  une  foret-  qui  soil  dirpetcment  proporlionnelle 
il  la  distance  eomplee  du  point  fixe  et  inversemenl  prnpoi'tionnellc  ati  cube  do 
la  distance  du  mobile  it  un  plan  fixe,  oe  mobile  deerira  toujnurs  une  conique; 
c'esl  en  quelque  sorte  la  I'eclproquc  dn  theorpnie  (|ui  resuhe  do  la  remarque  de 
Newton. 

II  est  inutile  d'insister  sur  la  dilVcrem-e  de  ccs  resullals,  el  de  la  reponse 
generale  donnee  par  MM.  Darboux  et  Halplieri  an  problenip  nouvcau  propose 
par  M.  Berlrand. 

G.  Un  vient  de  voir  qu'on  peut  trouver  I'exprcssion  de  la  foree  eapalilc  dp 
produire  les  mouvements  des  planetes,  qnand,  au  lieu  de  se  donner  les  Irois 
lois  de  Kepler  completes,  on  n'en  regarde  qu'une  partie  comme  demonlree  par 
robservation. 

M.  Bertrand  a  ete  plus  loin  daoseette  voie  (Comples  reruhts  de  I'Academie  des 
Sciences,  t.  LXXVII,  1873)  en  resolvanl  le  probll-me  suivanl : 

On  considere  unc  planete  atliree  par  le  Soled  suivant  une  fom-  donl  rintcnsite 
ne  depend  t/ue  de  la  distance.  On  suppose  coiinu  ce  seul  fait :  qw  la  phtnele  i/ecrit 
une  courbe  ferm^e,  quclles  que  soient  a  I'epotjue  iniliale  la  position  de  la  planete 
etsa  vitcsse,  en  grandeur  el  en  direction.  On  demande  de  trvu\erla  hi  d' attraction 
d'aprcs  celte  scale  donnie. 

II  est  entendu  toutefois  que  la  vitcsse  iniliale  \„  doit  elre  inliirieuie  a  urn- 
eertaine  limile. 
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Le  mouvement  s'effectue  dans  un  plan  passant  par  le  centre  0  du  Soleil;  il  est 
produit  par  unc  force  centrale;  done  la  loi  dcs  aires  a  lieu.  Soient  r  et  0  les 
coordonnees  polaires  de  la  planete  a  Tepoque  /,  I'origine  dc  ces  coordonnees 
etant  placee  en  0:  representons  Tintensite  R  de  la  force  motrice  par 

et  par  k  la  constante  des  aires;  nous  aurons,  par  une  formule  connuc,  en  ayant 
egard  a  Tintegrale  des  forces  vives  et  designant  par  r^  la  valeur  initiale  de  r. 


V« 

= ''  Li^;  -^ 

Nous  ferons 

I             I 

7     -'        7 

et  il  viendra 

-by- ©]-■•-<' 


=  VJ-2/    /{r)dr. 


-0,  rV(/-)==9(5), 


^'(^«-^")=^""^'X^^(")^"' 


d^oii 


dO  — 


Nous  poserons  encore 

ii    c^{z)dz^^{z), 

et  nous  supposerons  que  Taxe  polaire  passe  par  le  rayon  vecteur  initial ;  nous 
aurons  ainsi 


On  trouvera  aisement,  par  les  formules  ci-dessus, 
on  aura  entin 

(_.\                                                                                                              /                        «r.                              »0  Sill  Yio 
21)  /  =  /•^VoSimrjo  =  — ^4 > 

Ztk 

en  designant  par  r^o  Tangle  que  fait  la  vitcsse  initiale  avec  le  prolongement  du 
rayon  r^. 

Si  Tangle  y]o  est  oLlus,  r  conimencera  par  decroitrc,  et  z  par  croitre  a  partir 
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(le  Zf^;  on  suppose  cssentiellement  que  la  trajectoire  est  fermee  ct  nc  rencontre 
pas  le  Soleil;  z  ne  croit  done  pas  indefiniment,  mais  seulement  jusqu*a  un 
maximum  ^;  laquantite  ^doit  annuler  le  radical  qui  figure  dans  la  formule  (19). 
Ainsi,  on  a  la  relation 

(22)  V}-A-«^«-+-i].((3)  =  o. 

Pour  2  >  p,  le  radical  considere  deviendrait  imaginaire;  z  va  done  dccroilre  et 
repasser  d'abord  par  les  valeurs  precedentes  jusqu'a  5  =  5^;  on  voit  aisement 

que  le  rayon  vecteur  minimum  ^1  =  g  sera  un  axe  de  symetrie  de  la  courbe; 

r  croitra  encore  au  dela  de  Tq  =  7-9  mais  pas  indefiniment,  puisque  la  courbe  est 

supposee  fermee;  z  decroitra  done  jusqu'a  une  valeur  a  qui  annulera  aussi  le 
radical  considere  plus  haut.  On  aura  done 

(23)  VJ-  A-«««  4-  ^((x)  =  0,         (a  <  P); 

le  rayon  vecleur  maximum  r^  =  -  sera  aussi  un  axe  de  symetrie  de  la  courbe. 
Soient  OMf  le  rayon  vecteur  minimum  r,  (^g.  4),  OM2  le  rayon  vecteur  maxi- 


mum Tj,  0  Tangle  M1OM2;  la  courbe  se  composera  d'une  serie  d'arcs  egaux  a 
M,  AM2,et  Ton  aura 

(24)  %=k\  =. 

Pour  que  la  courbe  se  ferme  d'elle-meme,  il  faut  que  Tangle  0  soit  commensu- 
rable avec  i:;  on  devra  done  avoir,  en  designant  par  X  le  quotient  de  deux 

nombres  entiers, 

e  =  ).::, 

d'oii 


/jfi  IJIAFITRF,    L 

(^lU;  /?f|ijation  (h;vra  avoir  iieu,  quclles  que  soient  les  conditions  initiates; 
(lone,  (|iiellei(  que  ftoient  le»  quantites  V^eti:  [('cette  derniere  dependant  des 
donuil^eH  initialed  par  la  forrnule  ("'^f  )|. 

Or  on  tin;  de  ( 27 )  o.i  ( 2'i ) 


et,  en  rcportant  dans  (2  ji;,  il  vient 

il  faut  determiner  la  fonction  'l(^)  de  maniere  que  cette  equation  ait  lieu 
quellett  que  soient  a  et  p. 

HemarquouM  d*ailleurs  que  le  nombre  fractionnaire  X  devra  etre  independant 
de  a  et  p;  car,  H*il  changeait  d*une  orbite  a  Tautre,  une  variation  inBniment 
petite  de  a  et  p,  ou  bien  des  conditions  initiales,  apporterait  un  changement 
iini  dans  le  nombre  des  arcs  egaux  a  M,  AM,  dont  se  compose  la  courbe. 

Posons 

Tequation  (^28^  devra  avoir  lieu  quels  que  soient  h  et  e\  aux  limites  a  et  ^  de  :; 
correspondront  les  limites  —  i  et  4- 1  de  v^;  nous  allons  developper  suivant  les 
puissances  de  c^  par  la  serie  de  Taylor,  les  quantites 

les  series  seront  convergentes  si  c  est  assez  petit.  Ecrivons  d'abord  Tequa- 
(ion  (2G)  comme  il  suit : 

(a8)  Xttt.-.    /     —  ^ ft. 

a;(c)-^(«)        , 


Nous  n^gligerons  e*  sous  le  radical;  ^^  —  a*  contenant  e  en  facteur,  on  pourra 
prendre 

-  ( <!/  -  -  - 1'+  — <>•  -  -^ •!•+     - ,  -r -•  •  • 

\'        1^        i.a'^         I.  a.  J'         i.a.3..»^  / 


[ 


T\r/        TV  I    ,1^    s-''^'-{ 'Y-\ r.  ^    H ^j-^  iL'' -+- .  .  . 

^       I  ^       I .  J  ^        I .  u .  3  •         I .  a .  3 . 4 


y       i^^i.a^        I. a. 3^  ^  I. a. 34^  'I 
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oil  Ton  a  ecrit,  pour  abreger,  '|,  '|',  ...  au  lieu  de  '|(A),  'y(h),  ...;  en  reduisant 
ct  developpant  le  denominateur  suivant  la  puissance  de  e,  il  viont 

~     a  4         I'       ^     la         f  48     *    <j/'  "^     a4     *     4;"    ■^•••• 

La  quantite  placee  sous  le  radical  de  la  formule  (a8)  se  reduit  a 
e*(i  —  J[*)  est  un  facleur  commun  a  tous  les  termes;  on  a  cnsuite 

e=>.=  r -^ 

ou  bien,  en  faisant  ^  =  sin$  et  developpant  en  serie  suivant  les  puissances  de  e. 


e  rzz  In  = 


__1__   r    *r        sing     he^"  i4-sin«g    /le'^.'^ 


Or  on  a 


1C 


///^zriTr,  /       sinJ^£=:io,  /       sin*5c^  =  -; 

J  1  ? 


il  vient  ainsi 


Cettc  equation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  e  et  A,  en  particulier  quel  que 
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8oit  e;  on  en  conclut 

(3o)  I- 


La  lormule  (3o)  donnc,  en  rcmettant  h  on  evidence  sous  les  signes  '|'  et  '];", 
d'oii,  en  designant  par  C  une  conslante  arbitraire. 


t-i 


(3a)  i\,\h)T-(:h    >.*; 

si  Ton  porte  dans  Tcquation  (3i)  cette  valeur  de  '|'(^)  ^^  '^^  expressions  qui  en 
resultent  pour  ^"(^)>  'K(^)  ®^  'l''^(^)»  ^"  trouve  aisement 

d'ou  ces  deux  valeurs 

qui  sont  bien  commensurables.  La  formule  (32)  donne  ensuile  ces  deux  valeurs 
de  ^y(h) 

et,  en  employant  ensuite  la  formule  (20),  il  vient 

tXf T         


I    ' 


Ri  =^  r=z  mur, 


Telles  sont  les  deux  seules  lois  d'attraction  qui  permettent  au  mobile  de  de- 
crire  une  courbe  fermee  quellcs  que  soient  les  donnees  initiaies  (la  vitesse  etant 
cependant  au-dessous  d'une  certaine  limite);  si  Ton  suppose  Tattraction  nulle 
a  une  distance  infinie,  il  ne  reste  que 


ou  la  loi  de  Newton,  qui  aurait  pu  etre  ainsi  deduite  de  ce  seul  fait  conclu  de 
Tobservation  :  qu'une  planete  quelconque  decrit  une  courbe  fermee,  sans  qu'on 
soit  oblige  de  connaitre  la  nature  de  cette  courbe. 
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7.  Th6or&me  de  Newton.  —  Supposons  qu'un  point  materiel  M  de  masse  m 
soit  attire  vers  un  centre  fixe  0  par  une  force  d'intensite 

(33)  R  =  //ifjL/«; 

les  calculs  du  numero  precedent  seront  applicables  en  remplacant/(r)  par  (xr"; 
le  rayon  vccteur  rrestera  toujours  compris  entre  un  minimum  OM,  =  r,  =  ~  et 

un  maximum  OM^  =  ra  =  -;  la  courbe  se  composera  d'une  serie  d'arcs  egaux 

a  M,  AMj.  Soit  encore  0  Tangle  MjOM^;  on  Irouvera  sa  valeur  en  partant  de  la 
formule  (29)  et  remplagant  "^'{K)  par  son  expression 

conclue  des  formules  (20)  et  (33).  On  aura 


=  —  n  —  2, 


4-'(/i) 

/'        /    /4"  u^^X-  a(/»-i)(/»  +  a) . 

il  vicndra  done 

Les  formules  (27)  donneront  d'ailleurs 

h       P  -f-  a        /•,  -h  /•, ' 

on  trouvera  ainsi 

Telle  est  I'expression  de  Tangle  conipris  entre  un  rayon  vecteur  minimum  r,  et 
le  rayon  vecteur  maximum  suivant  r^,  lorsque  la  force  centrale  est  representee 
par  la  formule  (33);  si  les  donnees  initiates  varient  de  telle  fa^on  que  la  diffe- 
rence Tj—  /-,  tende  vers  zero,  on  aura 

(35)  limBiz:       ^ 


v//*-+-3 

C'est  dans  cette  relation  que  consiste  le  theoreme  de  Newton;  on  voit  qu'il  se 
rapporte  a  une  orbile  presque  circulaire  decrite  sous  Tinfluence  d'une  force 
centrale  proportionnelle  a  une  puissance  de  la  distance. 

Pour  les  mouvements  des  planetes  autour  du  Soleil,  on  a  w  =  —  2,  R  =  ^, 

et  la  relation  0  =  ir  est  rigoureuse;  mais  on  pent  se  demander  ce  qui  arriverait 

si  Ton  modifiait  d'une  tres  petite  quantite  Texposant  —  2  de  la  loi  d'attraction ; 

T.  -  I.  7 


nI  Ton  NuppoMail  \}Hr  exitm\iUt  n  "-  —  i.tpoi,  il  en  resuhemit 


liftiH  r  ^  -  r 


y  I        O ,  ^i^i  I 


On  voil  donr>  qiu%  ni  Tcfxpoft^irit  dif  la  loi  d'atlractioo  diflerait  de  2  seuiementde 
0,001 ,  I'ttii^h!  loruut  par  deux  rayons  vecteurs  maxima  e(  minima  consecutifs  de 
rorliili^  d'uni!  plan2*Uf  difrererait  de  180*^  de  plus  de  5'.  Nouji  supposerons  Tor- 
bile  pen  exeentri(|ue;  le  necond  terme  de  la  formule  (34)  est  tres  petit  a  cause 
di»H  fur.leurH  Cr,  —  r,)'  et  /i  -4-  a  ~  o,oof ,  de  sorte  qu'on  peut  employer  la  for- 
UMilc*  i'i^i)'  I/orliile  hi;  componant  d*une  infinite  de  parties  identiques  a  ceiie  qui 
enl  romprine  enlre  un  rayon  vecleur  maximum  el  le  rayon  vecteur  minimum 
Huivnnt,  on  voitqn^*  le  point  le  plus  rapproche  du  Soleil,  le  perihelie  (^g.  5), 


M,AB  -  i8o%  M,AC  =  i8o% 

BSM,  .-5'a4'';       M,SM,=  io'48'. 

H(»  deplacerail  a  clinque  revolution  do  ioV|8*',  e'est-a-dire  d'une  quantite  consi- 
derable et  lout  a  fait  incompatible  avoc  les  observations.  La  fixite  des  peribelies 
plan/)(aireH  prouverait  done  a  elle  seule  que,  si  Tattraction  solaire  est  de  la 

fornx*  '  f*»  on  doil  avoir  n       2. 

I.es  resnitats  precedents  sont  dus  a  Newton  (Principes,  Livre  I,  Prop.  XLV). 

rmafyuf\  —  Le  terme  en  (-r""~r  )   disparait  de  la  formule  (34)  pour  71  =  1 

I'l  n        -  2;  il  en  serait  de  mfimc  des  termcs  suivants  en  (^'~"^M  >  (— -)  >•••; 

car,  pour  7*  rr-:  r,  Taltraclion  est  proportionnelle  a  la  distance,  la  trajectoire  est 
uno  ellipse  ayant  pour  centre  le  centre  d'attraction ;  on  a  done  toujours  0  =-> 

quel  (|ue  soil  le  rapport  /~  .';  cVst  bien  aquoi  sereduitalors  Pexpression 

Pour  n  -  ~  i,  coUe  memo  expression  est  egale  a  z ;  la  trajectoire  est  une  ellipse 
ayanl  Tun  de  sos  foyers  an  centre  fixe,  et  Ton  doit  avoir  0=:-,  quel  que  soit  — 


nr 


rm—n 


''i-Hr, 
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CHAPITRE  II. 

GENtRALlTES  SUR  L'ATTRACTION.  -  ATTRACTION  DES  COUCHES  SPHERIQUES. 

ATTRACTION  DUN  CORPS  SUR  UN  POINT  ELOIGNE. 


8.  Newton  a  donne  a  sa  loi  unc  generalite  que  n^exigeaient  pas  ies  iois  de 
Kepler.  II  en  resulte  que  Ies  planetes  ne  peuvent  plus  se  mouvoir  dans  dcs 
ellipses,  obligees  qu'elles  sont  d'obeir,  non  seulement  a  Tattraction  du  Soleil, 
mais  encore  aux  attractions  des  autres  planetes,  c'est-a-dire  a  des  forces  nom- 
breuses,  complexes  et  variables  a  chaque  instant.  Les  Iois  de  Kepler  cesseront 
done  d'etre  verifiees  rigoureusement;  elles  ne  representeront  plus  qu'une  pre- 
miere approximation  des  mouvements. 

II  faut  maintenant  prendre  la  loi  de  Newton  comme  point  de  depart  et  en 
deduire  par  TAnalyse  Ies  mouvements  des  corps  celestes;  on  aura  ensuite  a  com- 
parer les  resultats  du  calcul  a  ceux  de  I'observation. 

Nous  ferons  une  premiere  simplification  en  nous  bornant  a  considerer  seu- 
lement les  corps  qui  composent  notre  systeme  planetaire,  et  laissant  de  cote  Ies 
etoiles.  Les  distances  des  etoiles  au  Soieil  sont  tres  grandes  par  rapport  aux 
dimensions  du  systeme  solaire;  ainsi  Tetoile  la  plus  rapprochee  est  environ 
7000  fois  plus  eloignee  du  Soleil  que  ne  Test  Neptune.  Dans  ces  conditions,  Ies 
attractions  provenant  des  etoiles,  avec  les  donnees  admissibles  sur  leurs  masses, 
pourront  modifier  un  pen  le  mouvement  de  translation  du  systeme  solaire  dans 
Tespace,  mais  ne  derangeront  pas  d'une  facon  appreciable  les  mouvements  rela- 
tifs  dans  Finterieur  du  systeme,  et  ce  sont  ces  mouvements  qui  nous  interessenl. 

Considerons  Tun  des  corps  de  notre  systeme;  nous  pouvons  decomposer  son 
mouvement  en  deux  autres  :  le  mouvement  de  son  centre  de  gravite  et  Ic  mou- 
vement du  corps  autour  de  son  centre  de  gravite.  De  la  les  deux  principaux  pro- 
blemes  de  la  Mecanique  celeste  : 

I®  Determiner  les  mouvements  des  centres  de  gravite  des  corps  celestes; 
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2**  Detenniner  les  mouvcments  des  corps  celestes  autour  de  leurs  centres  de 
gravite. 

Nous  commencerons  par  le  premier  probleme,  qui  fera  Tobjet  du  tome  I  de 
cet  Ouvrage;  la  solution  du  second  ne  sera  donnee  que  dans  le  tome  II. 

Nous  nous  appuierons  sur  le  theoreme  du  mouvement  du  centre  de  gravite  : 

Les  equations  differentielles  du  mouvement  du  centre  de  gravite  d'un  systeme 
sont  les  m^mes  que  si  toute  sa  masse  y  elait  concentree  et  si  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  les  divers  points  du  systeme  y  etaient  transportees  paraUelemeni  a 
elles-mimes. 

Soient  A  et  A,  {Jig.  G)  deux  des  corps  celestes,  M  un  element  de  masse 
determine  du  premier,  Mi,  M'^,  ...  les  elements  de  masse  du  second;  le  point  M 

Fig.  6. 


sera  soumis  a  Taction  de  forces  connues  dirigees  suivant  les  droites  MM|, 
MM',,  —  II  faudra  d'abord  trouver  la  resultante  MR  de  toutes  ces  forces,  puis 
determiner  la  resultante  generale  des  forces  MR  qui  correspondent  a  tous  les 
elements  M  du  corps  A,  toutes  ces  forces  etant  transportees  parallelement  a 
elles-memes  au  centre  de  gravite  G  de  ce  corps. 

On  voit  done  que  la  premiere  question  qui  se  presente  est  la  determination 
de  Tattraction  d'un  corps  sur  un  point  exterieur;  on  est  amene  tout  naturel- 
lement  a  considerer  en  particulier  le  cas  oil  ce  corps  est  spherique  et  homo- 
gene,  ou  compose  de  couches  spheriques  concentriques  homogenes;  on  y  est 
conduit  par  Tobservation  qui  nous  montre  les  corps  celestes  sous  des  figures  peu 
differentes  de  la  sphere,  et  par  Thypothese  de  la  fluidite  primitive. 

9.  Soient  A  {fig.  7)  un  corps  dont  on  veut  calculer  Tattraction  R  sur  un  point 

Fig.  7- 


exterieur  N,  dm  I'elemcnt  de  masse  qui  correspond  au  point  M,  (x  la  masse 
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du  point  N,  u  la  distance  MN;  Telement  M  exerce  sur  le  point  N  une  attrac- 
tion NB  dirigee  suivant  NM  et  ayant  pour  intcnsite 

II  faut  trouver  la  resultante  de  toutes  les  forces,  telles  que  NB,  appliquees  au 
point  N,  qiiand  Telement  M  parcourt  toute  la  masse  du  corps  A. 

Pour  y  arriver,  prenons  trois  axes  de  coordonnees  rectangulaires  0^,  0/,  Oz ; 
designons  par  x,  y,  z  les  coordonnees  du  point  N,  par  a,  i,  c  celles  du  point  M, 
par  p  la  densite  du  corps  au  point  M,  enfin  par  X,  Y,  Z  les  composantes  paral- 
leles  aux  axes  de  I'attraction  cherchee  R.  Decomposons  la  force  NB  en  trois 
autres  paralleles  aux  axes;  elles  auront  pour  expressions,  en  grandeur  et  en 
signe, 

«    dm  a  —  X       «    dm  b  —  y       «    dm  c  —  z 

ffjL— J-  >      »P^— i ^>      ^i'-'-T 

^    u}        u  ^   u*        u  ^   u*       u 

On  pent  maintenant  faire  la  somme  algebrique  de  toutes  les  composantes  pa- 
ralleles a  007,  et  de  meme  pour  les  deux  autres  axes.  On  trouve  ainsi 

(0 


ou 

u  —  sj{a  —  x)^-^  {b  —  yy-\-  (c  —  zy. 

En  remplacant  dm  par  pdadbdc,  on  pent  ecrire  aussi 

X  ==  f  fx  /    /    /  J—  p  da  db  dc, 

(, ')  j  y  =  f^///  ^ P  d» db dc, 

Z  =  f  fJL  /    /    /    ^  p  da  db  dc. 

On  doit  supposer  que  p  est  une  fonction  connue  de  a,  6,  c,  F(a,  i,  c) ;  dans  les 
formules  (i'),  les  integrations  s'etendent  a  toute  la  masse  du  corps  A. 

On  est  done  ramene  au  calcul  de  trois  integrales  triples. 

On  pent  faire  dependre  la  determination  de  X,  Y,  Z  de  celle  d'une  seuk  inte- 
grale  triple.  Posons,  en  effet, 
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OU 

^  ^  ^  "  y  y  J    \/(a-^xy-^(b^yy-^(c^zy 

les  integrations  s'etendant  a  toute  la  masse  du  corps  A ;  on  voit  que  V  sera  fina- 
lement  une  fonction  de  ar,  y,  z;  c'est  ce  que  Ton  nomme  \di  Jonction  potentielle 
ou  simplement  le  potentiel  relatif  a  {'attraction  du  corps  A  sur  le  point 
M(iF,y,  5).  La  formule  (2)  montre  que  le  potentiel  represente  la  somme  des 
elements  de  masse  du  corps  divises  par  leurs  distances  au  point  attire. 

Nous  supposerons  essentiellement  ici  (*)  que  le  point  N  est  exterieur  au 
corps  ou  plutot  qu'il  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du  corps;  dans  ces  condi- 
tions, les  elements  difTerentiels,  dans  les  formules  (i^)  et  (2'),  sont  toujours 
finis;  X,  Y,  Z  et  V  sont  des  fonctions  continues  et  finies  de  x,  y,  z.  Cherchons 
la  derivee  partielle  de  V  par  rapport  a  x.  Dans  la  formule  (2'),  Telement  diffe- 
rentiel  reste  toujours  fini;  les  limites  des   integrations  sont  independantes 

de  07;  on  pent  difi^^rentier  sous  le  signe  I  I  I ;  on  trouve  ainsi 


fff'4 


dV         .      ,      .        ~ 

(3)  "3^-  f     f     f    -^pdadbdc. 

Or  on  a 

u*  —  (X  —  ay+  {y  —  by-h  {s  —  cy, 
(I'oii 

u  I     o,u^  a:  —  a 

dx  2w'    dx  w'     ' 

r^quation  (3)  donnera  done 


^=^111^^-^'^'''^^'^'' 


En  comparant  avec  (i'),  on  obtient  la  premiere  des  trois  formules  suivantes  : 

II  suffira  done  de  determiner  la  fonction  V  pour  que  X,  Y,  Z,  et  par  suite 
Tattraction  R,  soient  connus  en  grandeur  et  en  direction. 

Designons  par  r  le  rayon  vecteur  ON  mene  de  Torigine  0  des  coordonnees 
au  point  attire  N,  par  P  la  projection  de  la  resultanteR  sur  la  direction  ON, 
comptee  positivement  dans  le  sens  ON  et  negativement  dans  le  sens  contraire. 


(1)  Une  th^orie  plus  complete  du  potenliel  sera  donn^e  dans  le  tome  II  do  cet  Ouvrage. 
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On  peut  appliquer  la  premiere  des  equations  (4)  en  supposant  que,  pour  un 
moment,  Taxe  des  x  coincide  avec  ON;  on  trouve  ainsi  la  formule 


(5)  P=zf^ 


dW 
di' 


,y 


la  signification  de  la  derivee  -y7  est  la  suivante  :  soient,  sur  le  prolongement 

de  ON,  N'un  point  infiniment  voisin  deN,  NN'=  Sr,  V-hSVla  valeur  dupotentiel 
pour  le  point  N';  on  aura 

Or  or 

d^y        d*V        d*V 

10.  Equation  de  Laplace.  --  Calculous  I'expression  ^-5-  -1-  y-j  -h  -^  en 

partantde  la  formule  (2').  Nous  pourronsdifleren  tier  deux  fois  sous  lesigne  f  f  j  > 
nous  trouverons  done 


d 
dx 


p  da  db  dc ; 


or  on  a 


u  u^  I        ^x  —  ax  —  a 


dx^  dx  w'  M*  u 


d'oii 


"  "  '^  3  3    r,  V,         /  /x«         /  v.-i  3  3, 

^r-r- -h ->-T  ^- -XT  = 5  -+-  -5  [(-a?  — «)'4-(y—  ^)'4-(5  —  C)']=: -f-  -~  M*  =  O. 

(^J7*  Oy*  (75*  U^  U^  ^^  /  v^  /  \  /J  !/»//* 

On  a  done,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,y,  z  qui  repondent  a  des  points  nefai- 
sani  pas  panic  du  corps  attirant,  Tequation  remarquable 

d^W      d^\      d^\ 

qui  a  ete  decouverte  par  Laplace. 

11.  Attraction  des  couches  sph6riques  homogines.  —  Considerons  une 
couche  spherique  homogene  d'epaisseur  finie  et  cherchons  son  attraction  sur 
un  point  Nne  faisant  pas  partie  de  la  couche,  situe  soit  a  Texterieur,  soitdans 
I'interieur  de  cette  couche. 

Prenons  le  centre  0  de  la  couche  pour  origine  des  axes;  il  est  evident  a  priori 
que  le  potentiel  V  ne  doit  dependre  que  de  la  distance  rdu  point  N  au  point  0; 
d'ailleurs  la  fonction  V  doit  verifier  identiquement  Tequation  (6).  On   aura 
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les  formules  suivantos : 

dr        X 


dx 

dx 

clW  dr        d\  X 
dr  dx        dr  r 

rf«V 

d^y /xy    dv 

dx' 


Ajoutons  cettc  expression  de  .  ,  aux  expressions  analogues  de  -yj  et  -^»  et 
portons  dans  (G);  nous  trouverons 


ou  bien 


d^y 

dr* 

-+- 

2  dy 

r  dr 

o 

d^y 

'^  dr'' 

4- 

dy 

^dr 

0 

ou  encore 

d^yr 


dr*' 


=  o. 


On  en  tire,  en  designant  par  A  et  B  deux  constantes  arbitraires, 

Vz—A  +  Br, 
(7)  V=^-i-B. 

Determination  des  constantes.  —  Supposons  d'abord  le  point  N  place  dans  Tin- 
terieur  de  la  couche;  on  devra  avoir  A  =  o,  sans  quoi  la  formule  (7)  donnerait 
V  =  00  pour  r=o,  c'est-a-dire  pour  le  centre  de  la  couche,  ce  qui  est  impos- 
sible, V  restant  evidemment  fini  par  sa  definition  meme.  On  aura  done,  pour 
tons  les  points  situes  a  Tinterieur  de  la  couche, 

V=:B  =:  const., 
d'oii 

dy  dy  dy 

^=0,         ^-o,         -^.-o, 
X  =  o,  Y  1^0,  Z  =  0. 

On  a  done  ce  theoreme  dii  a  Newton  : 

Une  couche  spherique  homo  gene  nexerce  pas  d^  action  sur  les  points  de  son  inte- 
rieur. 
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Supposons,  en  second  lieu,  le  point  N  exterieur  a  la  couche  :  soil  r^  le  rayon 
exterieurde  la  couche;  la  plus  petite  valeur  dc  u  est  r — r<  ct  la  plus  grande 
r-+-  r< ;  on  pourra  done  ecrire,  en  designant  par  M  la  inasse  de  la  couche, 


/dm  rdni        r    dm 

r  -H  /'i  ^J   ~u       J  r  —  /'i 


ou  bien 


-i-    fdm<f'-!^<-l-^f 
f'-^rj  J      a  r-^rj 


dm  .         .     , 

dm 


OU  encore 


(8)  Tr^<V<     ^ 


r  -f-  /*,  /•  —  r, 


Si  le  point  N  s'eloigne  indefiniment,  rtend  vers  Tinfini;  V  reste  toujours  com- 
pris  entre  deux  quantites  qui  se  rapprochent  indefiniment  de  zero;  done  V  tend 
vers  zero.  Si,  dans  la  formule  (7),  on  fait  r=Qo,  V  =  o,  il  vient  B  =  o;  il  en 
resulte 


portons  cette  valeur  de  V  dans  les  inegalites  (8),  et  nous  aurons 


*'     <A<      ''' 


I4-—  I 

r  r 


Si  nous  faisons  tendre  r  vers  Tinfini,  nous  voyons  que  A  reste  compris  entre 
deux  quantites  qui  tendent  vers  M ;  done  A  =  M,  et  Ton  a,  pour  tons  les  points 
exterieurs  a  la  couche, 


la  formule  (5)  donne  ensuite 


P  designe  la  projection  de  Tattraction  R  sur  la  direction  ON;  or,  par  raison  de 
symetrie,  I'attraction  est  dirigee  suivant  la  droite  NO.  On  a  done 

R=-P 
et,  par  suite, 

ffxM. 


R: 

T.  -  I.  8 


r«   ' 
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cette  attraction  est  egale  a  ccUc  qu'exercerait  sup  le  point  N  un  point  materiel 
dc  masse  M  place  en  0.  De  la  ce  second  theoremc,  du  egalement  a  Newton  : 

line  couche  spherique  homogene  attire  les  points  exterieurs  comme  si  toiUe  sa 
masse  etait  reunie  a  son  centre. 

Ce  resultat  a  encore  lieu  pour  un  corps  forme  de  couches  spheriques  concen- 
triques  homogencs,  d'epaisseurs  quelconques,  finies  ou  infmiment  petites,  la 
densite  de  cbaque  couche  variant  d'une  manicre  quclconque,  du  centre  du  corps 
a  sa  peripheric;  car  le  Iheoreme  est  vrai  pour  chacune  des  couches. 

Ainsi  le  Soleil,  les  planetes  et  leurs  satellites  pouvant  etre  consideres  sensi- 
blement  comme  des  corps  de  la  nature  supposee  ci-dcssus,  ils  attirent  a  fort 
pen  pres  les  points  exterieurs  comme  si  Ton  supposait  leurs  masses  reunies  a 
leurs  centres  de  gravite  respectifs. 

Si  nous  nous  reportons  a  \^  fig*  G,  n®  8,  en  supposant  les  deux  corps  com- 
poses de  couches  spheriques  concentriques  homogenes,  et  si  nous  designons  par 
M<  la  masse  du  corps  A<,  par  G,  son  centre  de  gravite,  par  dm  la  masse  de  I'ele- 
mcnt  M,  par  A  la  distance  MG,,  la  resultante  des  attractions  exercees  sur  M  par 
tous  les  elements  du  corps  A,  sera  une  force  MR  dirigee  suivant  la  droite  MG,, 
ayant  pour  intensite 

m.r.       ^Mt  dm       fMi  dm 

on  aura  {fig.  8)  des  forces  analogues  appliquees  aux  elements  M',  M",  ..., 


II  faudra  maintenant  transporter  toutes  ces  forces  parallelement  a  elles-memes 
au  point  G,  centre  de  gravite  de  A,  et  prendre  leur  resultante.  On  pent  les 


Fig.  8. 


transporter  d'abord  au  point  G,  par  lequel  passent  toutes  leurs  directions;  on 
voit  que  leur  resultante  ^  sera  egale  et  opposee  a  la  resultante  des  attractions 
exercees  sur  un  point  materiel  de  masse  M,  place  en  G,  par  tous  les  elements  du 
corps  A;  d'apres  le  second  theoreme  de  Newton,  cette  resultante  est  dirigee 
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suivant  la  droite  G|G  et  a  pour  intensite 

fMM, 


(9)  ^  = 


GGj 


Nous  arrivons  done  a  cette  conclusion  que,  si  Ton  transporte  au  point  G,  paral- 
Iclement  a  elles-memes,  toutes  les  attractions  exercees  sur  les  divers  elements 
de  A  par  les  divers  elements  de  A,,  la  resultante  Si  sera  dirigee  suivant  la 
droite  GG<  et  aura  une  intensite  determinee  par  la  formule  (9). 

Si  done  la  figure  et  la  constitution  des  corps  A,  A,,  A2,  ...  etaient  celles 
qu'on  a  supposees  plus  haul,  on  pourrait  faire  abstraction  des  dimensions  de 
ces  corps  et  les  remplacer  par  des  points  materiels  G,  G,,  Gj,  ...,  de  masses  M, 
MjjMa,  ...»  s'attirant  mutuellement  suivant  la  loi  de  Newton;  et,  pour  avoir  les 
equations  differenlielles  des  mouvements  des  centres  de  gravite  des  corps  consi- 
deres,  il  suffirait  d'ecrire  les  equations  differentielles  des  mouvements  d'autant 
de  points  materiels  de  masses  donnees,  soumis  a  leurs  attractions  mutuelles 
s'exergant  conformement  a  la  loi  de  Newton. 

On  formera  ces  equations  differentielles  dans  le  Chapitre  suivant. 

Mais,  en  realite,  les  corps  celestes  ne  sont  pas  rigoureusement  spheriques; 
bien  que  les  observations  n'aient  pu  nous  reveler  encore  un  aplatissement  sen- 
sible dans  le  Soleil  ni  dans  un  certain  nombre  de  planetes,  la  Geodesic  nous  a 
appris  a  mesurer  Taplatissement  de  la  Terre;  il  suftit  de  regarder  Jupiter  et 
Saturne  dans  une  lunette,  sans  faire  aucune  mesure,  pour  voir  que  ces  corps 
s'eloignent  notablement  de  la  forme  spherique. 

La  reduction  des  corps  celestes  a  leurs  centres  de  gravite  respectifs  n'est  done 
qu'une  approximation;  fort  heureusement,  une  circonstance  particuliere  rend 
cette  approximation  tres  voisine  de  la  realite;  cette  circonstance  est  que  les 
dimensions  des  corps  celestes  sont  tres  petites  par  rapport  aux  distances  qui  les 
separent  les  uns  des  autres;  nous  allons  developper  ce  point  dans  Particle 
suivant. 

12.  Attraction  d'un  corps  sur  un  point  61oign6.  —  Soit  le  corps  A  (Jig.  9) 

Fig-  9- 


dont  on  cherche  Tatlraction  sur  un  point  materiel  N  dont  la  distance  GN  =  rau 


e,^nire  de  (rravit^  0  ^^1  tri^  ^ti4e  par  rapport  aax  dimensiea^  da  eorps.  Xoos 
prendronii  1^  p^>inl  0  poor  orifpne  de^  coordoonee!§  et  doos  ferans  passer 
Taxft  fiX  par  le  point  N;  de^i^on.n  par  M  Tail  qaekoDipie  iim  de^  elements  de 
ma*!*#*  dn  f*:orp5^,  par  a,  A,  ^  ses  coordonnei*s,  par  r  b  distanee  GM,  par  «  la  dis- 
tance MS  et  f  nfin  par  V  le  poientiel  reiatif  a  ['attraction  da  eorp^  sor  le  poiat  N. 
Nofjj*  aoron<) 

//'  =r  r* —  lar  -r-  r", 

D*dpres  Thypothese,  quel  que  soit  le  point  M  a  Tinterienr  on  snr  la  snrface  du 
corps  A,  Ic  rapport  -  est  tres  petit,  et  il  en  est  de  meme,  a/artwri^  da  rap- 
port - ;  nous  allons  considerer  -  et  -  comme  de  petites  qaantites  da  premier 
ordre  suivant  les  puissances  desquelles  nous  developperons  Texpression  de  - 
donn/*e  ci-dessus.  Nous  trouverons  aisement,  en  negligeant  le  troisieme  ordre, 

dV)(],  en  multrplrant  par  ^/7t  et  integrant  pour  tous  les  points  du  corps  A, 
Or,  h!  M  d6ftignc  la  masse  du  corps,  on  a 


/ 


dm  =  M; 


puinqun  Torigino  dcH  coordonnces  coincide  avec  le  centre  de  gravite,  on  a  aussi 

/  a  dm  =  o , 

nl  11  (Ml  roHullo 
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ou  encore,  en  rempla^anta^  parr'^  —  (b^-hc^), 

Designons  par  I  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  la  droite  GN  et 
par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  de  ce  corps  relatifs  a  son  centre  de 
gravite  G;  on  a,  comme  on  le  voit  aisement, 


/ 

d'ailleurs 


r  *  dm  3= 


f{b^'hc*)dm  =  l: 


la  formule  (lo)  donnera  done 


(ii)  V= 1 


•   •   •   • 


Soient  a,  p,  y  '^^  angles  que  fait  la  droite  OG  avec  les  axes  principaux  d'iner- 
tie du  point  G;  on  a,  par  un  theoreme  bien  connu, 

I  =  A  cos'a  -H  B  cos*(3  -+-  C  cos'y  =  (A  —  C) cos'a  -H  (B  —  C)  cos*(3  -+-  C; 

la  formule  (i  i)  pourra  done  s'ecrire 

^__  M       ( A  —  C)  (i  —  3  cos'a)  -+-  (B  —  C)  (i  —  3  cos'P) 

ou  encore,  en  designant  par  r[  la  plus  grande  valeur  de  r'  le  long  de  la  surface 
du  corps, 

.,      Mr        /A  — C  I  — 3cos*a       B  —  C  i  —  3  cos«5\  /r'A*  "I 

Quand  il  s'agit  de  Tattraction  d'un  corps  celeste  sur  un  point  tr^s  eloigne, 
la  formule  (i  2)  se  reduit  a  fort  peu  pres  a  V  =  —  >  a  cause  d'abord  du  petit  fac- 

teurf— ]  >  et  ensuite  parce  que  les  quantites     "^  >  "B"^  ^^"*  petites  aussi, 

car  ces  quantites  seraient  nuUes  si  le  corps  considere  etait  compose  de  couches 
spheriques  concentriques  homog^nes,  hypoth^se  peu  eloignee  de  la  rcalite. 
On  pourra  done,  le  plus  souvent,  se  borner  a 

r 
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d'ou,  relativement  a  un  systemc  quelconque  d'axes  Gx,  Gy,  Gz  se  coupant 
en  G,  en  designant  par  cc,  y,  z  les  coordonnees  du  point  N  relatives  a  ces  axes, 


et  des  expressions  analogues  pour  Y  et  Z;  le  corps  A  attire  done  a  tres  peu  pres 
le  point  N  comme  si  toute  sa  masse  M  etait  reunie  a  son  centre  de  gravite  G. 

Pour  nous  faire  une  idee  de  la  grandeur  du  coefficient  de  f^j  dans  la  for- 

mule  (12),  supposons  que  le  corps  A  soit  un  ellipso'ide  homogene  de  revolution 
autour  du  diametre  auquel  correspond  le  moment  C  et  aplati  suivant  cetaxe; 
on  aura,  comme  on  sait,  en  designant  par  c*  le  rayon  polaire  et  remarquant  que 
r\  =  a'  est  le  rayon  equatorial, 

B  =  A  =  M-    ^"^ 


5 


a'« 


0 


et  la  formule  (12)  donnera 


ou  encore,   avec  une  precision  suffisante,  en  supposant  petit  Taplatissement 
£  =  ^  ~^   de  Tellipsoide, 

Remarque  I.  —  Dans  le  cas  ou  Ton  considere  Tattraction  exercee  par  une 

a' 

planfetesuruti  point  d'une  autre  planete,  le  rapport  —  est  tres  petit,  et  Ton 
pent  toujours  se  burner  h 

r 

Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  pour  Tattraction  exercee  par  la  Terre  sur  la  Lune; 
^  est  environ  r^;  pour  I'attraction  de  Jupiter  sur  son  premier  satellite,  ^  =  1; 

a'        I 

s'il  s'agit  enfin  de  Saturnc  et  de  son  premier  satellite,  on  a  —  =  3-  C'est  done 
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seulement  dans  Tetude  des  mouvements  des  satellites  qu'il  y  aura  lieu  de  com- 
pleter I'expression  approchee  —  du  potentiel. 

Remarque  11.  —  Le  systeme  solaire  se  compose  de  planetes  isolees  et  de  sys- 
temes  secondaires  formes  chacun  d'une  planete  et  de  ses  satellites;  les  centres 
de  gravite  de  ces  systemes  partiels  sont  tres  eloignes  les  uns  des  autres  rela- 
tivement  aux  distances  respectives  des  corps  de  chacun  d'eux;  si  done  on 
considere  le  potentiel  relatif  a  Tattraction  d'un  de  ces  systemes  sur  un  point 
tres  eloigne,  on  pourra  appliquer  la  formule  (12)  et  la  remplacer  simplement 

par  V  =  — J  a  cause  de  la  petitesse  du  facteur  ^~  j  ;  mais  cette  reduction  sera 

moins  approchee  qu'elle  ne  Tetait  dans  le  cas  d'un  des  corps  celestes,  parce  que 

les  quantites    S~,^    et    S^,^    ne  sont  plus  tres  petites.  On  voit  done  que  les 

centres  de  gravite  des  planetes  isolees  et  ceux  des  systemes  secondaires  se 
meuvent  a  fort  peu  pres  comme  si  toutes  leurs  masses  etaient  reunies  a  leurs 
centres  de  gravite,  ces  divers  centres  s'attirant  mutuellement  deux  a  deux 
suivant  la  loi  de  Newton. 

Nous  pourrons  done  introduire  une  simplification  importante  et  considerer 
le  systeme  solaire  comme  forme  d'un  nombre  limite  de  points  materiels  de 
masses  donnees  s'attirant  mutuellement  suivant  la  loi  de  Newton  et  correspon- 
dant  :  le  premier  au  Soleil,  le  deuxieme  a  Mercure,  le  troisieme  a  Venus,  le 
quatrieme  a  Tensemble  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  le  cinquieme  a  Tensemble  de 
Mars  et  de  ses  satellites,  etc. 

Quand  on  connaitra  le  mouvement  du  centre  de  gravite  d'un  systeme  secon- 
daire  et  les  mouvements  relatifs  dans  ce  systeme,  il  sera  aise  d'en  deduire  le 
mouvement  de  la  planete  correspondante;  ainsi  la  theorie  generate  fera  con- 
naitre  d'abord  le  mouvement  du  centre  de  gravite  de  la  Terre  et  de  la  Lune; 
on  determinera  ensuite  le  mouvement  relatif  de  la  Lune  autour  de  la  Terre, 
et  c'est  alors  seulement  qu'on  sera  a  meme  de  calculer  completement  le  mou- 
vement de  la  Terre. 
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CHAPITRE  III. 

feQUATIONS  DIFFtRENTIELLES  DES  MOUVEMExNTS  DES  CENTRES  DE  GRAVITE 

DES  CORPS  CELESTES. 


13.  Nous  pouvons  maintenant,  apres  les  simplificatioDS  precedentes,  former 
aisement  ces  equations. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes  Oi,  Orj,  0^;  soient,  relativement  a 
ces  axes,  $o>  ^o>  ^o  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  M©  du  Soleil  dont  la 
masse  sera  representee  par  m^;  designons  par  i,,  y]/,  ^,,  m,  les  quantites  ana- 
logues relatives  au  centre  de  gravite  M/  de  Tune  quelconque  des  planetes  ou  au 
centre  de  gravite  de  cette  planete  et  de  ses  satellites,  Tindice  i  prendra  les  va- 
leurs  I,  2,  3,  ...,  /i,  n  designant  le  nombre  des  planetes;  nous  representerons 
d'une  maniere  generale  par  A/.y  la  distance  des  deux  points  M,  et  My.  Cberchons 
les  equations  difTerentielles  du  mouvement  du  point  Mo;  ce  point  est  soumis  a 
Taction  de  n  forces  dirigees  suivant  les  droites  M0M4,  MoMj,  ...,  MoM«;  la  pre- 

mifere  de  ces  forces  a  pour  intensite  —1^ — -;  ses  projections  sur  les  axes  de  coor- 

donnees  sont  egales  respectivement,  en  grandeur  et  en  signe,  a 

f/Wp/nt  $t  — go       fntpm^  iQ|  — y)o       f/npmt  Ct  —  Co 

On  formera  done  aisement  Tequation  suivante 

^5o  r^    ^    SI— ?o     .    i._    _    ?l— Co     ,  ,    f^    ^     ^n        Co 


(I) 


^*  ^O.t  0,1  ^0,/ 


et  deux  autres  equations  toutes  pareilles  en  y]  et  ^. 
De  meme, 
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Lagrange  a  donnc  a  ces  equations  une  forme  tres  symetrique  en  introduisant 
la  fonction 


U-^ 


f/Wo/y»i 

Ac.. 

-^- 

A,..      ' 

4- 

A,., 

-\- 

•      •      •          1                          A 

-f- 

ipleinent 

11  —  1 

fW 

!!1\ 

'^y. 

que  nous  ecrirons  plus  simpleinent 

(2) 

on  a  du  reste 

On  pent  calculer  les  expressions  des  derivees  partielles  ^^  -p->  •••>  ^-)   en 
partant  de  (2)  et  (3);  on  trouve  aiseinent 


d'oii 


apres  quoi  I'equation  (1)  donnera 


niQ 


On  pourra  done  donner  la  forme  suivante  aux  equations  differentielles  des  mou- 
vements des  centres  de  gravite  des  n  -h  i  corps  consideres 


I 


dr-   -  dW  dt^   -  dn,  '  dl^   -  d^ 


(a) 


T.  -   1. 


A?^  =  (5,-  lj)'-  +  {ru-  •fijY+  (C—  Cy)' 


9 
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11. 

les  formules 

suivantes : 

1 

r' 

jjl  _|_  j2  _|- 

dr 

X 
—  —J 

dV 

^A^  dr 

dV 

X 

dx 

dr  dx 

dr 

—  i 

r 

d^\ 

d^V  fxV 

-4- 

dV  fi 

dx^         dr^  \r  J        di 


dS_  f\_  __  jr*\ 
dr  \  r       /•*  / 


Ajoutons  cctte  expression  de  ,  ,  aux  expressions  analogues  de  -p^  et  -p^*  et 
portons  dans  (G);  nous  trouverons 


ou  bien 


d^y     2  dv 

dr^        r  dr 

o 

d^\  dV 
dr*     '    '  dr 

0 

ou  encore 

d*\r 

=:  O. 


dr' 

On  en  tire,  en  designant  par  A  et  B  deux  constantes  arbitraires, 

V/  =A4-Br, 
(7)  V=^4-B. 

Determination  des  constantes.  —  Supposons  d'abord  le  point  N  place  dans  Tin- 
terieur  de  la  couche;  on  devra  avoir  A  =  o,  sans  quoi  la  formule  (7)  donnerait 
V  =  Qo  pour  r=o,  e'est-a-dire  pour  le  centre  de  la  couche,  co  qui  est  impos- 
sible, V  restant  evidemment  fmi  par  sa  definition  meme.  On  aura  done,  pour 
tons  les  points  situes  a  Tinterieur  de  la  couche, 

V  =  B  =  const., 

d'oii 

dV  dY  dV 

^=0,         ^^o,        -^  =  0, 

X=o,  Yz=o,  Z=:o. 

On  a  done  ce  theoreme  du  a  Newton  : 

Une  couche  spherique  homogene  nexerce  pas  d* action  sur  les  points  de  son  inte- 
rieur. 


GENERALITES    SLR    l' ATTRACTION.  67 

Supposons,  cn  second  lieu,  le  point  N  extericur  a  la  couchc  :  soil  r,  le  rayon 
cxterieurde  la  couche;  la  plus  petite  vaieur  de  u  est  r — r,  et  la  plus  grande 
r4-  r, ;  on  pourra  done  ecrire,  en  designant  par  M  la  masse  de  la  couche. 


ou  bien 


/dm  rdni        r    dm 

^~/~i      J    ~ii        J   ~r  —  r\ 

I  dm<  I  —  <       - —    /  dm 


ou  encore 


(8)  -^<V<      ^ 


r  4-  f\  r  —  r, 


Si  le  point  N  s*eloigne  indefmiment,  rtend  vers  Tinfini;  V  reste  toujours  com- 
pris  entre  deux  quantites  qui  se  rapprochent  indefmiment  de  zero;  done  V  tend 
vers  zero.  Si,  dans  la  formule  (7),  on  fait  r  =  ac,  V  =  o,  il  vient  B  =  o;  il  en 
resulte 


r 


portons  cette  vaieur  de  V  dans  les  inegalites  (8),  et  nous  aurons 


-'^-<A<      ** 


^1  ''1 

I-4-—  I 

r  r 


Si  nous  faisons  tendre  r  vers  Tinfini,  nous  voyons  que  A  reste  compris  entre 
deux  quantites  qui  tendent  vers  M;  done  A  =  M,  et  Ton  a,  pour  tons  les  points 
exterieurs  a  la  couche. 


la  formule  (5)  donne  ensuite 


P  designe  la  projection  de  I'attraction  R  sur  la  direction  ON;  or,  par  raison  de 
symetrie,  Tattraction  est  dirigee  suivant  la  droite  NO.  On  a  done 

R=-P 

et,  par  suite, 

T.  -  I.  8 
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cette  attraction  est  egale  a  cciic  qu'excrcerait  sur  ie  point  N  un  point  materiel 
dc  masse  M  place  en  0.  De  la  ce  second  theoremc,  dii  cgalement  a  Newton  : 

Une  couche  spherique  homogene  attire  les  points  exterieiirs  comme  si  toute  sa 
masse  etait  reunie  a  son  centre. 

Ce  rcsultat  a  encore  lieu  pour  un  corps  forme  de  couches  spheriques  concen- 
triques  homogenes,  d'epaisseurs  quelconques,  finies  ou  infiniment  petites,  la 
densite  de  chaque  couche  variant  d'une  maniere  quelconque,  du  centre  du  corps 
a  sa  peripheric;  car  le  theoreme  est  vrai  pour  chacune  des  couches. 

Ainsi  le  Soleil,  les  planetes  et  leurs  satellites  pouvant  etre  consideres  sensi- 
blement  comme  des  corps  de  la  nature  supposee  ci-dessus,  ils  attirent  a  fort 
peu  pres  les  points  exterieurs  comme  si  Ton  supposait  leurs  masses  reunies  a 
leurs  centres  dc  gravite  respectifs. 

Si  nous  nous  reportons  a  \^  fig.  6,  n**  8,  en  supposant  les  deux  corps  com- 
poses de  couches  spheriques  concentriques  homogenes,  et  si  nous  designons  par 
M<  la  masse  du  corps  A,,  par  G,  son  centre  de  gravite,  par  dm  la  masse  de  Tfile- 
mentM,  par  A  la  distance  MG|,  la  resultante  des  attractions  exercees  sur  M  par 
tous  les  elements  du  corps  A|  sera  une  force  MR  dirigee  suivant  la  droite  MGo 
ayant  pour  intensite 

MG,  ^ 

on  aura  {fig.  8)  des  forces  analogues  appliquees  aux  elements  M',  M",  ..., 


II  faudra  maintenant  transporter  toutes  ces  forces  parallelement  a  elles-memes 
au  point  G,  centre  de  gravite  de  A,  et  prendre  leur  resultante.  On  pent  les 


Fig.  8. 


transporter  d'abord  au  point  G,  par  lequel  passent  toutes  leurs  directions;  on 
voit  que  leur  resultante  ^  sera  egale  et  opposee  a  la  resultante  des  attractions 
exercees  sur  un  point  materiel  de  masse  M|  place  en  G,  par  tous  les  elements  du 
corps  A;  d'apres  le  second  theoreme  de  Newton,  cette  resultante  est  dirigee 


Gi^RfiRAUTts  srn  I,  ATTnAr-Tins. 
suivant  la  ilroile  G.ti  vl  n  pour  iiilcnsilt' 


C9)* 


(i<i, 


Nous  arrivons  done  h  cettc  conclusion  que.  si  Ton  (ransporlP  au  point  G,  paral- 
lolcment  u  clles-niemes,  loules  les  allraclions  escrcees  sur  les  divers  i-lonncnts 
do  A  par  les  divers  elements  de  A,,  ta  resultante  A  sen)  dirigee  suivant  la 
droile  GCi|  el  aura  unc  iiitensitiL'  d^tcrmiii6e  par  la  rorniulc(9). 

Si  done  In  figiiro  et  la  ronstitution  dus  corps  A,  A,,  A^,,  ...  etaicnt  cellos 
qu'on  a  supposees  plus  haul,  on  pourrait  faire  abstraction  des  dimonsions  dc 
ces  corps  ot  les  reniplacer  par  dos  points  mal^riels  G,  G,.  G,,  ...,  de  masses  M, 
M,,  M„  ....  s'attiranl  mutuellomcnt  suivant  la  loi  do  Newton:  et.  pour  avoir  los 
equations  dillerenliellos  des  mouvemenis  des  centres  dc  gravite  dcs  corps  consi- 
dcres,  il  surfirail  d'ecrire  les  equations  ditferentielles  des  mouvements  d'autant 
de  points  materiels  de  masst^s  duniicos,  suuniis  ii  leurs  attractions  mutuelles 
s'exercant  conformement  a  la  loi  de  Newlon. 

On  Tormera  ces  equations  dincrenticlles  dans  Ic  Cliapitre  suivant. 

Mais,  en  rcalitc,  les  corps  celestes  iic  sonl  pas  rigoureuscment  splieriques; 
Lien  que  les  observations  n'aient  pu  nous  reveler  encore  un  aplatissemenl  sen- 
sible dans  le  Soleil  ni  dans  un  certain  nombro  de  planMes.  lii  Geodesic  nous  a 
appris  il  mesurer  I'aplatissement  de  la  Terre;  il  suHil  de  regarder  Jupiter  el 
Saturne  dans  une  lunette,  sans  faire  aucune  mcsure,  pour  voir  que  ces  corps 
s'cloignent  notablement  de  la  forme  splierique. 

La  reduction  dcs  corps  celestes  a  leurs  centres  de  gravite  respeclifs  n'esl  done 
qu'unc  approximation;  fort  heureusemcnt,  unc  circonslance  particuliere  rend 
celte  approximation  tres  voisiiie  dc  la  rcalitc;  cctte  circunstance  est  que  les 
dimensions  des  corps  celestes  sont  tres  petites  par  rapport  anx  distances  qui  les 
separeut  les  uns  des  autres;  nous  allons  develupper  ce  point  dans  I'article 
suivant. 

12.  Attraction  d'lui  corps  sur  im  point  61oignfi.  —  Soil  le  corps  A  (Jig.  9) 


dont  on  clierclic  I'attractinn  sur  tin  point  materiel  N  donl  la  distance  GN  —  / 
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centre  de  gravite  G  est  tres  grande  par  rapport  aux  dimensions  du  corps.  Nous 
prendrons  le  point  G  pour  origine  des  coordonnees  et  nous  ferons  passer 
Taxe  GX  par  le  point  N;  designons  par  M  Tun  quelconque  dm  des  elements  de 
masse  du  corps,  par  «,  6,  c  ses  coordonnees,  par  /  la  distance  GM,  par  u  la  dis- 
tance MN  et  enfin  par  V  le  potentiel  relatif  a  Tattraction  du  corps  sur  le  point  N. 
Nous  aurons 

/•'*  izi  fl[' -+-  ^'-4-c*, 
f/*  =r  /•' —  lar  -\-  /•'*, 

u       r\  r*        / 

D^apres  Thypothese,  quel  que  soit  le  point  M  a  Tintcrieur  ou  sur  la  surface  du 
corps  A,  le  rapport  -  est  tres  petit,  et  il  en  est  de  meme,  a  fortiori^  du  rap- 
port -;  nous  aliens  considerer  -  et  -  comme  de  petites  quantites  du  premier 
ordre  suivant  les  puissances  desquelles  nous  developperons  Texpression  de  - 
donnee  ci-dessus.  Nous  trouverons  aisement,  en  negligeant  le  troisifeme  ordre, 

I        1/        a       Za^—r'^  \ 

H       r\         r  2n  ) 

d'oii,  en  multipliant  parc//7z  et  integrant  pour  tons  les  points  du  corps  A, 

V=  i  ^dm  -f-  -^  fadm-\'~  C{Za^  —  r'*)  dm 

Or,  si  M  designe  la  masse  du  corps,  on  a 

/  dm  =  M ; 

puisque  I'origine  des  coordonnees  coincide  avec  le  centre  de  gravite,  on  a  aussi 

/  a  dm  :=  o , 

et  il  en  resulte 


r        2 


GtNfeRALIT^S    SUR    l'aTTRACTION.  6 1 

ou  encore,  en  remplacant  a^  par  r"^  —  {h^  -+-  c^), 

Designons  par  I  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  la  droite  GN  et 
par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  de  ce  corps  relatifs  a  son  centre  de 
gravite  G;  on  a,  comme  on  le  voit  aisement, 


/ 

d'ailleurs 


r  *  am  z=i 


f{b^-hc^)dm  =  l: 


la  formule  (lo)  donnera  done 


Soient  a,  p,  y  les  angles  que  fait  la  droite  OG  avec  les  axes  principaux  d'iner- 
tie  du  point  G;  on  a,  par  un  theoreme  bien  connu, 

I  =  A  cos«a  +  B  cos«p  4-  C  cos«y  =  (A  —  C)cos«a  +  (B  —  C)  cos«p  4-  C; 

la  formule  (i  i)  pourra  done  s'ecrire 

^_M       ( A  —  C)  (1  —  3  cos««)  4-  (B  -  C)  (1  —  3  cos'P) 
/•  2r' 

OU  encore,  en  designant  par  r[  la  plus  grande  valeur  de  r'  le  long  de  la  surface 
du  corps, 

-.Mr        /A-C  i-3cos«a       B  —  C  i  —  3cos*(3\  /r'A»  1 

Quand  il  s'agit  de  Tattraction  d'un  corps  celeste  sur  un  point  trfes  eloigne, 
la  formule  (i  2)  se  reduit  a  fort  peu  pres  a  V  =  —  j  a  cause  d'abord  du  petit  fac- 

teur(— ]  9  et  ensuite  parce  que  les  quantites  S^,^  >   S~,^  sont  petites  aussi, 

car  ces  quantites  seraient  nulles  si  le  corps  considere  etait  compose  de  couches 
spheriques  concentriques  homogenes,  hypothese  peu  eloignee  de  la  realite. 
On  pourra  done,  le  plus  souvent,  se  borner  a 

r 
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d'oii,  reiativement  a  un  systeme  quelconque  d'axes  G^r,  Gy^  Gz  se  coupant 
en  G,  en  designant  par  x^  y,  z  les  coordonnees  du  point  N  relatives  a  ces  axes, 

V=:  ^ 


\J x^ -k- y^ -\-  z^ 

et  des  expressions  analogues  pour  Y  et  Z;  ie  corps  A  attire  done  a  tres  peu  pres 
le  point  N  comnie  si  toute  sa  masse  M  etait  reunie  a  son  centre  de  gravite  G. 

Pour  nous  faire  une  idee  de  la  grandeur  du  coefficient  de  (-fj  dans  la  for- 

mule  (12),  supposons  que  le  corps  A  soit  un  ellipsoide  homogene  de  revolution 
autour  du  diametre  auquel  correspond  le  moment  C  et  aplati  suivant  cetaxe; 
on  aura,  comme  on  sait,  en  designant  par  c'  le  rayon  polaire  et  remarquant  que 
r\  =  a'  est  le  rayon  equatorial, 


5 


a'« 


5 


et  la  formule  (12)  donnera 


ou  encore,   avec  une  precision  suffisante,  en  supposant  petit  Faplatissement 
t=  ^  ""^     de  Tellipsoide, 


^=7[''^^(^-^^^''yK?y"^'-]- 


Remarque  I.  —  Dans  le  cas  oil  Ton  considere  Tattraction  exercee  par  une 
planfete  sur  uh  point  d'une  autre  planete,  le  rapport  —  est  tres  petit,  et  Ton 
pent  toujours  se  borner  a 


Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  pour  I'attraction  exercee  par  la  Terre  sur  la  Lune; 
^  est  environ  g-;  pour  Tattraction  de  Jupiter  sur  son  premier  satellite,  —  =  ^; 

a'        I 

s'il  s'agit  enfin  de  Saturne  et  de  son  premier  satellite,  on  a  —=3-  C'est  done 
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sfulcmcnt  dans  I'otudc  dcs  mouvements  des  satellites  ijii'll  y  auni  lieu  de  com- 
pleter roxprossion  approcliOe  -  t!u  poteirtiel. 

Remarque  IL  -~  Le  syslt-me  Rolaire  se  uoinposc  de  planetcs  isolees  el  de  sys- 
ti^raes  Hocondaires  formes  chacun  d'unc  planetc  ct  do  ses  satellites:  Ics  renlrcs 
dc  gravite  dc  ccs  sysltmes  partiels  sont  tri'S  idoign6s  les  unsdcsautres  rela- 
tivemetit  aux  distances  respectives  des  corps  dn  cliatun  d'eux;  si  done  on 
considcrc  le  polcnticl  relalif  it  raltractiuii  d'un  de  ces  systemcs  sur  tin  point 
tres  eloign^,  on  pourra  appliqiier  la  furniule  (1:1)  (^t  la  reinplaecr  siinplcmenl 
par  V  =  — 1  a  cause  de  la  petitesse  du  facleur  f ^  \  ;  mais  celle  reduction  sera 
moins  approchee  qu'elle  ne  I'etail  dans  le  eas  d'un  dos  corps  celestes,  parce  que 
Ics  quantites  -rpV  ^^  .,".,  nc  sont  plus  tres  pctiles.  On  voJt  done  que  les 
centres  de  gravite  des  planetes  isolees  el  ceux  des  systemes  secondaires  se 
mcuvent  a  fort  pcu  pres  cooinie  si  loutes  leurs  masses  etaient  reunies  a  lours 
centres  de  gravite,  ces  divers  centres  s'atlirani  mutucllement  deux  a  deux 
Buivant  la  loi  de  Newton. 

Nous  pourrons  dune  inlroduirc  une  simplification  importantc  el  consideror 
le  systeme  solaire  comnie  forme  d'un  iiumbre  limite  de  points  materiels  de 
masses  donnees  s'altirant  mutuellement  suivant  ia  loi  dc  Newton  el  correspon- 
danl  :  le  premier  au  Soleil,  le  dcuxiemc  ii  Afercure,  le  troisii>me  k  Venus,  le 
quatrieme  a  I'ensemble  de  la  Tcrrc  el  de  la  Lune,  le  einquieme  a  rensembic  de 
Mais  et  de  ses  satellites,  etc. 

Quand  on  connailra  Ic  mouvemenl  du  centre  de  gravite  d'un  syslome  secon- 
daire  et  les  mouvements  relalifs  dans  ce  systeme,  il  sera  aise  d'cn  deduire  le 
mouvement  dc  ta  planetc  correspondanle:  ainsi  la  th^orie  generale  fera  cod- 
naitre  d'abord  le  mouvemenl  du  centre  dc  gravite  de  la  Terre  el  de  la  Lune; 
on  dcterminera  ensuitc  le  mouvemenl  rclalif  de  la  Lune  autour  de  la  Terre, 
et  c'esl  alors  seulemenl  qu'on  sera  a  iiieme  de  calculcr  completemcnt  le  mou- 
vement de  ia  Terre. 
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CHAPITRE  III. 

Equations  diff^rentielles  des  mouvements  des  centres  de  gravity 

des  corps  celestes. 


13.  Nous  pouvons  maintenant,  apres  les  simplifications  precedentes,  former 
aisement  ces  equations. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes  0$,  Oyj,  0^;  soient,  relativement  a 
ces  axes,  5o>  ^o»  ^o  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  M©  du  Soleil  dont  la 
masse  sera  representee  par  //Iq;  designons  par  $,,  y]/,  ^,,  m/  les  quantites  ana- 
logues relatives  au  centre  de  gravite  M,  de  Tunc  quelconque  des  planetes  ou  au 
centre  de  gravite  de  cette  planetc  et  de  ses  satellites,  I'indice  i  prendra  les  va- 
leurs  I,  2,  3,  ...,  /i,  n  designant  le  nombre  des  planetes;  nous  representerons 
d'une  maniere  generale  par  A/,y  la  distance  des  deux  points  M,  et  My.  Cherchons 
les  equations  differentielles  du  mouvement  du  point  M©;  ce  point  est  soumis  a 
Faction  de  n  forces  dirigees  suivant  les  droites  MoM,,  MoMj,  ...,  MqM;,;  la  pre- 
miere de  ces  forces  a  pour  intensite  — r^ — ^;  ses  projections  sur  les  axes  de  coor- 
donnees  sont  egales  respectivement,  en  grandeur  et  en  signe,  a 

^2,1     ^0.1  '     A2,,      Ao,,   '      a;,,     Ao,, 

On  formera  done  aisement  Tequation  suivante 

(i)  /Wo  -T-jp  =  fniQmi    'a       -f-  fmo/w,  -^ — -  -h . . .  -h  im^nin  -Ar^ — - 

et  deux  autres  equations  toutes  pareilles  en  y]  et  ^. 
De  meme, 

_-    "  si  f^,    -»,    so        SI     ,    f  „,    „    St        SI     t_  t_  f  „    _,     s/t        si 
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Lagrange  a  donne  a  ces  equations  une  forme  Ires  symetrique  en  introduisant 
la  fonction 


-t- 


que  nous  ecrirons  plus  siinplement 

(a)  ^-^"L^-Lf:-' 

on  a  du  reste 

On  peut  calculer  les  expressions  des  derivees  partielles  ^j  ^j-j  •  •>  ^v- >  en 
partant  de  (2)  et  (3);  on  trouve  aiseinent 


d'oii 


apres  quoi  Tequation  (1)  donnera 


m 


On  pourra  done  donner  la  forme  suivante  aux  equations  differentielles  des  mou- 
vements  des  centres  de  gravite  des  n  -h  1  corps  consideres 


e//-         d;i  *  dl^         d-ni  dt*         dl 


(«) 


/«« 

rf'r,„ 
do 

dV 

m, 

dHy 
dl* 

dV 

»«« 

d*fi„ 
'  dt* 

^  niinij 

I 

•  > 

T 


T.  -    I. 


dl^-dln  ''dt^-drin  ""  dt^        din 
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La  fonction  U  est  l^/onction  des forces;  il  est  important  de  remarquer  qu'elle  ne 

contient  expiicitement  ni  ie  temps  /  ni  les  composantes  -^j  •••  des  vitesses. 

La  determination  des  mouvements  de  M©,  M,,  ...,  M^  depend  de  Tintegration 
du  systeme  (a)  de  3// 4- 3  equations  differentielles  simultanees  du  second 
ordre;  c'est  ie  prohleme  des  /i  4-  i  corps.  Mais  ii  n'a  ete  possible  jusqu'ici  de 
faire  Tintegration  complete  que  dans  Ie  cas  de  n=i\  Ie  systeme  n'est  alors 
forme  que  de  deux  corps,  Ie  Soleil  et  une  planete.  Dans  les  autres  cas,  meme 
pour  Ie  hineu\ probl^^me  des  Uvis  corps ^  malgre  les  efforts  des  plus  grands  geo- 
mctres,  on  n'a  pu  obtenir  qu'un  petit  nombre  d'integraies  que  nous  allons 
faire  connaitre. 

14.  CommenQons  par  une  remarque  sur  la  fonction  des  forces  U.  On  a 

-   Z=  f m,    >     //ty      '  y 


On 

J 


d'oii 


^'  5^  -  ^'  dT.  ==  ^''"  ^  "'^    ~  AT7- 


On  en  conclut 


2^r,^^22''''''^>^ 


^^       pW  ii  —  ^j 


'     ; 


si,  dans  les  termes  elementaires  des  seconds  membres,  on  change  i  eny  et  inver- 
sement,  on  voit  que  ccs  termes  elementaires  sont  egaux  etde  signes  contraires. 
On  en  conclut  done 

i  i 

et  quatre  autres  relations  analogues  que  Ton  obtiendrait  par  des  permutations 
de  lettres. 

Cela  pose,  on  tire  des  equations  (a),  en  ayant  egard  aux  formules  (4)» 
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et 

(6)  )^„^Mi~^^,~CJ-^\=o, 


Occupons-nous  d'abord  des  formules  (5);  on  en  deduit,  en  designant  par  «,,  6,, 
c,,  ^2,  ^2,  Cj  six  constantes  arbitraircs, 

(b)        «.=i;''"^'    ^'^H"''^''    '^'=2'"'§'5 

(7)  «! < -^  oi  =  2]  "''■  ^''        *i'+*j  =  2]  "''"''        c,<  +  c,  =:^m/C,, 


(I'OU 


'';/ 


(c)  j  *i  =  2'"''"'~'2'"''^' 


*/?, 


Les  formules  (6)  et  (c)  sont  de  la  forme 

const.:zzF(^?o,ino,Co;  ?.,  -..;  ^'-^^IZZ'^'  "V' 

ce  sont  done  des  integrates  du  systeme  (a);  elles  sont  au  nombre  de  six  et 
sont  connues  sous  le  nom  ([' integrates  du  mouvement  du  centre  de  gravite;  les 
formules  (7)  expriment  en  effct  que  le  mouvement  du  centre  de  gravite  des 
n  -+-  I  points  materiels  eonsideres  est  rectiligne  et  uniforme. 

Passons  maintenant  aux  equations  (6),  multiplions-les  par  dt,  integrons-Ies 
et  designons  par  a^,  63,  c^  trois  nouvelles  constantes  arbilraires;  nous  trou- 
verons . 


..=2"..(«.t— §) 


Ces  trois  nouvelles  integrates  sont  les  integrates  des  aires;  elles  expriment  que  la 
somme  algebrique  des  aires  decrites  par  les  projections  sur  chacun  des  plans 
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coordonnes  des  rayons  menes  de  I'origine  au\  nn-  i  points  consideres  est  pro- 
portionnelle  au  temps. 

Multiplions  enfm  les  equations  (a)  respectivcment  par  2-~^»  ^~dt^  ^'dt^ 
2--^>  '-y  ajoutons-lcs  et  remarquons  que  la  fonction  U  ne  contenant  explicite- 
ment  que  les  quantites  5o»  ^c  ^oJ  ^i o"  ^ 

H~  ~i —  — T. — f~ 


dt        ()io  dt        drio   dt         d^^  dl        d^x  dl 

nous  trouverons 


mo    2 


\    dt    dl^  dt     dt^  dt    dt^  I  *  \    dt    dt"^  )  dt 


ou  bien 


di2i''''\w'^-dF^dF)  = 


dnj       d:f\         dl} 

'  *  —  2-7- 

dt 


On  peut  integrer  apres  avoir  multiplie  par  dt,  ct  Ton  trouve,  en  designant  par  h 
une  constante  arbitraire, 

e'est  une  nouvelle  integrale,  Vintegrale  desjorces  vives. 

Les  dix  integralcs  (6),  (r),  (rf^,  (/)  sont  les  seules  integrates  rigoureuses 
que  Ton  ait  pu  obtenir  jusqu'ici. 

15.  Nous  allons  obtenir  une  formule  dont  Jacob!  a  tire  des  consequences  inte- 
ressantes  (Vorlesungen  iiber  Dynamik  imn  C.-G.-J.  Jacobi,  herausgegeben  von  A. 
Clebsch,  p.  2G-3o). 

On  deduit  des  equations  (a)  la  formule  suivante 

or,  U  etant,  par  sa  definition  meme,  une  fonction  homogenc  et  de  degre  —  i  des 
quantites  ^o.  ^io.  ^c  ^. on  a 

2/,  dV  dV      ^  dV\ 

ce  qui  pcrmet  d'ecrire  ainsi  la  relation  precedenle 
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En  rapprochant  cette  formuie  de  Tequation  (/),  on  en  deduit 

ou  bicn 
OU  encore 

Si  Ton  designe  par  p,-  la  distance  du  point  M/  h  Torigine  des  coordonnees,  on  aura 
done 

(8)  -^, =  2U-h4>i. 

II  est  possible  de  transformer  le  premier  membre  de  cette  equation  de  ma- 
niere  a  n'y  introduire  que  les  distances  mutuelles  A/j  des  points  materiels,  au 
lieu  de  leurs  distances  a  I'origine  des  coordonnees. 

On  a,  en  effet,  ces  identites  bien  connues  et  d'aiileurs  faciles  a  verifier 

2]  nii'^m^^f-  (2;  m/?/y=  2]2]  '^'i'^J^f^^J-^^i  ?y)» 
J^  mt  "^  mtrij—  (^"^  mtritj  =  "^"^  nil  mj{rij  -^  -nj--  ^riirij), 
2]  nJi^mit:f-(^  mii:^''=  2]2]  ^i^ji^i  "^  ^j  —  ^t;  Kj); 

en  les  ajoutant,  on  trouve 

ou  bien,  en  ayant  egard  a  la  signification  de  p/  et  de  A/,y  et  tenant  compte  des 
equations  (7), 

Tirons  de  la  ^  m^p?  pour  le  porter  dans  la  formuie  (8),  et  il  viendra 


70  CHAPITRE   Til. 

d'oii,  en  designant  par  h'  une  nouvcllc  constante  arhitraire, 

~--^, -  (^U  -f-  4/1')  2]  '"z 


ou  bien 


'^'ZZ'^'''*^-^'/ 


(10)  -^, =  (^'^22--A-7-^^^'j^'''" 

II  imporle  de  remarquer  que  cette  equation  ne  contient  que  les  distances 
mutuelies  des  points  materiels  pris  deux  a  deux  et  leurs  derivees  premieres  et 
secondes  par  rapport  au  temps. 

Si  Ton  nomme  p^  la  distance  du  point  M/  au  centre  de  gravite  du  systeme, 
on  tire  aisement  de  Tequation  (9)  la  formule 

2]2]  ^i  ^^j^fj = Z  '^''  Z  ^ipy'y 

de  telle  sorte  que  Tequation  (10)  pent  aussi  s'ecrire 

^  y\  ^i  9? 

16.  Les  observations  astronomiques  ne  nous  font  pas  connaitre  les  mouve- 
ments  absolus  des  planetes,  mais  seulement  leurs  mouvements  relatifs  par  rap- 
port au  Soleil ;  il  importe  done  de  former  les  equations  differentielles  dont  de- 
pendent les  mouvements  relatifs;  c'estce  qui  va  nous  occuper  maintenant. 

Menons  par  le  point  M©,  centre  de  gravite  du  Soleil,  trois  axes  Mo^»  M<,y, 
MqS  paralleles  aux  axes  fixes;  soient,  relativement  a  ces  axes  qui  sont  mobiles 
mais  conservent  une  direction  invariable,  a*,,  j,,  ^,;  cc.^^  y^,  z.^\  ...,  x^^y^^,  z^ 
les  coordonnees  des  centres  de  gravite  des  n  autres  corps.  Nous  poserons  en 
meme  temps 

MoM,  —  Tj  =1  Ao,i»        MqM,  —  r,  r=  Ao,2,         

Enfin  nous  aurons  les  relations 


L'equation  (1)  donnera 
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La  relation 

nous  montre  d'abord  que  x,,  ne  sera  introduit  que  par  5^5  on  aura  done 

(l3)  -. =1    -yv-- 

La  meme  relation  nous  donne 

■ 

ou,  en  ayant  egard  a  laformule  (12), 

les  equations  (a)  nous  donnent  du  reste,  si  nous  tenons  compte  de  (i3), 
11  viendra  done 

II  convient  de  mettre  a  part  dans  U  les  termes  qui  contiennent /w©  en  facteur; 
on  trouve  aisement 


en  posant 

dans  cctte  formule,  les  indices  i  ety  ne  peuvent  plus  prendre  la  valeur  zero.  On 
trouve  immediatement 

dxk  ^  f'i  dxk  *  rl ' 

I'equation  (i4)  pourra  done  s'ecrire 

d^Xf.  Xf;       i>\;^ffhXi         r     dU' 


dt^ 


'°  'I         ^     f'l     ~  f^n  dxk 


Les  inouvements  relatifs  des  centres  de  gravite  dcs  n  corps  consideres,  par 
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rapport  au  Soleil,  dependront  done  des  3/i  equations  differentielles  suivantes  : 

^^ -^  f'^^o 7,  +  f  2i "TT -^  517' 


(5')  dl 


ou  Ton  a 

On  voit  que  Ic  nombre  des  equations  differentielles  (g)  est  inferieur  de  trois 
unites  a  celui  des  equations  (a);  il  y  aura  done  dans  les  integrates  generates 
six  constantes  de  moins  que  dans  celles  des  equations  (a);  ees  constantes  sont 
precisement  celles  qui  figuraient  dans  les  integrates  du  mouvement  du  centre 
de  gravite. 

17.  On  ne  connait  que  quatre  integrates  des  equations  (g);  elles  correspon- 
dent aux  integrates  (d)  et  (/)  du  n®  14;  nous  atlons  les  deduire  de  ces  der- 
nieres. 

Dans  tes  formutes  (7),  rempiagons  $/,  r^^,  J^,-  par  teurs  vateurs  (11),  et  nous 
trouverons 


d'ou 


^1  ^  -+-  a,  —  io[nif^  -H  2]  '^V  "^  ^  ''*'  -^^ 


^0  — 


/7/y 


(16) 


Co=- 


Equations  des  moitvements  des  centres  de  gravite. 
En  faisant  la  meme  substitution  dans  les  formules  (/)  et  (rf),  il  viendra 


2  U  4-  2  /l  r 


_(d^   ,  dnl   .   dKl 


(17) 


-{ 


df-        dt^        dt 


m 


o+2-^)-^2;-/(S-^S^+5;J) 


di 


2 


so 


dt 


2 


/?1| 


djCf    ,      drio 


dt 


dt 


2 


(18) 


t'>-« 


dy,  d^o 


dzf 


2 


m 


dz,' 


-+-  2  ^^')  -^'^o^^i-^  —  Ko^  ^h 


dYi 
dt 


li'^  \y^'d[--'iu)-^-dF2^"'^'^--dT2^ 


nii  Zi 


et  deux  autres  formules  analogues  relatives  a  ft,  etr,;  Tindice  «  doit  rccevoir 
partout  les  valeurs  i,  :?,...,  n,  n  design'ant  le  nombre  des  planetes. 

II  sufTit  maintenant  de  porter  les  expressions  (16)  dans  les  formules  (17) 
et  (18).  On  trouve,  apres  quelques  reductions, 


,U4-2/.=:2/^.f^   +  ^-^'' 


dt^         dt' 


dzj 
dt 


0 


m. 


^"'z 


[«? 


b\ 


-(2 


m 


dxi 
'~dt 


-(2 


dYtV 


-(2-^)*] 


a^^^m.U^ 


dyi 
'ItT 


m.-h 


X^i 


U,c,  —  c,^;,  4-  2  '"/  -/  2  ''''  7^  ~"  2  "^'^^'  2  '"^  "^  J  ' 


en  introduisant  la  fonction  U'  par  la  formule  (i5)  et  changeant  de  constantes, 
on  trouve  les  quatre  integrales  sous  la  forme  suivante  : 


(^') 


l"'=2»"(^.t--t) 


m, 


2]'^' 


^^'Oi^f^i 


^ -2^/^-/2'''.^  p 


b' 


V^        /     dxi  dzi\ 


m. 


^(2'^''-''2'^'^-2'^'^'2 


m, 


dzj 
Tit 


2'"'( 


dy,-  dxi 


m, 


2  ^*i 


niiXi  7.  ^^i^j 


2^/^/2 


V^  V^        dxi 

Z""y'Z""-drr 


T.  -  I. 
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Ot 


(/') 


^^'-2-(S^-f-^)->'o2^-.u' 


fUo 


v,M-'m<^-'%H^-m 


2] '"' 


On  peut  ecrire  ces  infegrales  d'uno  maniere  un  pcu  dirterente;  on  verifie  en 
efTet  aisement  qu'en  changeant  encore  une  fois  de  constantes  et  posant 

a"-  a'  (  .-V-  ^^  )  ,  //^:  V  (  I  -t-  ^^  )  ,  C"z:^  c'  (  14-  ^^' 

(   I  -' 


///o 


on  a 


(rr) 


-;^,22"'."v[0'-.v)(S'-§')-<='-=''(^-^)]' 


c  = 


(/") 


[\ftt  '     dt  J'^Xdt        dl  )       \  dt        dt  )  J  ' 


;7,;22"'''"^ 


I  ety  designent  deux  quelconques  des  nombres  i,  2,  ...,  /?. 

Les  formules  {d')  on  (r/")  representent  les  integrales  des  aires  et  la  for- 
miile  (/')  ou  (/")  i'integrale  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  des 
planetes  autour  du  Soleil;  ces  quatre  integrales  sont  les  seules  que  Ton  con- 
naisse  jusqu'ici. 

18.  La  forme  {g)  des  equations  differentielles  du  mouvement  relatif  n'est  pas 
la  forme  definitive;  pour  arriver  a  cette  derniere,  considerons  les  trois  pre- 
mieres des  equations  (g).  En  ayant  egard  a  la  valeur  de  U' et  remarquant  que 
les  quantites  A2.3,  Aa,4,  ...,  A,,4,  ...  ne  dependent  pas  de  ^i,  Jm^i»  nous  pour- 
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rons  les  ecrire  ainsi : 


7^ 


•    f(m^-h„i,)_ 

'  1 


M 


f 


(■9) 


4-f 


m^  z 


i  *j 


>•■* 


,73 
'  3 


>.3 


f 


f 


///- 


=rf 


nit 


m 
1 


1,3  / 


ni: 

AT 


m. 


Ozi  \A|.,      A|,3 


-f-. . . 


-H.  .  . 


Tj,  Tg,  ...  ne  dependent  pas  de  a?,,  j, ,  3, ;  on  a  done 


^1 

0 

^'i 

^J 

-+■  J.  J»  + 

^\ 

^i 

r» 

/••} 

> 

'1 

•       •       •       • 

d 
dxx 

I   •   •   •   1 

x^ 

m     • 

•>P3 

•      •      • 

^1 

•    • 

^3 

•       •       • 

La  premiere  des  equations  (19)  devient 


f/Wj 


dxf 
d 


dXy^    \A,,; 


'^1  •^8  ~^  ^i  .y»  "^  ^1  ^»\ 

'1         / 


-+- 


On  obtieiit  ainsi  la  forme  suivante,  la  plus  usitec,  pour  les  mouvements  rclatifs 
des  planetcs  autour  du  Soleil : 


7i_ 


rf,r  +  f(-.+  '«.)ff  = 


"M^^ 


(A) 


d-  z^ 
dC^ 


f(/Wo-4-/?J,)^'== 


f(/?io 


f(mo-f-//<,);^* 


dR, 
dRj. 

dR, 
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ou  Ton  a  pose 

A,)  '  \^*»'  ^1  /  \^f,»  '3  / 

r,  z=z  Xi  -{-  yi  4-  z^ , 
A?.y  ^  a;,,  :=  (^,~  ^^).+  (^._-  xy)«+  (:^~  :^y)«. 

Ces  equations  (A)  constituent  un  systeme  de  Zn  equations  differentielles  simul- 
tanees  du  second  ordre.  Pour  en  deduire  les  valeurs  les  plus  generales  de  x^^ 
V^,  Zy\  .ra,  ja,  z.^\  ...,  il  faudrait  obtenir  6/1  integraies  distinctes  de  ces  equa- 
tions; jusqu'ici,  comme  nous  I'avons  dit,  on  n'en  connait  que  quatre,  qui  sont 
donnees  par  les  formules  (rf')  el  (/')  ou  (rf")  et  (/"). 
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CHAPITRE  IV. 

FORME   SYMETRIQUE   DES   EQUATIONS   DIFPfiRENTIELLES 
DU  MOUVEMENT  RELATIF  DES  PLANfcTES. 


19.  Les  equations  (A)  du  Cliapitre  precedent  sont  celles  dont  on  se  sert  ef- 
fectivement  pour  calculer  les  mouvements  des  planetes;  dans  certaines  re- 
cherches  theoriques,  elles  presentent  toutefois  un  grave  inconvenient,  elles 
ne  sont  pas  symetriques  :  leurs  seconds  nienibres  contiennent  en  effet  des 
fonctions  R,,  R^,  ...,  qui  different  d'une  planele  a  Tautre.  II  est  possible  d'ob- 
tenir  pour  les  n  planetes  des  equations  differentielles  dont  les  seconds  membres 
ne  contiennent  qu'une  seule  et  meme  fonction  ou  plutot  ses  derivees  partielles 
du  premier  ordre 

Conservons  les  notations  du  Chapitre  precedent;  nous  allons  remplacer  les 

variables  $o»  '^lo*  ^o»  ^i»  ^m  ^m  •••  P^'*  un  systeme  dc  coordonnees  defini  comme 
il  suit. 

Fig.  10. 


M.    Gi 

Soient  {/ig^  lo)  : 

G<  le  centre  de  gravite  des  masses  Mg  et  M«  (lesquelles  sont  condensees,  comme 

on  Ta  dit,  aux  points  M^,  et  M, ) ; 
Ga  le  centre  de  gravite  des  masses  Mj,,  M,  et  M^; 


G«.|  le  centre  de  gravite  des  masses  Mo,  M,,  M^,  ...,  M„_| ; 
G  celui  de  tout  le  systeme. 
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Nous  prendrons  coninie  nouvelles  variables  : 

X,,  y,,  z,,  coordonnees  de  M,  par  rapport  a  trois  axes  paralleles  aux  axes  fixes  et 

passant  par  M^; 
X2»  y2>  ^2,  coordonnees  de  Ma  par  rapport  a  trois  axes  paralleles  aux  axes  fixes  et 

passant  par  G< ; 
X3.  Va,  Z3,  celles  de  M3  par  rapport  a  G^; 


X/i»  yn»  z,,,  celles  de  M^  par  rapport  a  G;,_,. 

Nous  y  ajouterons  les  coordonnees  X,  Y,  Z  du  point  G  par  rapport  aux  axes 
fixes. 

La  premiere  chose  a  faire,  c'est  d'exprimer  les  anciennes  variables  en  fonction 
des  nouvelles. 

Pour  y  arriver,  representons  par  X,-,  Y/,  Z,-  les  coordonnees  de  G/  par  rapport 
aux  axes  fixes  et  posons  d*unc  maniere  generale 

rindice  ipouvant  prendre  les  valeurs  o,  i,  2,  ...  /i;  nous  aurons 

Mais  on  a  aussi,  d'apres  les  proprietes  du  centre  de  gravite, 

fx,  X,  —  niQ^o-^  ^i  li -H  /w, 5j, 
(3) 

fx„_,  X„_,  T=i  rrio  lo  •+-  ^h  ;i  -^  ^^'i  li  -H . . .  -h  nin-i  c«-i, 

li.a  X  =/;io  £0  +  '^'i  l\  4-  w,  1, 4- ...  -h  nin-i  In-i  4-  //i|,  £, 

Tirons  de  la  les  valeursdeX,,  X.,  ...,X,,«,  etportons-les  dans  les  relations  (2); 
nous  trouvcrons 

£,-  j^^^  4-x,, 


V   _  Wq  £o-h  Wt  £|  4-  . . .  -f-  m^.<^  g„,. 
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Resolvons  ces  n  equations  par  rapport  a'^,,^.,,  ...,^„,  ol\l  viendra 
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(4) 


?. 

-^0 

-^x,, 

5. 

4. 

H-  m, 

Hi 

-H  X,, 

5. 

•    • 

•     •    •     • 

H-  /w, 

X| 

■    •  • 

-h  w, 

Ft 

•    •    • 

H-Xj, 

■+"    X;,_J, 


X/i  — : 


X/> — f  X/>_| 


F/l-1 


Portons  ces  valeurs  de  $,,  $2»  •••>  In  dans  la  derniere  des  equations  (3),  et  nous 
en  tirerons 


fX„X=^fX„5o4-'W,(fx, 


m,(fx,-f-/w, 


m. 


Fi 

//1-) h ... 

Fi 


d'oii 


Xf  X^—j  X,|_|  j%ff 


x«_ 
/Wf  —  —  ...  —  trin-i  

Fl  f^/l-J 


m 


/i-i 


F/i-i 


—  m„  — 


X, 


Substituons  cette  valeur  de  $o  dans  les  equations  (4),  et  nous  trouverons 


5«=x  + 


?«-,  =  x 


|,_,  =  X  - 


Am  An  — 1 

m« m«_i h  fx«_3  - —  , 


(5) 


?,  =  X-m„f5 


ri»  f*/t-i 


X,  X, 


5t-X^- 


771;,-- nin-x 


X< 


/n„_, 


X/i-i 

F/i-i 

X/y— 1 


Fi  Fi 


Xj 

F« 


/Wj  — =  —  m, — 


Xj 

Fi 


Ces  formules  et  deux  groupes  tout  pareils,  relatife  aux  coordonnees  y)  et  l. 
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definissent  les  3/^-4-3  anciennes  variables  en  fonction  des  nouvelles,  qui  sont 

A.,      A|,      Xj,       '    •    •    y       A//, 

^ »  ji >  J j»  *  •  •  >  y/i» 
20.  Les  formules  (5)  rentrent  dans  le  type  suivant 

Co  =^  ^  ~^'  ^0,1  ^1  +  ^o,t  Xj  -h . .  .  -4-  a^^n  X;,, 
5,  ~  X  -h  aj,,  X,  -4-  a,,,  X,  4-  ...  4-  «!,„  X;,, 


(6) 

?i  =  X  -4-  a/,,  X,  -h  fl'/,,  X,  -f-  ...  4-  flr/,„  x„, 


.   ?/i —  X  -h  fl^/i,tXi  -4-  ^rt,iX,  -f-  .  .  .  -4-  a„,n  X;,, 

si  Ton  pose 

«/,/  =  — --^»  pour     £</, 

(7)  {  ^ij—Of  pour     i>y, 

Cela  pose,  formotis  Texpression  de  la  quantite 

H  =  /Wo  ?J  -+-  /^i  ?J  -H  /w,  ?*  -4-  .  . .  -f-  nin  ^J, 

en  y  remplagant  les  quantites  ^  par  leurs  valeurs  (6);  H  deviendra  ainsi  une 
fonction  du  second  degre  des  quantites  X,  x,,  x-,,  ...,  x,,. 
Le  coefficient  de  X^  dans  H  sera 

on  trouvera  pour  celui  de  2Xxy 


i  =  n 

/Wo«o,y  -^  ni^aij  -f- .  .  .-\-  m^anj  ^  ^ 

1  =  0 


pour  celui  de  2XyXA,  j  etant  different  de  k. 


I  =  n 


^O^Oj^O,k-+-  ^l^ljO\,k    r-     .     -^  'flfi^njCtn^k  =    Zj  ^i^iJ  ^JA^ 


i=0 


et  enfin,  pour  le  coefficient  de  x', 


1=  n 


m^alj  -f-  m,  a]j  -^  .  . .  -^  ^n^lj  =  ^  miajj. 


i  =  0 
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Or,  en  tenant  compte  des  formules  (7),  on  trouve  aisement 


i  =  n 


2  ^i^U  =  ''^o^oj  -^  ^\ «i,y  H- . . .  -f-  my«, aj^xj  4-  nij  ajj 


izsO 


=  — (mo-l-m,-i-. .  .-hnij^i)-^  -hmjY^  =  o, 


N  iF-J 


1=0 


=  (»..+  m.+...-f-m,_.)(^)Vm,(f^)=f^^(m,+  ^,..)  =  ^m, 


at,  en  supposant,  pour  fixer  les  i(lees,y<^. 


i=n 


Zj  ''^/^/J ^/,*  =  ^o^oj ^o,k  -+-  'Wj a,,y  ai,A'  -h . . .  -f-  my_,  ay-ij  ay-,,Jt  +  'Wy ay,y  aj^ic 


i=0 


=:(mo-hmjH-..  .-h  ntj^i)—^  — ^  —  mj'-^—^  —  =  o. 


On  a  done  ces  relations 


1=11 


Zj  ''^/^/j  =  o> 


(8)  <  2m/a/,ya/,*  =  o,        pour    y^A^, 


1=0 

i  =  n 


i=0 

et  il  en  resulte  cette  formule  remarquable 

On  en  aurait  deux  autres  toutes  pareilles  pour  les  coordonnees  rj  et  ^. 
On  pent  differentier  les  equations  (6)  par  rapport  au  temps;  on  aura  entre  les 

derivees  -^1  -^S  -^  des  relations  de  meme  forme,  telles  que 

T.  -  I.  II 
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On  en  conclut  immediatement  Texpression  de  la  force  vive  2T  du  systeme  des 
points  materiels  Mo,  M|,  M^,  . . .,  M,„  exprimee  avee  les  nouvelles  variables;  on 
a  en  effet 

d'oii 

'■»"^--[(§)'-©'-(")1*i>''-P)"t(t)'-(t)"]- 

21.  Cherchons  maintenant  a  calculer  une  expression  qui  nous  sera  utile  dans 
un  moment,  celle  de 


i  =  n 


1=0 

oil  Ton  doit  remplacer  d'une  maniere  generate  $/  et  y),  par  leurs  valeurs 

T^i  —  Y  H-  a/,iyi  -f- . . .  -f-  a/.*yit-+- ...  4-  flf/.„y«, 
deduites  des  formules  (6);  on  a  tout  d'abord 

dt,i  d\  d\i  d\j  dXn 

drii  _dY  ^y,  dyj^.  dy„ 

en  substituant  dans  (11),  il  vient 


k 

dY%r^\r^  d\ 

dt 

1 


^T^j^^i^ij-    ^^-2^^2'"'^''* 


^^^J-^^^^'^i^iJ^'i.k-^^yk-^^^niiai^f.aij^ 


En  vertu  des  JTormuIes  (8),  cela  se  reduit  a 


^='^''('^^-^#)^-2''^f/2""</-2y^1l'2'"'<- 


dt  J 

On  obtientainsi  la  formule  cherchee 


*  =  n  t=zn 


,.,     2»,(j,^'-«,§)  =  .,(x^_Yf).,.2'^'».,(.t-y,^') 


1=0  1=1 
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22.  Nous  allons  former  enfin  les  equations  differentielles  dont  dependent  nos 
nouvelles  variables;  nous  emploieronspour  cela  les  formules  de  Lagrange. 

Les  relations  (5)  expriment  les  eoordonnees  de  tous  les  points  du  systeme 
en  fonction  des  variables  independantes  X,  Y,  Z,  x,,  y,,  z,,  Xj,  ...,  z^;  soit  7^ 

Tune  quelconque  de  ces  variables,  qi^=  -^;  on  aura 

La  fonction  T  est  donnee  par  la  formule  (10). 

11  faut  remarquer  que  U,  qui,  d'apres  les  equations  {a)  du  n°  13,  ne  contenait 
que  les  differences  $,— 5y,  y],—  yjy,  ^|  — ^y  des  eoordonnees,  ne  dependra  pas 
de  X,  Y,  Z,  mais  seulement  de  x,,  Xj,  .  . ;  yi,  Va-  .  • ;  z,,  Zo,  ...;  cette  fonction 
ne  contiendra  pas  non  plus  le  temps  explicitemenl. 

Prenons  d'abord 

^;t=X; 

nous  aurons 


done  la  formule  (i3)  donnera 


dq'k 

dqic 

-0,         ^-     -    oi 
nqk 

rf'X 

d'oii,  en  designant  par  a,  ^,  y,  a',  P',  Y  six  constantes  arbitraires, 

(i4)  Xrr:a/-ha\         Y-r(3/-f-(3',         7.=:yt-hy'; 

on  retrouve  ainsi  le  theoreme  connu  pour  le  mouvement  du  centre  de  gravite  d'un 

systeme  soumis  seulement  aux  actions  mutuelles  de  ses  points. 

Faisons  ensuite 

^*  =  x/; 

nous  aurons,  en  partant  de  (10), 

o\i         [x-i  IX,  at 

dT 
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et  la  formule  (i3)  donnera 
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dV 


II  viendra  done,  pour  les  equations  differentielles  cherehees. 


' —  /Til 


'dF 


•^r^ 


(B) 


* —  m 


dX| 
dU 

— , 


fX,=rm„ 


'  dl* 


dV 
{ft  „  '''^t  _  <?u 

—  'Wi  — r-T-  ZZ  -; —  9 


|Xi  =1  m^  -4-  mj ; 


|x,=  ma-hmi-4-m,; 


On  voit  que  ces  equations  poss^dent  maintenant  la  symetrie  demandee. 

II  convient  de  voir  quelle  sera,  d'une  maniere  generale,  la  composition  de  U 
a  I'aide  des  nouvelles  variables. 

En  ayant  egard  a  Texpression  connue  de  U  en  fonction  des  A|j  et  aux  re- 
lations (5),  on  trouvera  aisement  les  formules  suivantes 


U  = 


(C) 


-      /  nil         nil         m*  \      c      f  ^t        ^*  \ 

4-  f /w,  (  j-i  4- ...  j  4-  ... ; 

x!-4-y;4-zj, 

(x.4.^x,y4-(y,4-^y.y4-(z,4-^z,y, 
Xs4-— X,4 ^x,     4-(y,4-— y,4-— ^y,      4-     Z,4 -Zi 


m 


^,)-, 


.!,.=(x.-£.)%(y.-gy,)V(.-,^.)', 


/7t« 
Z,  4 Z, 


Hi     / 


.!,.=(«.-^:x.)v(.-^.)v(.i£.)'. 
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on  est  ainsi  ramene  a  un  systeme  (B)  de  3n  equations  difTerentielles  simultanees 
du  second  ordre,  dans  lesquelles  la  fonction  U  depend  des  nouvelles  variables 
par  les  formules  (C). 

23.  On  aura  naturellement  quatre  integrales  de  ce  systeme;  elles  se  dedui- 
pont  des  formules  (rf)  et  (/)  du  n**  14,  en  ayant  egard  aux  equations  (lo) 
et  (12)  du  present  Chapitre,  et  remarquant  que,  d'apres  les  formules  (i4)»  les 
quantites 


mn^y-^'-^' 


^dZ      rm  dY       „  dH       ^  d7j      -,  dY      ^  dX, 
dt  dt  dt  dt  dt  dt 

sont  des  constantes.  On  trouvera  ainsi,  en  designant  par  a'^,  6',,  c',,  h^  quatre 
constantes  arbitraires. 


t=zn 


1=1 

l  =  « 


(D)  ...^2^-'(=^'§-'" 


dxi      _    dZi 

de 


1  =  1 

i  —  n 


On  voit  que,  non  seulement  les  equations  difTerentielles  ont  une  forme  plus 
simple,  mais  aussi  les  quatre  integrales  connues,  quandon  emploie  les  nouvelles 
variables  x,,  y,,  z,  au  lieu  des  anciennes  a?/,^,,  s^. 

II  nous  reste  enfin  a  indiquer  comment,  en  supposant  effectuee  Tintegration 
du  systeme  (B),  on  trouvera  les  coordonnees  des  planetes  rapportees  au  Soleil ; 
les  formules  (4)  repondent  a  la  question;  elles  donnent  en  effet 


•^1  —  '^if  yi  —  yif  ^t  —  Zj, 

/Wi  mj  m, 

■  a:j  1=  At -1-        ""  -'  *  *•  " 

(G) 

j?,:=X,-4-  — X,4-  —X,,  j3=iy,-h  TT-yi-^  — yi'  Cj  =  Z, -4- -^  Z,  H ^  Z„ 


mi  m,  nil 

^j=X,-4-— X„  jj=:y,-f-  — y,,  5,r=z,4-  —  Z,, 

ri  Fi  f^i 


Fi  Ft  Ft  f^i  Fi  Fi 


La  consideration  des  equations  (B)  pent  etre  utile  dans  certaines  recherches 
theoriques,  comme  nous  aurons  occasion  de  le  montrer  dans  la  suite  de  cet  Ou- 
vrage. 
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Remarque  L  —  Soient,  relativemcnl  a  des  axes  fixes,  P,,  Pj,  ...,  P„,  n  points 
ayant  pour  coordonnees  X|,  y,,  z, ;  Xj,  y^,  Zj,  ...;  x^,  y„,  z„;  attribuons  a  ces 

points  des  masses  ^gales  respect! vement  a  — m,,  — mj,    ...,  ^^^^/n^,  et  suppo- 

sons-les  soumis  a  des  actions  admettant  une  fonction  des  forces  U,  definie  par 
les  formules  (C);  les  equations  differentielles  du  mouvement  absolu  des  points 
Pi,  Pa,  ...  seront  identiques  aux  Equations  (B).  Dans  ce  mouvement,  les  for- 
mules (D)  et  (F)  repr^senteront  les  integrales  des  aires  et  des  forces  vives. 

Remarque  II.  —  La  fonction  U  est  plus  compliquee  que  chacune  des  fonctions 
Ri,  B3,  ...,  qui  figuraient  dans  les  equations  (A)  du  n^  18;  on  voit,  par  les 
formules  (C)  que  Ao,a  ne  represente  plus  la  distance  du  point  Pa  a  I'origine; 
A|,a  ne  represente  plus  la  distance  P|Pa.  Toutefois,  qnand  on  considere  les 

mouvements  des  plan^tes  autour  du  Soleil,  les  rapports  —  >  — >  ...,  —   sont 

^  ^'^  /no    mo  /Wo 

petits,  inferieurs  ^  jj^;  on  voit  done  que  la  quantite  A,,;  difiere  peu  de  la  dis- 
tance des  deux  points  P,-  et  Py. 

Remarque  III.  —  Les  variables  X/,  y,-,  z,-  different  de  m6me  trfes  peu  de  x^, 
yi,  zi\  mais  on  a  rigoureusement,  pour  la  planbte  M,, 

•3?i  =  X„  Ji  =  yi,  5,=:Z,. 

II  va  sans  dire  que  Ton  pourra  prendre  pour  M,  Tune  quelconque  des  planetes 

La  substance  deceChapitre  esttireed'un  interessant  Memoire  de  M.  R.Radau, 
intitule  «  Sur  une  transformation  des  equations  differentielles  de  la  Dynamique  » 
{Annates  deTEcole  Normale,  i^*  serie,  t.  V);  M.  Radau  avait  pris  lui-meme  pour 
point  de  depart  des  resultats  particuliers  obtenus  par  Jacobi  dans  son  celebre 
Memoire  Sur  l' elimination  des  noeuds  dans  le  probleme  des  trois  corps  (Journal  de 
Lioui^ille,  i"^  serie,  t.  IXV 
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CHAPITRE  V. 

Equations  DiFFtRENxiELLES  du  mouvement  des  PLANfeiES 

EN  COORDONNfiES  POLAIRES. 


2i.  Si  I'on  sc  reporte  aux  equations  (A)  du  n°  18,  on  peut  ecrirc  comnie 
il  suit  Ics  equations  difTcrentielles  du  mouvement  de  la  planete  M  dont  Ics 
coordonnees  rectangulaires  heliocentriques  sont  or,  y,  z: 

^'^>  dt'-  ~  dx  ~     '  d?  -  dy  ~    '  .       dt*  ~  ds~    ' 

oil  Ton  a  fait 


(■) 


r 


R  =  f m'  I  ,  _  ^£^  ^.yl:^:^  1 


"t*  •   •   •   » 


oc\  jr\  z\  r^,  m!  designent  les  coordonnees  recianguiaires,  ie  rayon  vecteur  et  la 
masse  de  i'une  quelconque  M'  des  planeles  pcrturbatrices;  enfin  mo-\-  m  est  la 
somme  des  masses  du  Soleil  ei  de  la  planete  M. 

Dans  un  tres  grand  nombre  de  questions,  il  est  utile  de  remplacer  les  coor- 
donnees rectangulaires  a:,  y,  z  par  les  coordonnees  polaires  r,  i',  0;  on  aura 
d*abord 

(2)  x=i  rcosOcosv,        /  =  rcosOsinr,         c  — /sin^; 

rest  Ie  rayon  vecteur,  ^»  la  longitude  el  0  la  latitude. 

Pour  trouver  les  equations  differentielies  que  verifieront  r,  {>  et  0,  il  n'y  a  qu'a 
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appliquer  les  formules  de  Lagrange;  on  aura  d'abord  a  exprimer,  a  l*aide  des 
nouvelles  variables,  la  quantite 


-=r^)'-(^)'-(s)'^ 


on 

trouve 

2T=z 

:^^y+,.COS 

-m- 

En 

appliquant 

la  formule 

dt 

dqt       dqt 

et  prenant  ^,  =  r,  q^  =  v^  q^  =  0,  on  obtient  les  equations  cherchees 

d*r  _r/c'«         dO*       dil 


(«) 


dt* 

—  re 

"'>  '^  rf,. 

—  r 

dt*  - 

-  dr' 

d(r 

*  cos* 

^dt) 

dil 

dt 

dv 

1 

—  r' 
dt 

cos( 

dfl 

dSi 

25.  Nous  allons  transformer  ces  equations  en  introdulsant»  au  lieu  de  r  et  0, 
les  nouvelles  variables  i^  et  ^  definies  par  les  formules 

(3)  u  = ^>         5=lang0; 


-  est  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des  ary;  s  est  la  tangente  de  la 

latitude. 
Nous  trouverons  aisement 

Mulliplions  d'abord  par  2/^cos^O^  les  deux  membres  de  la  deuxieme  Equa- 
tion (a);  il  viendra 

2    dv      II*  dt  2    dil  dv 

u*  "dt        dt      "~  a*  ^  U^ 

d'ou»  en  integrant  et  designant  par  h^  une  constante  arbitraire» 


\jr*Tt)^^-^Vu*i^Tt'^'^ 
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d'oii 

(5)  dt^  '^^ 


Multiplions  maintcnant  la  premiere  des  equations  (a)  par  —  cosO,  la  troisieme 
par  H ;-,  et  ajoutons;  il  viendra 

—  COS0-7T  4-  r  Sin  0-717  -^  ^  sin&-7-  -7-  4-  /cosO-j-r  -f-  rcosO-y^r 
dl*  dr  dt  dt  dr  dl* 

.da       sin  0(^12 
dr  r      dd 

Le  premier  membre  de  cette  equation  pent  s'ecrire 

d^l 

d*  r  cos  9  ^  dv^  u        i  dv* 

on  aura  done 

da       sin  Q  da 


d  (  I    du\       I  dv*' 
di\l?Tt)-^udr^^-^''^^ 


dr  r     db 


Nous  allons  remplacer  dt  par  sa  valeur  (5),  ce  qui  nous  donnera 

^da       sin9  dQ 
dr  r      dS 

d'ou,  en  efTectuant  les  calculs  et  prenant  {^  pour  variable  independante, 
,^.        d^ii  I  fdadu  .da      %\n9  da\ 

(6)  -T-Y  4-  //  H ; ;;; ^^ r-    [    -T-   -T  -^  COS  0 -r j^       —  O. 

RemplaQons  de  meme  dans  la  troisieme  equation  (a)  dt  par  sa  valeur  (5):  il 
viendra 


T.  —  1. 


\  J   w    dv      J       du 


12 
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ou  bien,  en  tenant  comple  des  relations  (3), 


d'oii 

(7) 


"'{'''*' fir'^-'') 


/dft  oft  _  ^\ 


Reunissons  maintenant  les  formulcs  (5),  (6)  et  (7)  et  tenons  compte  des  rela- 
tions (4);  nous  trouverons 


W) 


I.  Ai      /'da* 

da    du__  da  _s_d^ 
dv  u'dv       du       u  ds 


dads^ 
dv  dv' 


rda  dv 
da    , 


Nous  fcrons  rcmarquer  que,  d'apres  les  formules(t)  et(2),  Q  est  une  foiic- 
tion  de  r,  v,  0  et  du  temps  t  qui  sera  introduit  par  r',  v'  0',  r^,  v",  6",  ...;  on 
pourra  ccrire  aussi 

a  — *((',  K,  J,  0; 

/,  «  et  i  devront  etrc  censes  exprimes  en  fonction  de  la  variable  independante  *•.' 
Les  equations  (a')  servenl  de  base  a  la  theorie  de  la  Lone  de  Laplace. 

26.  II  peut  etre  avantageux  d'introduire,  au  lieu  de  -.- .  -r-.  -r-.  les  pro- 
jections de  )a  force  acceleratrice  de  la  planete  M  sur  trois  axes  rcctangulaires 

Fig.... 


/■   ' 


I 


que  nous  aliens  definir.  Soient  (Jig.  ii),  a  I'epoque  /,  M  et  Q  la  position  de  la 
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27.  Donnons  cnfin  une  derniere  transformation  tres  simple  des  equations 
differentielles.  Si  i'on  designe  par  p  la  projection  rcosO  =  -  de  r  sur  le  plan 
des  ar/^  on  a 

en  partant  des  formules  (a)  ct  (8),  on  trouve  ais^ment 


P - :       COST 


Tzn—  sini' 


lis 

IF 


sm.-^=. 


^,  _  d^z  d*ps 

^'"dF-'dF'' 


d'ou  I'on  tire,  en  reduisant,  les  equations  suivantes 


(«') 


d*p  ^    dv*  _  p 
d^ps  __ 

'dF'^^' 


qui  ont  cte  frequemment  employees,  notamment  par  M.  Airy  dans  son  Memoire 
intitule  Numerical  lunar  Theory  (  Londres,  1 886). 
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CHAPITRE  VI. 

PHOBlilME  DES  DEUX  CORPS.- PREMlfiRE  APPROXIMATION  DU  MOUVEMENT 
DES  PLANETES.  -  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE.  MOUVEMENT  PARABOLIQUE. 
MOUVEMENT  HYPERBOLIQUE. 


28.  Soient  0  le  centre  de  gravite  du  Soleil,  P,  P,,  Pj,  ...  les  centres  de  gra- 
vite  des  diverses  planetes  ou  des  systemes  secondaires  formes  chacun  d'une 
planete  et  de  ses  satellites;  nous  prcndrons  pour  unite  la  masse  du  Soleil»  et 
nous  designerons  par  m^  /7i|,  m^,  ...  les  masses  des  planetes  isolees  ou  les 
masses  des  systemes  secondaires.  Par  le  point  0,  menons  trois  axes  Go*,  0^, 
O5,  de  directions  invariables,  et  soient,  relativement  k  ces  axes,  a:,  y^  5,  r, 
^if  J^o  ^M  ''if  •••  les  coordonnees  des  points  P,  P,,  ...  et  leurs  distances  au 
centre  du  Soleil. 

Les  equations  differentielles  du  mouvement  des  points  P,  P|,  ...  ont  ete  don- 
n^es  au  n®  18;  nous  allons  les  reproduire  avcc  de  legers  changements  de 
notation.  Nous  poserons 


et  nous  aurons 


d}x       ^     X  f)R 


ePxt  x^      dKx 


(«i) 


dt^        ^^r\      dyx       [  ^  — ^i  +  ri  +  «i. 

tPZi  Zy         «}R, 
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et 


H-f;,,,  r^ L_=^ -  ^ifi±yiii±iifi] 


\ 


On  a  done  a  integrer,  si  i  designe  le  nombre  des  planctes,  un  systemc  de 
3^'  equations  differentieiles  simultan6es  du  second  ordre.  On  a  dit  deja  que,  meme 
pour  I  =  2,  on  ne  sail  pas  resoudre  rigoureusement  le  probleme;  fort  heureu- 
sement,  une  circonstance  particuliere  va  nous  permettre  d'obtenir  une  solution 
approchee.  Les  masses  des  planetes  sont  en  effet  tres  petites  par  rapport  k  ceile 
du  Soleil;  ainsi  la  masse  la  plus  considerable,  celle  de  Jupiter,  n'est  pas  la  mil- 
lieme  partie  de  celle  du  Soleil;  les  seconds  membres  des  equations  (a),  (a,),  ... 
contiennent  dans  tons  leurs  termes  en  facteur  un  des  nombres  tres  petits  m, 
//I,,  ...,  qui  expriment  les  rapports  des  masses  des  planetes  a  celles  du  Soleil; 
d'autre  part,  les  distances  mutuelles  des  planetes  ne  deviennent  pas  tres  pe- 
tites; done  les  attractions  qu'une  planete  eprouve  de  la  part  des  autres  planetes 
sont  tres  faibles  par  rapport  a  celle  que  lui  fait  subir  le  Soleil.  On  trouvera,  par 
exemple,  dans  les  seconds  membres  des  equations  (a),  en  posant  PP,  =  A,  les 
quantites 

fmi  ^1 — J?       f/W|   Vi  —  y       fm,  z^  —  z 
"A*"       A~"'     "A*^  ~"A~"'     "A«^  "~A~' 

tandis  que  les  seconds  termes  des  premiers  membres  de  ces  memes  equations 
sont 

f(i-hm)  X       f(i   f-m)  y       f(i4-/M)  z^ 

or  m^  est  tres  petit  devant  iH-  w,  ^  est  comparable  a  -  • 

On  pent  done,  dans  une  premiere  approximation,  reduire  a  zero  les  seconds 
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membrcs  des  equations  (a),  (a|\  .  .;  on  trouve  alors  les  equations 

,  d}y        -      y 


d}  z 


am 

ff*7,  =o; 


-^ +{!,,-  =  o, 


Les  equations  (6)  forment  ungroupeindependantde(6i);on  a  naturellement  le 
meme  resultat  que  si  Ton  avait  traite  du  mouvement  de  chaque  planMe  comroe 
si  elle  existait  seule  autour  du  Soleil. 

Nous  allons  done  nous  occuper  de  I'integration  des  equations  (b);  cette  inte- 
gration pent  se  faire  rigoureusement;  les  formules  generates  auxquelles  nous 
arriverons  conviendront  aux  equations  (6,),  .  .;  I'ensemble  de  ces  formules 
constituera  la  premiere  approximation.  II  restera  ensuite  a  montrer  comment 
on  pent  utiliser  les  integrates  des  equations  (6),  (6|),  ...  pour  integrer  par  ap- 
proximation les  equations  (a),  (a^) 

29.  Intigrales  premieres.  —  Si  Ton  ajoute  les  deux  premieres  equations  (b) 
apres  les  avoir  multipliees,  la  premiere  par  —y,  la  seconde  par  -hoc,  on  obtient 
une  combinaison  integrable;  on  trouve  ainsi,  en  designant  par  C,  C\  C  trois 
constantes  arbitraires 

dz         ^y  _r 

dx  dz       ^. 

dt       '^  dt  • 

ce  sont  les  integrates  des  aires. 

On  forme  avee  les  equations  {h)  une  autre  combinaison  integrable,  en  les 
multipliant  respectivement  par  idx,  idy,  idz  et  ajoutant.  Soil  a  une  constante 
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arbitraire;  on  trouve  ainsi 


dt*       dt^        dl*  r  a  ' 

c'est  i'integrale  des  forces  vives. 

Nous  montrerons  dans  un  moment  comment  on  pent  determiner  la  courbe 
decrite  par  la  planete  en  partant  des  integrales  ci-dessus. 

Mais  nous  allons  d*abord  faire  connaitre  trois  autres  integrales  donnees  par 
Laplace  dans  la  Mecanique  cdleste  et  qui  nous  serviront  plus  loin. 

On  tire  des  equations  (6) 

d^y      r.,d^z_      Cz^cy 
^  'di}'^^'di}-^^       7^       ' 

et,  en  rempla^ant  dans  le  second  membre  C  et  C'par  leurs  valeurs  (A),  il  vient, 
apres  une  transformation  facile, 

J  dx  dr 

^  di^'^^'  dF-^^^  7  ' 

on  peut  integrer,  ce  qui  dcJnne 

^^dv       ,^,dz       ^    X 

C  -^  —  C  -r  =  fM      -i-  const. 
d£  dt         '    /• 

Soient  done  F,  F\  F"  trois  constantes  arbitraires;  on  aura  les  frois  integrales 
cherchees 

^  r  dt  dt 

(C)  y    F'^ffX^  +  C'^-C^, 

'  ^  r  dt  dt 

F-.^r^f +  c$^-G'$:. 

^  r  dt  dt 

II  faut  supposcr  dans  ces   formules  C,    C,  C  remplaces  par  leurs  expres- 
sions (A). 

Entre  les  sept  constantes  C,  C,  C",  a,  F,  F',  F",  il  existe  deux  relations  faciles 
a  oblenir.  On  trouve  d'abord,  en  ajoutant  les  formules  (C)  apres  les  avoir  mul- 
tipliees  par  C,  C,  C", 

CF  4-  CT'4-  CF"  :=  -^  (C:r  -hCJy^  Cz); 

mais  les  formules  (A),  multipliees  par  .r,  r,  z,  donnent 

(i)  C^  +  r/^-f-C^r^o; 
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il  vient  done 

CF-hC'F-f-r/F''z=io. 

On  demontre  ensuite  par  des  calculs  faciles  que  i'on  a  identiquement 

F«-^  F« -h  F''»-h  ^(C--+- C'*-+- C'*)  -  Pfx' =  o, 

a 

11  resulte  des  deux  derniferes  formules  que,  sur  les  sept  integrales  (A),  (B) 
et(C),  cinq  seulement  sont  distinctes. 

30.  Revenons  a  la  determination  de  I'orbite  ;  I'equation  (i)  montre  qu'elle  est 
plane,  et  que  son  plan  passe  par  Ic  Soleil.  Nous  prendrons  ce  plan  pour  ;rOy, 
de  maniere  que  z  sera  constamment  nul;  les  integrales  (A)  et  (B)  so  redui- 
ront  a 

dy  dx 

dt       -    dt 


dx^  -4-  dy^ /a        I  \ 

di^  "^\7""a/ 


ou  bien,  en  rempla^ant  C"  par  c  et  introduisant  au  lieu  de  aret^-les  coordon 
nees  polaires  r  et  &, 

<^>  —d? ^^^(r-aj- 

Soit  S  Taire  decrite  par  le  rayon  vecteur  r  quand  la  planete  passe  de  la  posi- 
tion qui  repond  au  temps  /o  ^  1^  position  quelconque  qui  correspond  au  temps  / 
On  a 


la  formule  (2)  donnera 


dS=-r*d^; 

2 


2 


Les  aires  decrites  par  le  rayon  vecteur  sont  done  proportionnelles  aux  temps 
employes  a  les  decrire.  On  retrouve  ainsi  la  premiere  loi  de  Kepler:  on  volt  en 
mcme  temps  quelaconstante  c  represente  le  double  del'aire  decrite  dans  I'unite 
de  temps.  Si  Ton  elimine  dt  entre  (a)  et  (3),  il  vient 


c* 


r'd?j^         ~^\r       a/ 


dr^_ _  

'd'^^         ~^^\r       aj' 
T.  -  1.  i3 


tVob 


caAMTKe  ri. 


■Cjf 


f  ft  2  f  ^         C* 


rf&-_ 


r 


</&=    -,-. 


/     (ft       affx       c« 
V         a  r         r» 


/p£  _  0*  _ /c  _  Ojy 

On  aura  done,  en  integrant  ct  designant  par  a>  une  constante  arbitraire. 


—  0)  —  arccos 


c         f/X 

r        c 


d'ofa 


(4) 


V    c«         a 


I  4- 


£1 


^.«^COS(^«,,) 


c/iJHt  r('*(|uation  de  la  trajoctoiro.  On  voit  que  c'est  une  section  conique  ayant 
pour  foyer  le  eentre  du  Soleil;  dans  le  cas  des  planctes,  les  conditions  initiates 
doivent  etre  telles  que  cette  courbesoit  une  ellipse.  Nous  retrouvons  la  seconde 
loi  de  Kepler. 

Designons  par  p  le  parametre,  a  le  demi  grand  axe»  e  Texcentricite  de  Tor- 
bite^  (|ui  sera  inferieure  a  Tunite;  soit  (^g.  12)  A  le  point  de  Tellipse  le  plus 


voisin  du  foyer  O,  point  qu'on  nomme  le  perihelie(le  point  A'  le  plus  eloigne 
du  point  O  est  Vap/wtie);  representons  par  iv  Tangle  AOP  que  fait  avec  OA  le 
rayon  vecteur  r  ■•  OP  de  la  planete  au  temps  /;  iv  est  appele  V anomalie  vraie  de 
la  plani'le. 
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L'equation  bien  connuc  de  I'ellipsc,  avec  les  coordonnecsret  (v,  est 


14-ecosw       i-Hecos«'' 


la  comparaison  de  cette  expression  avec  (4)  donne 

(5)  a)=:&  — i1^'  =  X0A; 

0)  est  done  Tangle  que  fait  avec  OX  le  rayon  vecteur  du  perihelie;  on  a  ensuite 


c« 


a(--e«)=^>         e=y/7rg 


d*ou  Ton  tire 


(6)  c=:0>^  =  /ffAa(i  — «*) 

ct 

a  =  a; 

ainsi  la  constante  a,  que  nous  avions  introduite  dans  Tintegrale  (B)  des  forces 
viveSy  n*est  autre  chose  que  le  demi  grand  axe  de  Torbite. 
Si  done  V  designe  la  vitesse  de  ia  planete  a  Tepoque  /,  on  aura»  d'apres(3), 

(7)  V«=fH(H-i); 

c'est  une  formule  importante. 
L'aire  de  reilipse  est 

si  Ton  represente  par  T  le  temps  employe  par  la  planete  a  decrire  son  ellipse, 
Taire  -  decrite  dans  Tunite  de  temps  sera 

c  7ra*v^i  —  e* 

i~  T         ' 

rempla<;ons  c  par  sa  valeur  (6),  et  nous  trouverons 

(8)  ^=f^  =  f(,4-m), 

ce  qui  est  une  relation  fondamentale  pour  la  suite. 
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Pour  h  M^mndt  pbrieie  P|,  on  aura  de  meme 


on  conclui  de»  deux  dernieres  formules 


i'j) 


P       a*    I  -i-  m, 


TJ       a*    i-f-m 


on  n'a  |>Iuh 

(•t  la  troiHierne  loi  dc  Kepler  cesse  d'etre  verifiee  rigoureusement;  mais  elle  Test 
d*uiie  ra(;on  trS^s  approcliee,  car  nous  avons  dit  que  les  nombres  m  et  m^  sont 

IrifH  petit»;  la  fraction  -       -  diflere  fort  peu  de  i*unite. 
On  denignc  ordinairementpar  n  le  quotient 

qu'on  appelle  le  moyen  mouvement ;  c'est  la  vitesse  angulaire  que  devrait  avoir 
un  rayon  vecteur  iictif  qui  tournerait  d*un  mouvement  uniforme  autour  du 
point  (),  de  maniere  u  faire  une  revolution  complete  dans  le  meme  (emps  T  que 
le  rayon  vecteur  de  la  plane  to. 

Si  Ton  inlroduit  la  quantite  n  dans  les  formules  (6)  et  (8),  on  trouve  les 
relations 

(II)  /A*rt»i:-  f/X=z:f(i-hm), 

( I  u )  czz:  na^s/i  —  e', 

qui  Hont  d'un  usage  constant. 

.'tl.  Caloul  de  la  position  dans  Torbite.  —  Nous  allons  montrer  mainte- 
nant  comment  on  peut  determiner  la  position  de  la  planete  sur  son  orbite  a  une 
epoque  quelconque. 

On  a,  d'apresC)), 

iU  '~  It' 
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il  viendra  done,  en  ayant  egard  auxformules  (2)  et  (12), 

r*  -7-  HZ  na*  sJi  —  e', 
,   ^  ,        at 


I  -h  eCOSw' 


ees  deux  equations  determinent  r  et  mp'  en  fonction  de  /. 
Eliroinons  (v :  nous  aurons 


I  —  e'  I        I 

cost*'  =  a J 

ere 


d'oii 

ay/i  —  e*  rir 


diVziz 


''         s/a^e^—ia  —  ry 


en  portant  cette  valeur  de  iv  dans  la  premiere  des  equations  (i3),  il  vient 

(i4)  ndt=i  — —r. 


«  s/a*e*  — (a— r)» 


On  est  conduit  a  prendre  une  variable  auxiliaire  u  definie  par  la  relation 

a  —  r  ziz  ae  cos  u ; 

on  en  lire 

(i5)  /•  —  a(i  —  ecosa), 

et,  en  portant  cette  valeur  de  r  dans  Tequation  (i4)»  il  vient 

ndtz=:{i  —  e  cos  u )  du, 

d'oii,  en  integrant  et  designantpar  t  une  constante  arbitraire, 

(16)  u  —  esmu:rz  n{t  —  t). 

La  variable  auxiliaire  u  est  susceptible  d'une  interpretation  geometrique  tres 
simple.  Decrivons,  en  effet,  un  cercle  sur  le  grand  axe  de  Tellipse  comme  dia- 
metre;  Tordonnee  QP  (/ig.  i3)  perpendiculaire  sur  CA  rencontre  cette  circon- 
ference  en  R;  menons  la  droite  CR  et  faisons  pour  un  moment 

CQ^x; 
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nous  Savons,  par  les  formules  de  la  Geometric  analytique,  que  Ton  a 
En  comparant  avec  la  formule  (i5),  il  vient 

x  =  aco8ii; 

mais  le  triangle  rectangle  CQR  donne 


on  a  done 


x=racos(QCR) 


u  —  QCR. 


C*est  rinterpretation  cherchee ;  la  variable  auxiliaire  u  sc  nommc  Vanomalie 
cxcentrique  de  la  planete. 


Fig.  i3. 


La  formule  (i6)fcra  connaitre  la  valeur  dc  Tanomalie  cxcentrique  en  fonction 
du  temps;  Tequation  (i5)  donnera  ensuite  r. 

Nous  pouvons  remarquer  qu'au  point  A  on  a  m  =  o;  la  formule  (i6)  donne 
alors  /  =  T ;  done  la  quantite  t  represente  le  temps  du  passage  dc  la  planete  a 
son  perihelie. 

II  nous  reste  a  determiner  w  en  fonction  de  u.  Pour  y  arriver,  il  sufBt  d'egaler 
les  deux  expressions  (i3)  et  (i5)  de  r.  On  trouve  ainsi 


fl(i  — e») 
I  4-  eco^w 


=  a(i  —  ecosi/), 


(I'oii 


(•7) 


cos  u  —  e 

cos  sv  = , 

I  —  ecosa 


sin  wn^  v/i  — e* 


sin  a 


I  —  ecosa 


L'unc  ou  Tautre  de  ces  formules  permet  de  calculcr  iven  fonction  de  m;  mais 
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elles  ne  sontpas  Ics  plus  commodes  pour  le  calcul  numerique.  On  tire  de  la 
premiere 


I  -+-  cosw  ^  a  cos*  —  =  ^ — ■-  y 

2  1  —  e  cos  II 

.  •  ^       (i  4-e)  (i  —  coS£<) 

I  —  cost*'  1=1  2  sin*  —  — — y 

a  I  —  e  cos  u 


d'oil 


VI  4-  esln  — 
sin  -  =  — === , 
2        ^,  —  ecosa 

(i8)  /  v''  — ^cos- 

cos  —  =  —  > 

^        ^i  —  ecosa 


2        y   I  —  e 


lang-  =  \/^lang^ 


Enfm,  en  combinant  les  formules  (i5),  (17)  et  (18),  on  peut  ecrire  encore 

,     ,  (  r%\nw:=iaJi  —  e*sini/, 

(»9)  1 

(  rcosw=:  a(cosa  —  e); 

V'rsin  —  —  daii  -\-e)  sin  -j 
^  2       ^  2 

(20) 

Vrcos—  =v^a(i  —  e)  cos-« 


Ces  deux  groupes  de  formules  donnent  en  meme  temps  r  et  (v  en  fonc- 
tion  de  I/;  on  les  emploie,  le  dernier  surtout,  quand  il  s'agit  de  calculs  nume- 
riques. 

On  voit  que  la  position  de  la  planete  sur  son  orbite  est  determinee  complete- 
ment  en  fonction  de  i/;  la  valeur  de  u  est  determinee  elle-meme  en  fonction 
de  t  par  Tequation  (16),  qui  est  transcendante  et  que  Ton  appelle  Vequation  de 
Kepler. 

L'angle  n{t  —  t)  =  2u-7p-  est  ce  que  Ton  nomme  Vanomatie  moyenne;  on 

la  represente  generalement  par  X,.  On  voit  que  c'est  Tangle  dont  a  tourne  depuis 
le  perihelie  le  rayon  fictif  considere  plus  haut  a  partir  du  moment  oil  il  coinci- 
dait  avec  OA. 

Nous  pouvons  resumer  comme  il  suit  les  formules  essentielles  qui  servent  k 
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calculcr  la  position  de  la  planete  dans  son  orbite  : 


"=v/5> 


?:  =  /i(/-t), 

(c)  {  M  — esinar=C, 

r=za(i  —  ecostt), 


lang-=:\/--^lang^ 


II  nous  reste  k  donner  les  integrales  completes  des  equations  (6). 

32.  Calcul  de  la  position  h61iocentrique.  —  Nous  reprcnons  trois  axes 
0^7,  Oj^,  0^  de  directions  invariables  se  coupant  au  centre  du  Soleil;  il  est  dans 
Tusage  actuel  d'adopter  pour  plan  des  xy  le  plan  de  recliptique  au  i'' Jan- 
vier i85o;  la  partie  positive  de  I'axe  des  x  sera  la  droite  menee  du  point  0  & 
Tequinoxe  moyen  du  printemps  a  la  meme  epoque.  La  partie  positive  de  Taxe 
desy  sera  dirigee  vers  le  solstice  d'ete,  et  la  partie  positive  de  Taxe  des  z  vers 
le  pole  boreal  de  Tecliptique. 

Du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  egal  k  Tunite,  traQons  une  surface 
spherique;  soient  (^fig.  i4)  ^>  y»  ^  les  points  oil  elle  est  percee  par  les  parties 
positives  des  axes.  Le  plan  de  I'orbite  de  la  planete  coupe  la  surface  de  la  sphere 

Fig.  i4. 


suivant  un  grand  cercle  MN  qui  rencontre  le  grand  cercle  ocy  en  deux  points 
qu'on  appelle  les  nceads  du  plan  de  I'orbite  :  Tun  est  le  nxBud  ascendant^  Tautre 
le  ncBud  descendant .  La  definition  du  noeud  ascendant  est  la  suivante  :  Dans  son 
mouvement,  la  planete  perce  le  plan  des  xy  en  deux  points  C  et  C;  considerons 
celui  de  ces  points,  C,  oil  le  z  de  la  planete,  en  devenant  nul,  passe  du  negatif 
au  positif ;  le  rayon  OC  rencontre  la  sphere  au  point  N  qui  est  le  noeud  ascen- 
dant. 

L'arc  arN  compte  a  partir  du  point  x,  dans  le  sens  xy,  jusqu'au  point  N  est  la 
longitude  du  noRud  ascendant ;  nous  la  representerons  par  0.  L'angle  yNM  que 
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fait  le  plati  tie  I'orbite  avcc  Ic  plan  dcs  ay  est  V incUnaixon  de  I'orbitc;  nous  U 
deaigncrons  par  9;  i>ltv  est  di-finie  sans  anihij^uiti^  par  Ifs  directions  N^  ot  NM 
prises  rc^ipectivement  dans  le  sens  xy  et  dans  le  sens  du  mouvcment  de  la  pb- 
De(c. 

Lcs  deux  quantites  0  el  9  deterininent  suns  ambiguite  la  position  du  plan  de 
I'orbitc;  0  peut  etrc  compris  enlrc  o"  et  SGo".  Toulcs  Ics  planfetcs  lournent  dans 
lo  memc  sens,  suns  direct,  autour  du  Soldi;  le  plan  des  ay  diOtire  pcu  dc  I'or- 
bite d'une  des  planittes,  U  Terre;  done  Tangle  y  sera  compris  cntre  0°  ct  oo".  11 
y  a  plus,  les  anciennes  plant^tes  ont  des  urbites  pcu  incliiiecs  les  uncs  sur  les 
autrcs;  9  sera  done  pour  cliacune  d'elles  un  angle  assez  petit. 

Pour  les  cometes,  ^  pcut  ^trc  compris  entrc  yo"  et  180";  alors  le  inouvemenl 
de  la  conittc  est  retrograde;  les  deJinilions  de  9  et  0  dunnees  ci-dcssus  sont 
applicables  a  tous  les  cas. 

Aprbs  avoir  fixu  la  position  du  plan  de  I'orbite,  il  faul  indi(|uer  I'oricntation 
de  Tellipsc  dans  ce  plan  ;  soienl  A  le  periiiclie,  P  utie  position  quelconquc  de  la 
plani'te  sur  son  ellipse;  les  rayons  OA  etOP  pcrcenl  la  surface  de  la  spbere  aux 
points  n  et  M:  pour  determiner  la  position  du  point  11,  on  donne  la  soinmc  des 
arcs  a-N  et  Nil  (Nil  est  comple  a  partir  du  point  N  jusqu'au  point  IT,  dans  It- 
sens  du  mouvemcnt  de  I'astre),  et  on  la  represente  par  o;  on  a  done 

;cN-t-NII  -B, 


or  est  cc  que  Ton  appellu  la  longitude  da perihelie. 

II  faut  mainlenant  faire  connailre  la  forme  d«  rellipse.  en  donnant  son  exccn- 
incite  e,  el  sa  grandeur  absotuc,  en  donnant  le  demi  graitd axe  a,  ou  W  distance 
moyenne  dc  la  planete  au  Soleil. 

On  doit  dire  ensuitc  comment  la  plan^le  parcourtson  orbite;  celasefaiten 
inlroduisant  la  dur^c  T  de  sa  revolution,  ou  le  moyen  mouvcment 


enfin,  il  faut  savoir  a  quel  point  de  son  orbite  la  planl-tc  se  truuvc  a  un  moment 
determine;  on  donne  pour  cela  Ic  temps  du  passage  au  perihdtie,  t. 

II  est  facile  maintenantde  ealculcr  la  position  dc  la  planeic  en  fonctiun  du 
temps  cl  des  conslantes  qui  vienncnt  d'etre  definies;  on  aura  d'abord 

f  :^a{\  —e  cosu)t 


dcsignons  par  v 
T.  -  I. 


■  des  arcs  xN  ct  NM,  Tare  NM  etani  comptc  comme  NH 
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a  partir  du  point  N,  dans  Ic  sens  du  mouvement  de  la  planete;  (^  est  ce  que  Ton 
nomine  la  longitude  de  la  planete  dans  son  orbite. 
L'anomalie  vraie  w  est  Tangle 

iv  =  A  0  P  1=  n  M  =  p  —  cj ; 

on  aura  done,  d'apres  la  derniere  equation  (c), 


tang  —;r-  =  \/  ' — ;  tang  - ; 


on  a  ainsi  ret  t^. 
Reste  k  former  les  expressions  de  x^  j,  z^  coordonnees  rectangulaires  de  la 

planete  P,  par  rapport  aux  axes  definis  au  commencement  de  ce  numero.  Or  -> 

->  -  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  le  rayon  OP  ou  OM  avec  les  axes;  si 
done  nous  traQons  les  arcs  de  grands  cercles  Mo:,  My,  Mz,  nous  aurons 

-  =  cos(Md?),         ^  =  cos(M7-),         -  =  cos(M5). 

Pour  obtenir  ces  cosinus,  nous  considerons  les  triangles  spheriques 

M^N,        MyN,        M^N, 
dans  lesquels  on  a  • 

mm 

en  appliquant  a  cliacun  de  ces  triangles  la  formule  fondamentale  de  la  Trigono- 
metric sphcrique,  on  trouve 

cos(Ma:)i=cos0cos(i'  —  0)  —  sinS  sin(('—  0)cos9, 
cos(M7)  =  sin0  cos(i'—  0)  -h  cosO  sin(i'  —  0)  C0S9, 
cos(M5)  =  sin(p  —  6)  sin^. 

On  voit  que  les  formules  precedcntes  font  connaitre  a?,  y,  z  en  fonction  de  / 
et  des  six  constantes  arbitraires  a^  e,  (p,  t,  gt,  0;  la  quantite  n  ne  doit  pas  etre 
comptee  comme  une  constante  distincte  de  a,  puisque  c'est  une  fonction  de  a 
definie  par  la  premiere  des  relations  (c).  On  a  done  ainsi  les  integrales  gene- 
rales  des  equations  (6). 
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Les  astronomes  introduisent  generalement  a  la  place  de  t  un  autre  ele- 
ment e  defini  comme  il  suit  :  imaginoDs,  comme  plus  haut,  un  rayon  vecteur 
fictif  coincidant  avec  le  rayon  vecteur  de  la  planete  aux  epoques  t,  t-+-T, 
T  4-  2T,  . . . ,  et  tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour  du  point  0 ;  il  effec- 
tuera  done  une  revolution  dans  le  temps  T,  et  sa  vitesse  angulaire  sera  n;  a 
Tepoque  /,  ce  rayon  percera  la  surface  de  la  sphere  au  point  M',  et  Ton  aura 

nM'  =  n{t  —  T)  =  K; 

si  sur  OM'  on  prend  une  longueur  0P'=  a,  P'  sera  une  planete  Active  qui  res- 
terait  a  une  distance  constante  du  SoleiU  et  serait  animee  sur  son  orbite  circu- 
laire  d'un  mouvement  uniforme. 

La  longitude  de  cette  planete  tictive,  dans  son  orbite,  serait 

^N-+- NM'=:  cj  4- nM'=  CJ4- /i(^  —  t)  = /; 

/  est  ce  qu'on  appelle  la  longitude  moyenne  de  la  planete  P;  a  Tepoque  zero,  elle 
se  reduit  a  tsf  — /it,  quantite  que  Ton  represente  par  e;  e  est  done  la  longitude 
moyenne  a  Tepoque  zero;  on  dit  plus  simplement  que  c'est  la  longitude  moyenne 
de  Vipoque.  On  a  done 

d'oii 

/iT=:cj  —  e; 

Tanomalie  moyenne  devient 

(ai)  Ci=/i^— /iT=r/i/-4-e  —  cj; 

la  longitude  moyenne  /  pent  s'ecrire 
de  sorte  que 

(aa)  C=^  — or. 

Nous  aurons  done  fmalement,  pour  les  integrales  generales  des  equations  (6), 
cet  ensemble  de  formules 


"Vr^ 


u  —  e  sin  u  =  nt  -\-  e  —  cj, 
r  =za{i  —  ecosa), 


(d)  (  i^  — cj  /i  -he  u 


x=z  r[cos(?cos(p  —  0)  —  sin(?sin(p  —  0)cos(p], 
y  =  /•[sin0cos(i'  — -  0)  -4-  cos0sin(r  —  0)  C0S9], 
!  ^  =  rsin(i'  — 5)sin9. 
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Les  six  constantes  0,  (p,  cr,  e^  a,  e  sont  appelees  les  six  dements  du  mouve- 
meat  eUiptique^  ou  souvent,  par  abreviation,  les  six  elements  elliptiques  de  la 
planete. 

Remarque.  — L'arc  IIM'  etantegal  a  I'anomalie  moyenne,  on  a 

rmZ-f-M'M; 

la  quantite  M'M  est  ce  qu'on  appelle  Vequation  du  centre;  c'est  ce  qu*il  faut 
ajouter  a  ranomalie  moyenne  pour  trouver  Tanomalie  vraie,  ou  a  la  longitude 
moyenne  pour  obtenir  la  longitude  vraie;  si  nous  la  representons  par  Cf  nous 
aurons 

(a3)  C=^iv^Ky 

et  il  en  resultera 

(a4)  !  oil 

33.  Revenons  a  la  y?^.  i4;  prolongeons  Tare  de  grand  cercle  sM  jusqu'k  sa 
rencontre  en  H  avec  le  grand  cercle  xy\  la  droite  OH  sera  la  projection  du  rayon 
vecteur  rsur  le  plan  des  xy.  Posons 

^  H  =  (', ,         HM  =  s ; 

^1  et  s  sont  la  longitude  hdiocentrique  et  la  latitude  heliocentrique  de  la  planete, 
et  constituent  avec  rses  trois  coordonnees  polaires. 

Le  triangle  spherique  MHN  est  rectangle  en  H;  on  a  dans  ce  triangle 

on  en  conclut 

(a5)  tang(r,  —  B)^.  cos9lang(r  —  B), 

(e)  sin5  =  sin9sin(r— 0); 

ces  formules  permettront  done  de  calculer^^,  et  s. 

Lorsque  I'inclinaison  (p  est  petite,  et  c'est  le  cas  usuel,  on  calcule  generale- 
mont  r,  d'une  autre  facon ;  on  sait  qu'on  deduit  de  Tequation  (  aS) 

lang'  -^                            lang*  -^ 
(r,_9)  —  (v—0) ; — ^  sin2  (r  -  0)  -\ ^  sin4  (<'  -  ^)  -.  •  •  : 
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on  peut  done  Serine 

I  lang«  2  tang*  | 

( f\  J  P  = -' — 7-  sina(('  —  9)  -h  -  .   -2-  sin4(<'  —  9)  — . .  •  , 

^/^  y  sini'  sma"         ^  ^ 

ces  formules  permettront  de  calculer  r,  tres  facilement;  la  quantite  p,  qui  est 
tres  petite  dans  le  cas  consider^,  se  nomme  reduction  a  recUptique. 

34.  Maximum  de  r^quation  du  centre.  —  L'equation  du  centre  c  est  une 
fonction  de  la  variable  X,  et  du  parametre  €\  cette  fonction  s'annule  pourJJ  =  o 
et  JJ  =ir,  quel  que  soite;  entre  ces  limites  de  X,,  elle  est  d*ailleurs  positive, 
car  on  voit  aisement  que  Ton  a  JI<i/<  (v;  elle  passe  done  par  un  maximum, 
et  c'est  ce  maximum  que  nous  nous  proposons  de  determiner. 

On  a 


„ ^  —  1   div         I       J  div         c  d^sji  —  e- 


dC 


on  aura  done,  pour  le  maximum. 


1 


Les  expressions  connues  de  r  en  fonction  dcueiw  donnent  ensuite 


cosw  = 


COSW=r  — 


I 

-(I- 

.•)» 

e 

-.■)'. 

cosu  est  positif  et  cosm^  negatif;  il  convient  de  poser 


2  2 


on  aura  done 


.      ,       i-(i-e«)^ 
sinw' "     — 

(26) 


s 

J  \  * 


Ces  formules  feront  connailre  u'  et  «^' ;  on  aura  ensuite 

C  ^=  iv  —  n  -h  e  sin  m, 
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(27)  C  =  u' -h  w' -^e^ I  —  sin* u' . 

Si  e  est  petit,  les  formules  (26)  donneront  pour  sinw'  et  sinw^'  des  expressions 
que  Ton  pourra  developper  en  series  tres  convergentes  suivant  les  puissances 
de  e;  ces  series  commenceront  a  la  premiere  puissance  dee;  on  en  conclura  les 
developpements  analogues  de  u\  m/,  et  du  maximum  c  par  la  formule  (27). 

On  trouve  ainsi 

48  5iao  229376 

On  peut  tirer  de  cette  relation  la  valeur  de  Texcentricite  en  fonction  de  la 
plus  grande  equation  du  centre;  on  trouve 

2  2*. 3  2". 3. 5  2". 5. 7. 9 

cette  formule  a  ete  employee  pendant  longtemps  au  calcul  des  excentricit^s  des 
orbites  planetaires. 

35.  Mouvement  parabolique  des  com^tes.  —  Si  Ton  suppose  infinie  la 
constante  a  qui  figure  dans  I'integrale  (B)  des  forces  vives,  le  coefficient  de 
cos(&  —  (o)  dans  la  formule  (4)  devient  egal  a  I'unite.  La  trajectoire  est  une 
parabole  ayant  le  Soleil  pour  foyer;  c'est  le  cas  du  plus  grand  nombre  des  co- 
metes.  On  a  alors,  en  representant  par/?  le  parametre  de  la  parabole, 

(28)  rirz f , 

(29)  '''^-v/fifp; 

w  est  la  distance  angulaire  de  la  comete  a  son  perihelie  (le  peribelie  n'est  autre 
chose  que  le  sommet  de  la  parabole). 

Le  calcul  de  r  et  fv  en  fonction  de  t  est  essentiellement  different  de  ce  qu'il 
etait  pour  les  planetes. 

L'elimination  de  r  entre  les  formules  (38)  et  (29)  donne 

\/(udt  =1  — — div 

4  cos*  — 

2 
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ou  bicn 

i 


-^dt=  ( n-  lang' —  j  rf tang — ; 


d'oii,  en  integrant  et  designant  par  t  Tinstant  du  passage  de  la  comete  au  peri- 
helie, 

(3o)  i^(/_T)  =  lang--4-ilang»-. 

Cette  equation  donnera  w  en  function  de  / :  apres  quoi  la  formule  (28)  fera  con- 
naitre  r.  Ayant  obtenu  ainsi  r  et  w^  on  passera  au  calcul  des  coordonnees  rec- 
tangulaires  x,y^  z  de  la  comete  par  les  memes  formules  que  pour  les  planetes. 
Pour  suivre  Tusage  adopte  par  les  astronomes,  il  convient  d'introduire,  au 

lieu  de/7,  la  quantite  q==  -y  qui  represente  la  plus  courte  distance  de  la  co- 
mete au  Soleil,  et  que  Ton  nomme  simplement  Isl  distance perihelie.  On  a  ainsi  cet 
ensemble  de  formules 

tang  -  ^  i  tang*  -  =: -^  (/ -  T), 

cos*  — 
a 

XTzir[co%Ocos(v  —  0)  —  sin0sin(c  —  (?)coS9], 
j  =  r[sin^cos(i'  —  Q)  4- cos 0 sin (i'—-  Q)  COS9], 
Z'=rsm(v  —  0)sin9; 

la  formule  (7)  donne  d'ailleurs  pour  la  vitesse  V  de  la  comete  cette  expression 
tr^s  simple 

On  obtiendra  ainsi  a?,  y^  z  en  fonction  de  /  et  des  cinq  constantes  arbitraires  ou 
dlements  paraboliques  0,  ^ ,  tzr,  y,  t. 

La  signification  des  elements  0,  ^ ,  tzr  et  t  est  la  meme  que  pour  les  planetes. 


{g) 


Remarque.  —  La  fonction  tang — h  |  tang'—  croit  sans  cesse  avec  w\  elle  est 

nuUe  pour  iv  =  o  et  infinie  pour  iv  =  u ;  done  la  premiere  des  formules  {g) 
donne  toujours  pour  w  une  valeur  et  une  seule,  comprise  entre  o  et  it  u,  selon 
que  Ton  a  /^t.  On  voit  que  la  determination  de  w  est  ramenee  a  la  resolution 
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d'une  equation  du  troisiemc  degre  dans  laquclle  Tinconnue  est  tang-*  Dans  la 

pratique,  on  cvite  la  resolution  dc  cctte  equation  du  troisieme  degre  en  la  rem- 
pla<;ant  par  le  syst^me  suivant : 

(3i)  3ii^£z;I, 

(32)  dSL  ^  ^ -  (^lang  3  H-  }lang»-j, 

oil  dPL  est  une  quantite  auxiliaire. 

On  construit  une  Table  numerique  donnant  la  valeur  de  la  fonction  OR/  de  w, 
determinee  par  la  formule  (32),  pour  des  valeurs  equidistantes  de  I'argument  sv\ 
une  fois  cetle  Table  construite,  on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  w  qui  repond  a 
celle  de  OTL  determinee  par  la  formule  (3i). 

La  Table  en  question  sera  la  meme  pour  toutes  les  cometes,  parce  que,  leurs 
masses  etant  tres  petites  et  absolument  negligeables  devant  celle  du  Soleil,  on 
pent  prendre  (ii=  i ;  des  lors,il  n'entre  rien  dans  la  formule  (32)  qui  se  rap- 
porte  a  telle  comete  plutot  qu'a  telle  autre. 

36.  Th6or&me  d'Euler.  —  On  doit  a  Euler  une  expression  des  plus  remar- 
quables  pour  le  temps  s  que  met  une  comete,  dans  son  mouvement  parabolique, 
a  passer  d'une  position  P  a  une  autre  P';  cette  expression  contient  seulement, 
etd'une  maniere  tres  elegante,  la  sommer-i-/  des  rayons  vecteurs  menes  du 
Soleil  aux  points  P  et  P'  et  la  corde  a  =  PP'  qui  les  joint. 

Soit  w'  la  valeur  de  w  qui  repond  au  point  P' :  nous  regarderons  w  et  w'  comme 
positifs  apres  le  passage  au  perihel^e,  comme  negatifs  avant,  et  noils  suppose- 
rons  w'^w.  En  retranchant  1  equation  (3o)  de  Tequation  analogue  pour  le 
point  P',  on  trouve,  en  faisant  pour  abreger  Tecriture  k  =  \/f[jL, 


-^  G  =  lang  ~  -  tang  -4-3  (^lang»  —  -  tang'  -  j 


ou  bien 


(33)  _e  =  ^^iang~  -tang-j  |^3  |^i  4- tang- tang— j -*- (^lang- -  tang- j  J 

On  a  d'ailleurs 

(34)  '•^-S'         '•'--^' 

2  cos*—  2  cos*  — 

2  2 

0"*  z=  /•'  -4-  r'*  —  2 rr'  cos(  w'  —  w)  ^=  (/•  4-  /•')*  —  !\rr'  cos* 


2         '' 
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d'oii 


«''  —  w 


(35)  2  ^rr'  cos =±.  ^'{r  -h  r'  4- a)  (r-H-  /''—a); 

on  devra  prendre  le  signe  +,  si  Ton  a 

w'  —  iV  <C  TT, 

et  le  signe  — ,  si  Ton  a 
Posons  pour  un  moment 

(36)  j,.-Hr'-Ha  =  A, 

et  remplaQons  dans  (35)  ret  r'  par  Icurs  valcurs  (34);  nous  aurons 

«/ —  w 

cos- 


,  —^^ > 

COS  —  COS  —  '^ 

2  a 


d'oii 


(37)  ,4-lang- tang—  =±i— 

On  tire  ensuite  des  formules  (34) 


r-^-r' 


=  M  3+  teng«  -  +  tang*  -  j 


ou  bien,  en  ayant  ^gard  aux  relations  (36), 

Ah-B 


=  a(n-tang-UngY  )  +  (»ang— —  tang-j  j 


cela  pent  s'^crire,  k  cause  de  (37), 


±-5^  =  (^tang-  -  tang- j  ; 


w'         .  w 


d'oii,  en  remarquant  que  tang tang-  est  positif  par  hypothfese, 

(38)  lang-— lang-  -  i— ^^i — 

II  ne  reste  plus  qu'a  porter  dans  (33)  les  expressions  (37)  et  (38).   On 
T.  —  I.  i5 
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trouve 


1  \/p       \ 


On  voit  que  le  diviseur^^  disparait,  et  il  reste  simplement 


6k(B  =  A^zpB\ 


ou  bien,  en  rcmpIaQant  A  et  B  par  leurs  valeurs  (36), 

(A)  6A-G  =  (r 4- r'-4-a)*'ip(rH-r'- (7)'; 

c'est  la  formule  d'Euler  que  Ton  attribue  souvent,  mais  a  tort,  a  Lambert;  Euler 
Ta  donnee  le  premier.  On  a  vu  plus  haul  comment  le  signe  ambigu  ±  doit  etre 
fixe  dans  chaque  cas. 

II  convient  d'insister  sur  cette  formule;  on  pouvait  exprimer  a  priori  w  et  iv' 
a  Taide  de  r-+-  r',  de  a  et  dcp;  la  formule  (33)  devait  done  donner  pour  G  un 
resultat  de  cette  forme 

ce  qu'il  y  a  de  remarquable  dans  la  formule  (A),  e*est  d*abord  la  maniere  dont 
y  entrent  les  quantites  r-H  r'  et  a;  mais  c'est  surtout  le  fait  que  p  n'y  figure 
plus. 

C'est  la  raison  du  role  fondamental  que  joue  cette  formule  dans  la  belle  me- 
thode  d'Olbers  pour  la  determination  des  orbites  paraboliques  des  cometes. 

37.  Mouvement  hjrperbolique.  —  Si  Ton  suppose  negative  la  constante  a 
qui  figure  dans  Tintegrale  (B)  des  forces  vives,  le  coefficient  de  cos(0  -co) 
dans  la  formule  (4)  est  superieur  a  I'unite,  et  la  trajectoire  est  une  hyperbole 
dont  le  Soleil  occupe  un  foyer.  Ce  cas  parait  etre  realise  pour  quelques  cometes ' 
et  surtout  pour  certains  bolides.  Nous  supposerons  Tastre  en  mouvement  sur  la 
branclie  d'hyperbole  qui  tourne  sa  concavite  vers  le  Soleil;  le  mouvement  ne 
pourrait  avoir  lieu  sur  Tautre  branclie  que  si  la  force  emanee  du  Soleil  etait  re- 
pulsive. Nous  n'examinerons  pas  ce  dernier  cas,  quoiqu'on  ait  a  le  considerer 
dans  la  theorie  de  la  figure  des  cometes  (Bessel,  Faye,  Roche,  Bredichin,  etc.). 

La  formule  (4)  nous  donnera 

—  a(e«~i) 

on  obtiendra  les  points  de  la  branche  considerec  en  supposant  que  iv  varie  de 
—  (it  —  arc  cos  -j  a  -+-  ( ii  —  arc  cos  -  j ;  toutes  les  valeurs  de  r  seront  positives. 
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Cela  pose,  pour  obtenir  les  formules  du  iiiouvement  hyperbolique,  nous  pou- 
vons  partir  de  cclles  du  inouvcmcnt  clliptique 

u  —  e%vciu  —  ^^—^  (^  — t), 

a\Ja 


r  r=  a(i  —  ecosw), 


et  nous  les  transformerons  en  posant 


u 


I 


a  =:  —  Off  U  =z  .    . , 


a^  d^signant  une  quantite  positive  et  u^  une  quantite  reelle. 
Soit  E  la  base  des  logaritbmes  neperiens;  nous  aurons 


E«t  —  E-««  E«i  4-  E-»t 

Sm  U  -n ==—  y  COS  U  = 

u  _      I      E»»  — I 
*^"^  2  -  ^  E-.  -f--i ' 


et  il  en  resultera,  en  cboisissant  convenablement  le  signe  du  radical  qui  figure 
dans  tang-) 


2 

E-.  —  E-».  v^i>  , , 


(^')  j    /•-=«,( 


E».  -h  E-". 

e     — I 


w  le  -\- 1  E"'  —  I 


On  pent  introduire,  au  lieu  de  i/,,  une  variable  auxiliaire  i  definie  par  la 
formule 

d'oii 

E».  -^  E-».  =:  -^  >  E»i  —  E-».  m  a  lang.f, 

cos.y  ® 

E».  —  I  ,        i 

tz =:lang-; 

E"i  -+-  I  ^2 

si  Ton  introduit  en  outre  la  quantite  auxiliaire  /i,  =4/-^  et   e  =gt  — /2,t, 
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on  trouvera,  en  partant  des  formules  (c'),  cet  ensemble  de  relations 


id') 


e  lang^  —  log  tang  (  y 


2 


r=za^ 


tang  —^  =  \/  - — -  tang  - , 


=  4/l±I 


a7  =  r[cos0cos(i'—  0)  —  sin  Q %\n{v  -—  Q)  COS9], 
y  =  r[sin0cos(i'—  9)  -\-  cos 6  sin (i^  —  0)cos9], 
z  =z  rsin(p  —  6)  sincp. 

La  seconde  de  ces  formules  permettra  de  calculer  Tinconnue  auxiliaire  §  qui 
remplace  Tanomalie  excentrique;  on  obtiendra  ainsi  les  coordonnees  rectangu- 
laires  heliocentriques  exprimees  en  fonction  du  temps  t  et  des  six  Elements 
hyperboliques  0,  ^,  trr,  e,  a,,  e. 

38.  Determination  des  616ments  du  mouvement  elliptique  d'une  pla* 
n^te,  connaissant  la  position  et  la  vitesse  de  la  plan^te  It  un  moment 
donn6  ^o-  —  Cette  question  se  presente  tres  souvent  en  Astronomie.  Soient 

^o»  Jo>  ^o>   ^0  =  sl^l  '^yl''^  ^l   'cs  coordonnees  de  la  planete  a  I'epoque  /, 
et   xl  =  i-^\  9   y^  =  l-^\  y    z\  =  i-^\     les   composantes    de    sa    vitesse 

Vo  =  ^^'0  -^yo-^  ^0%  au  meme  instant. 
Commencons  parune  question  accessoire  : 

Exprimer^  a  Vaide  des  elements  du  mouvement  elliptique^  les  trois  constantes  C, 
C,  C*'  des  integrales  des  aires,  integralcs  (A)  du  n°  29. 

On  a  done  ces  formules 

^     '  '^  dt  dt  dt  dt  dt       ^  dt 

Soit  Q  le  point  oil  la  sphere  de  rayon  i,  ayant  pour  centre  le  centre  0  du  So- 
leil,  est  percee  par  la  normale  au  plan  de  Torbite,  menee  d'un  tel  cote  qu'un 
observateur  place  les  pieds  en  0  et  la  tete  en  Q  voie  le  mouvement  de  la  pla- 
nete s'effectuer  de  sa  droite  vers  sa  gauche.  Je  dis  qu'on  aura,  dans  tons  les  cas, 
en  grandeur  et  en  signe,  les  formules 

(39)  C=ccos(Q^),        C'  =  ccos(Q/),        C^ccosCQ;;), 
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oil  c  (lesigne  la  quantite  essentielloment  positive  yftJ^/?.  qui  represente,  comme 
on  Ta  vu,  le  double  de  Taire  decrite  dans  Tunite  de  temps  par  le  rayon  vecteur  r 
de  la  planete. 

II  suffira  de  demontrcr  Tune  des  formules  (Sq),  la  derniere  par  exemple; 
soient  /^  la  projection  de  r sur  le  plan  des  x,y,  &"  Tangle  que  fait  f'  avee  Ox,  S" 
Taire  decrite  a  partir  d'une  certaine  position  par  le  rayon  r'';  on  aura 

d'oa 

dt       -^  dt  dt  dt 

On  voit  que  C"  represente  ±:  le  double  de  Taire  decrite  dans  Tunite  de 

temps  par  le  rayon  /^,  suivant  que  -^  est  positif  ou  negatif,  c'est-a-dire  suivant 

que  le  deplacement  de  r"  s'effectue  dans  le  sens  xy,  ou  dans  le  sens  yx.  Mais 

I'aire  S"  est  la  projection  de  I'aire  plane  S  decrite  par  r;  le  rapport  ^  est  done 

egal  au  cosinus  de  Tangle  que  fait  le  plan  de  Torbite  avec  le  plan  des  xy,  et 
Ton  a,  au  signe  pres, 

(4o)  C  — CC0S(Q5). 

Or,  si  Tangle  (Qs)  est  aigu,  le  mouvement  de  /'  s'effectue  dans  le  sens  xy\ 
il  s'effectue,  au  contraire,  dans  Ic  sens  jx  si  Tangle  (Qs)  est  obtus;  done  C" 
et  cos(Q5)  sont  toujours  de  meme  signe,  et  la  formule  (4o)  est  generate. 

Si  Ton  considfere  maintenant  Ics  triangles  spheriques  QNj:  et  QNj,  N  desi- 

gnant  le  noeud  ascendant  de  Torbite,  et  si  Ton  remarque  que  QN  =  ->  Tappli- 

mm 

cation  de  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonometric  spherique  donne  imme- 
diatement 

Icos(Qx)  =:sin9sin9,  cos(Q7)  ~  —  sin<pcos9; 

on  a  d'ailleurs 
C0S(Q5)  =::C0S<p. 

Les  formules  (39)  et  (40  nous  fournissent  done  les  relations  clierchees, 

C  =/^- 5^=      V/1>^sin?sin9, 
{k)  [  QJ  —  z -j^ X  -^  =  —  yjiiip  sin 9  cos 0, 
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Nous  allons  ecrire  de  nouveau  les  integrales  (C)  du  n**  29,  mais  sous  one 
forme  un  pcu  difTerente,  en  remarquant  que  I'on  a  identiquemenl 


^  dt    ^  dt  -  dt  y" 


•  • 


nous  trouverons  amsi 


dx 
dt 

-4f 

-hi 

dt, 

)-- 

fdx*       dy* 
\dt*  ~^  dt* 

-h 

dz* 
dt* 

1 

1'= 

fF 

X 

r 

xY*- 

dr  dx 

^'diHl' 

Cela  pose,  les  formules(^)  et  (G)  appliquees  a  I'epoque  /«  donnent 

(  C   =^0'*o  —  '•O  / 0  » 

Li    ^^  Zq  Xq ^0*^0' 

C   =-  «2?oXo  —  yo^Qy 

(/)  (F=rf^|'+C'*'.-CY., 

F  =  ff*  f'  +  C'x',-  C  < , 
1  F'-=fHj:+C/.-C'x;; 

ce  qui  determine,  en  fonction  des  donn^es,  les  valeurs  des  six  constantes  C, 
C,  C",  F,  F,  F';  on  aura  ensuite 


(m)  v^f/x/?sin<psin0  =  C,       \^i'ixps\n(^cos6=i  —  C        v^f/xp  cos  9  =  C , 

d'oii,  sans  ambigu'ite,  les  valeurs  des  quantites/?,  <p  et  G. 
La  formule  (7),  appliquee  aTinstant  /©,  donne  d'ailleurs 

d'ou  le  demi  grand  axe  a  de  I'ellipse;  on  a  ensuite 

(o)  e*-i—lp, 

ce  qui  fait  connaitre  Texcentricite. 

Nous  appliquerons  maintenant  lesformules  (C,)  au  momenta  ou  la  planfete 
passe  a  son  perihelie;  nous  designerons  par  X|,  Y|,  Z|  les  coordonn^es  de 
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cc  point,  et  par  r,  =  a(i  —  e)  =  VXJ -^  YJ  4- ZJ  la  distance  perihelie.  Nous 
aurons,  a  ce  moment,  ^  =  o,  puisque  r,  est  un  minimum. 
La  formule  (7)  donne  d'ailleurs 

d'oii 

Les  formules  (Ci)donneront  done 

,   X  X,  F  Y,  F  Z,  F^ 

r,  f|x  /•,  (ix  r,  f/x 

Remarquons  en  passant  qu*il  resulte  de  la  une  representation  geometrique 
simple  des  constantes  F,  F',  F";  ecs  quantites  sont,  en  effet,  les  projections  sur 
les  axes  d'une  longueur  egale  a  ffxe  portee  sur  le  grand  axe  de  I'ellipse  a  partir 
du  foyer  0,  dans  la  direction  du  centre. 

On  deduira  des  formules  (42)  les  cosinus  directeurs  du  rayon  mene  au  peri- 
helie; mais  il  est  preferable  d'obtenir  la  longitude  xs  du  perihelie.  Or  les  for- 
mules (d)  donnent 

—  =cos6cos(bj  —  0)  —  sin 9  sin (bj—  0)  cos 9, 

Y 

('»3)  /   —  ==:sin(/ cos(nj  — ^) -H  cos(/sin(Bj  — (?)  coscp, 

'1 


\  '•1 


—  — ^  sm(GT—  0)  sin9; 


X  Y 

en  portant  les  valeurs  do  —  et  de  —  dans  les  deux  premieres  formules  (42),  et 

r^solvant  par  rapport  aux  inconnues  e  cosher  —  0)  et  esin(tjs  —  0),  il  vient 

if/xecos(BJ—  0)  ---  —  FcosO  —  F'sin9, 
-        .    ,  .,  Fsin9  — Fcos(? 

•^  cos  9 

On  aura  done  sans  ambiguite  e  etcy;  la  valeur  ainsi  trouvee  pour  e  devra 
coincider  avec  celle  qu'a  donnee  la  formule  (o). 

Reste  a  calculer  la  longitude  moyennc  de  Tepoquci  e;  on  aura,  en  desi- 
gnant  par  u^    I'anomalie  excentrique   et  par  ^^  la  longitude  dans  Torbite, 
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pour  t  =  Iq, 


tang  'ii!  =  y/i-_  ung -^V- ^ 


II  n'y  a  plus  qu'a  trouver  Vq\  or  on  tire  aisement  des  trois  dernieres  for- 
mules  (rf) 

('■)  \        ,    ,         ^.       —  ^ToSinO-^  rocos0        z^ 

\  ^  '  C0S9  Sin  9 

ce  qui  donnera  v^  et  aussi  r©  qui  est  deja  connu. 

Les  formules  (/),  (m),  (n),  (o),  (/?),  (^),  (r)  font  connaitre  les  valeurs  des 
elements  cherches,  a,  e,  y,  G,  gj,  e. 

La  solution  obtenue  ne  laisse  rien  a  desirer  au  point  de  vue  de  la  rigueur;  il 
est  possible  d'abreger  les  calculs  numeriques  et  d'obtenir  des  verifications  des 
calculs,  autres  que  celles  que  nous  avons  indiquees ;  mais  nous  n'insiste- 
rons  pas. 

39.  Determination  des  616ments  du  mouvement  parabolique  d'one  co- 
mMe,  connaissant  la  position  et  la  vitesse  de  la  comMe  it  on  moment 
donn6  <o-  —  Les  donnees  devront  verifier  la  relation 

'0 

Les  formules  (/)  et  {m)  determineront  sans  ambiguite  les  elements  9,  0  et 

'  2 

On  trouvera  de  meme  xs  sans  ambiguite  par  les  formules  que  Ton  deduit 
de  (/?),  en  y  faisant  e  =  \,  savoir 

if /JL  cos  (bj  —  6 )  —  —  F  cos  ^  —  F'  sin  0, 
.      .    ,         .,           Fsin0  — F'cos^ 
fa  s!n(cj-— 0)  =      : 
^                                      C0S9 

si  cos(p  est  petit,  on  pourra,  pour  avoir  plus  de  precision,  calculer  par  la  for- 
mule 

F' 

(/?,)  fasin(cj--^)nz: — , 
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z 

qui  se   deduit  de  la  derniere  dcs  relations  (4^),  en  y  rcmplagant  -7  par 

Les  formules  (r)  donneront  i'o,  apres  quoi  on  tirera  de  la  premiere  des  for- 
mules  (g) 


(^1 )  T  ^  ^0 -  ^^  I  tang  -^-  4- }  tang'  ^ 


Ic  probleme  sera  done  resolu  par  Tensemble  des  formules  (/),  (/w\  (/?,)  ou(/?2\ 
(r)  et(y,  ). 

40.  Hodographe.  —  Hamilton  a  resolu  la  question  suivante  : 

Par  le  centre  0  du  Soleil,  on  mene  des  droites  egales  et  parallcles  aux  vitesses 
d'une  planete  ou  d'une  comete  dans  les  divers  points  de  son  orbite.  On  demande 
de  trouver  le  lieu  des  extremites  de  ces  droites;  ce  lieu  se  nomme  V hodo- 
graphe. 

Partons  des  integrales  (C),  etsupposons,  pour  simplifier,  que  Ton  ait  choisi 
leplan  del'orbitepour  plan  des  j:/,  Taxe  des  j?  passant  par  le  perihelie.  On  aura 


^  :^  O,  ('  iz:  O,  (y  —  O,  (7  —  \/ffJL/>  rrz  C  ; 

les  formules  (42),  dans  lesquelles  on  a  maintenant 

X,  Y,  Z, 

rx  rx  r, 

donneront 

les  equations  (^C  )  deviendront  done 

g,       Y  dx 

^  r  dt 


Mais  les  coordonnees^r', y  du  point  de  Thodographe  qui  repond  au  point»(j',  r) 

r/.r     ^  dv 

—  et  — ^ 

dt  ^  dt 


ont  respectivement  pour  valeurs  777  ^^  -77*  0"  »"'*»  <'^nc 


.r 


^f^y.  =^/-ff^^> 


V 

fa—  =  —  c.r'; 


T.  -  I. 


16 


122  CHAPITRE   VI.     —    HODOGRAPHE. 

d'ou,  en  elevant  au  carre  et  ajoutant,      , 


X 


fl 


(/-v?y='f 


Done  riiodographe  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur  la  perpendiculaire 
menee  par  le  centre  du  Soleil  au  grand  axe  de  Tellipse,  ou  h  Taxe  de  la  parabola ; 

le  rayon  de  ce  cercle  est  i/  — >  et  Tordonn^e  de  son  centre  est  e i/  — • 

Dans  lay?^.  i5,  la  demi-circonference  A|B,  A',  repond  a  la  demi-ellipse  ABA'; 
dans  le  cas  de  la  parabole,  Thodographe  est  tangent  a  Taxe  au  foyer;  enfin^ 
pour  rhyperbole,  I'hodographe  ne  coupe  pas  Taxe  transverse. 

Fig.  i5. 


/ 


/ 


A'r- 


M.  Darboux  a  montre  tout  recemment,  d'une  maniere  trfes  ^I^gante,  que  la  con- 
sideration de  rhodographe  permet  d'ecrire  presque  immediatement  les  trois  in- 
tegrales  (C);  nous  renverrons  le  Iccteur  a  une  Note  qu'il  a  publiee  sur  ce  sujet 
dans  le  Bullelin  astronomique  (t.  V,  p.  89V 
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CHAPITRE  VII. 

INTEGRATION  DES  EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  DU  MOU VEMENT  ELLIPTIQUE 

PAR  LA  METIIODE  DE  JACOBI. 


41.  Ccs  equations,  qui  ont  ete  donnees  au  n"  28,  peuvent  s'ecrirc 


(«) 


<Pa:        dV 
dl*        dx' 

d*y       dV] 
dt*       dy ' 

dz 

en  posant 

u     ^f*     - 

m 

r           y/^ 

-|-7*H-5«' 

ce  sont  les  equations  difierentielles  du  mouvement  d'un  point  materiel  libre,  do 
masse  i,  la  fonction  des  forces  etant  representee  par  U. 

Si  nous  nous  reportons  au  n®  7  dc  Tlntroduction,  nous  voyons  qu'il  nous  suf- 
fira  de  trouver  une  fonction  S  de  /»  x,y,  z  et  de  trois  constantes  arbitraires  a,, 
ots,  a,,  verifiant  identiquement  Tequation 

alors  on  aura,  pour  determiner  x,  y^  Zy  les  formules  suivantes  : 

^'^  d^,=^"       5^.=P"       5^==P- 

Pour  trouver  plus  commodement  la  fonction  S,  il  convient  de  remplacer  x, 
J,  3  par  les  coordonnees  polaires  r,  ^,,  5,  rayon  vecteur,  longitude,  latitude, 
au  moyen  des  formules 

(i)  XT^  rcoss  cosi'i,        j'lz:  r  cosisini'i,        5  =  rsin.v. 
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On  trouve  sans  peine  que  Tequation  (b)  doit  elre  remplacee  par  la  suivante  ? 

Cette  derniere  ne  contenant  explicitement  ni  ^  ni  t',,  nous  ferons 
S,  ne  reniermant  plus  explicitement  ni  /  ni  ^i ;  nous  aurons 

•dt  ~       ""''  dr        dr'         dv,  -  ""''         ds~^  ds' 

et  Tequation  (2)  deviendra 

II  nous  resle  a  trouver  une  solution  de  cette  equation,  fonction  de  r,  5,  et 
d'une  nouvelle  constante  arbitraire  a,;  nous  pouvons  fairc 


-T-i  \  4 ^—  —  «; 


/ds,y      «;       2^' 

s'il  est  possible  de  verifier  ces  relations.  I'equalion  (4)  sera  elle-meme  satisfaite 
Or  on  a 


as 

ds 


y    *     cos*,? 


dSt       ,   /  2/r*       «; 

la  premiere  de  ces  expressions  ne  depend  que  de  s,  la  deuxieme  que  de  r;  on 
pent  done  prendre 

Adoptons  zero  et  r^  comme  limitcs  inferieures  des  deux  integrales;  nous  trouve- 
rons,  eu  egard  a  la  formule  (3), 


(5)  S --  — ai/ 4- aji' 


.  +  /y^3«.+ ^-^  -  ^ rf,-H /"  ^1- ^*. 
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•    La  limitc  r^  est  arbitraire;  nous  la  prendrons  egale  a  la  plus  petite  des  deux 
racines  de  Tequation 

(6)  a«,4-  — -^  r^o; 

on  voit  qu'clle  sera  une  fonction  des  deux  constantes  a,  et  a,. 

Nous  allons  former  maintenant  les  equations  (c);  remarquons  que  Ton  a 

le  second  membre  de  cette  equation  se  reduit  a  sa  premiere  partie,  parce  que 
le  coefficient  de  ~  s'annule  d'apres  (6) ;  on  trouvera  de  meme 

et  les  formules  {c)  deviendront 

/^  dr 


(ci)  P,  =  -- 


I         /  2  k*       a* 


(e)  ?,=  ♦'.- 


I      cos'^i/  a! V- 

^  V  cos*  5 


Ces  equations  feront  connaitre  les  trois  coordonnees  polaires  r,,  i^^  et  s,  en 
fonction  de  /  et  des  six  constantes  arbitraires  ai,  a,,  a,,  ^i,  p,,  ^3.  II  est  inutile 
de  developper  les  calculs  qui  nous  feraient  retomber  sur  les  formules  trouvees 
dans  le  Chapitre  precedent;  nous  nous  bornerons  a  donner  la  signification  geo- 
metrique  de  chacune  de  nos  six  constantes. 

La  formule  (d)  montre  que  r  ne  pent  prendre  que  des  valours  rendant  positif 
le  premier  membre  de  Tequation  (6);  le  maximum  r^  et  le  minimum  r^  de  r 
seront  les  deux  racines  de  cette  equation,  que  Ton  pent  ecrire 

•i  «i  /•*  H-  a  At'  r  —  aj  =  o ; 
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on  en  conclut 


Or  on  a 


il  en  resulte 


ri  4-  /'i  — >         /'i  /'i • 


r,  =  a(i  —  e),         r^=  a{i  4-  e) ; 


«!==—  — ,         a,  =  A:  v/oCT— e« )  =k^p 


D*apres  la  meme  formule  (d),  quand  la  planete  passe  a  son  perilielie,  on  a 

'•^'•i,       Pi  =  — ^; 
si  done  t  designe  le  temps  du  passage  au  perihelie,  il  viendra 


La  formule  (e)  montre  ensuite  que  s  doit  varier  entre  des  limites  telles  que  la 

quantitc  aj \-  soit  positive;  or,  9  designant  rinclinaisonderorbite,  on  sail 

que  s  est  compris entre  —  (p  et  +^;  on  aura  done 


»l    _ 


*         C08*<p 

d'oii 

a,  =1  a|C0S9  =^  Arv^/?cos<p. 

La  formule  (e)  donne  p^  =  ^,,  pour  ^  =  o;  la  planete  passe  alors  par  un  de 
ses  noeuds.  Soit  0  la  longitude  du  noeud  ascendant;  on  pourra  prendre 

Avant  d'arriver  a  la  signification geometrique  de  la  constante  p,,  introduisons 
au  lieu  de  5  une  variable  auxiliaire  y],  definie  par  la  formule 

sin^  —  sin  9  sin  Y]; 

si  nous  nous  reportons  a  layfg^.  i4  et  a  la  formule  (e)  du  n®  32,  nous  verrons  que 
y]  reprcsente  Tare  NM  =  ^  — G;  e'est  ce  qu'on  appelle  Vargument  de  la  laii" 
tude;  cela  pose,  on  trouve 

P'  (is  __    r*        cossds         _    /*^  sin (^  cos f)  (in  _ 

I     i  I  »         ^^      ^0   v^cos»5  — cos'9      J^    v/sin'9COs»y3 
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la  formule  (/)  peut  done  s'ecrire 


au  perihelie,  r=:  r, ;  done  p,  est  egal  a  la  valeur  eorrespondante  de  yj,  e'est-Si-dire 
a  Targument  dc  la  latitude  du  perih^lie;  e'est  {fig*  i4)  1^  distanee  angulaire 
Nil  =  GT  —  G  du  noeud  ascendant  au  perihelie. 

Voici  done  finalement  le  systeme  canonique  d*elements  auquel  nous  sommes 
amenes  : 

Si  Ton  6gale  les  deux  expressions  /i(r  — t)  et  /i/-he  — ccr  de  Tanomalie 
moyenne,  on  voit  que  Ton  peut  ^crire  aussi 

^  n  k 
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CHAPITRE  VIII. 

RECHERCHES  DE  LAGRANGE  SUR  LE  PROBLfiME  DES  TROIS  CORPS, 


Lagrange  (*)  a  ecrit  sur  ce  sujet  un  de  ses  plus  beaux  Memoires  dont  nous 
croyons  devoir  reproduire  les  points  principaux;  nous  avons  surtout  en  vue  de 
donncr  une  idee  de  la  difficulte  de  la  question;  d'ailleurs,  certaines  recherches 
recentes  relatives  a  une  solution  approchee  du  probleme  des  trois  corps,  et  qui 
rentrent  directement  dans  le  cadre  de  cet  Ouvrage,  se  rattachent  d*assez  pres  au 
Memoire  de  Lagrange. 

Fig.  16. 


» 

c 

..'  / 

y 

/ 

r^ 

V 

y ' 

/ 

y 

42.  Soient  {fig.  iG) 

C,  C,  C  les  positions  des  trois  corps  a  Tepoque  /; 

r=  CT/,  /^^  C'C,  r"=  CC/  leurs  distances  mutuelles; 

m,  m\  m"  les  produits  de  leurs  masses  par  la  constante  f  de  I'attraction. 

Soient  encore 
x^  y,  z  les  coordonnecs  de  C"  par  rapport  a  (7  pris  pour  origine; 

of ,  y ^  z'  »  ('         »         (7 

x\y\z"  »  (7  ))  c 

ces  coordonnees  etant  comptees  parallelement  a  trois  axes  fixes  rectangulaires. 


)) 


O)  Lagrange,  OEuvrex,  t.  VI. 
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Si  I'on  forme  les  equations  diflercntielles  des  mouvements  absolus  des 
points  C,  C  et  C",  et  qu'on  retranche  deux  a  deux  celles  qui  correspondent  a  un 
ineme  axe,  on  trouve 


(0 


..'3 


(/;i  4-  m'  -¥-  m") 


y 


I  **        ^         *» 


t  I  '  I  K 

r  -+-("*-+-  m'4-  m  )  p^  -  m'  ^-  -^ -^  ^ — 


(^) 


ty 


^•fv  -+-(m4-//i'-h//r)^. 


»/» 


.*j 


-' 


4-  (//« -i-m'-i-  m')  -71 


—  /n 


I  ,.j  "^  ^./i  "^  ^.''S 


dt^ 


(3) 


4.  (m  -+-  m'-i-  m')  ^,-  -  m"  (^~  -h  ^ 


r^S 


-1-  ( m  4-  //«'  4- 


o, 


=  o, 


i-:o; 


o, 


—  o; 


=  0, 


—  o, 


=  0. 


On  a  d*ailleurs 


(5) 


r*=  J7*4- J*  4-  -5*, 

X  4-  Jt' 4- x' :=  O, 


/•'»  =  x'« 


/I    1     -'i 


r'*  =  x'*4-  v' 


-I'l. 


7  -Hr4-/  =0, 


i'H-^"  — o. 


Quand  on  aura  determine  les  valeurs  de  a/,  y,  z';  x",y,  5",  on  connaitra  les 
mouvements  relatifs  de  C  et  C!  par  rapport  a  C,  ce  que  Ton  cherche  en  Astro- 
nomie,  s'il  s*agit,  par  exemple,  de  determiner  les  mouvements  de  deux  planetes 
C  et  C  autour  du  Soleil  C;  on  n'a  introduit  x^  j,  z  que  pour  avoir  des  formules 
symetriques. 

Soient  a,  b,  c  trois  constantes  arbitraires;  les  integrales  des  aires  seront 


(6) 


cf, 


my  dt        "dlJ^m'Y    dt        "     dtJ^m'Y     dt        '     dt )  ~ 

I  /     dx  dz\         I    /  ,  d.c'         ,  ds'\         i    (  ,  dx'         ,  ds'\  _ 

mV  'd~t~'^Tt)'^m'V  ~di~'^  Ttj^m'y   lU  ~  "^    'dt  )  - ''' 

I   /     dy  dx\         \    [   ,dy'         ,  dx'\         i    /   ,  dr'         ,  dx'\  _ 

m Y  dt    ^mj'^m' Y  'tt  "^  Ti)'^iir'\f  'dt~y  Ht) - 


c. 


On  le  verifie  en  diflierontiant,  remplai^ant  Ics  derivees  secondcs  par  leurs  valeurs 

lirees  de  (i),  (2),  (3),  et  ayant  egard  a  (5). 

T.  -   1.  17 


I'io 

Posoiis  ensuite 


(7) 


f/j-'"        ffy" 


ct  designons  par  h  uiie  constaiite  arbitraire;  I'integrale  des  forces  vives  sera 

on  le  verifie  de  la  nieine  maniere  que  pour  les  integrales  des  aires. 

Si  Ton  tienl  compte  des  relations  (5),  onvoitquela  solution  du  probleme 
depend  de  six  inconnues  qui  doivcnt  etre  determinees  en  partant  d'un  sysleme 
de  six  equations  differentiellcs  simultanees  du  second  ordre;  on  connait  les 
qualrc  integrales  (G)  ct  (8);  il  en  resterait  /iiu'i  a  irouver. 

43.  Lagrange  dccuiiipuse  le  problt;mc  en  deux  autres  :  il  cherclie  d'abord  it 
determiner  en  fonction  du  temps  les  cotes  du  triangle  forme  par  les  trois  corps; 
en  supposant  cclte  question  resolue.  il  lui  reste  a  fixer  la  position  du  plan  du 
triangle,  el  I'orientation  du  triangle  dans  cc  plan.  II  introduil  los  notations  sui- 
vantes  ; 


(9)                      pi  ^  pr^  -'/'        ;.*; 

-7-.-'/.        7.-,^  =  ?-. 

d'oii  ces  identites 

(io)                                      ,/  +  9'+/-^o, 

±  +  sl.^iL  =  0. 

Soil  encore  pose 

(11)      ^/,^x'x' +//+;';",       -p 

-•r'j^+/'/  +  ''-.    —p'—xx'- 

un  en  conclut,  en  tenant  eotnpte  de 

(5). 

(13)                                         X  +  /^/'',           p' 

+  /*-'■''.        P+J''  =  r'', 

(.3,    p  '■■-:-'■■,  ,/  '^ 

■•+r'~r'-     ■         .      r•^-^'•-,■> 

:^ •       ^= ; 

Si  I'on  differentie  deux  fois  I'expression  (4)dcr',  on  trouve,  a  cause  de(7), 

I  ^iLl  -   '^-^      ^''y     ^     1 

■i  ~dt'-  ^  ■*'  dt^'  ^y  ~JF  ^  '  dt^  "^  "  ' 
d'oii,  en  remplacant  duns  le  second  membre  les  derivecs  secondes  par  leurs 
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valours  (i),  ot  tenant  compte  do  {i  i)  ol  (12), 


I  f/*r*        m  -h  //I'-i-  m' 


a    dl  r 


cl'apres  (9),  les  coefficients  dernp'  et  de  mp"  dans  le  second  membro  sont  egaux 
respectivement  a  —  mq'  et  -^-mq".  On  aura  done  ainsi 

4-  in"  {p  q  —  p'  q'  )^  //"*  -  o. 

Ces  equations  font  connaitre  les  valeurs  de  //-,  //^  //"^,  en  fonction  de  r,  r',  r", 
et  des  derivees  premieres  et  secondes  de  cesquantites  par  rapport  an  temps.  On 
en  conclut 


V 

dt^ 

r 

d^r'^ 
dt^ 

-h 

m 

-h  m' 

-+-//r 

I    >. 

1 

1    1 

d^r'* 
dt^ 

~Y- 

m  -h  m' 

-f-m" 

\    'X 

r" 

M« 

-h 

m' 

4- 

I 
3/n 

-f- 

1 
am' 

-f- 

I 

d^i'^ 

m 

dt^ 

4-  (m  -H  m'f-H  m")  (  --  H ^^-  H J— ) 


ou  bien,  en  ayant  egard  a  (8), 


ar//«\/;«        m'        /ii' /  '  \//jr        /;i'/  m'^ r^ ) 


-.h. 


Cetle  formule  coincide  avec  la  formule  (10)  du  n**  1.)  lorsque,  dans  cette  der 
nifere,  le  nombre  des  corps  se  reduit  a  trois  :  c'est  Tune  des  equations  fonda- 
mentaks  du  Memoire  de  Lagrange. 

44.  On  pent  poser,  en  designant  par  p  une  indeterminee, 

\       dl        -^    dt  dt  J       \       dt        '      dt  dl  )       ' 

^'•^^  I  r  Ti  ^  >   7/7  \^    dij  "  V^  -dl'  ^'  -dT-^^  d'l  )  -  P' 

/       dx'  dy'  dz!  \       (    ,  dx  ,  dy  ,  dz  \ 

V  dT^y  dj^'  di)   V  dt-^y  m-^'  ti)^^' 

car,  en  retranchant  la  seconde  de  ces  equations  de  la  premiere,  on  trouve 

,    dx"       .  ,.  dy  dz" 


I'i^ 
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ou  bien,  a  cause  do  (  >), 


—  or' 


dt 


—  V 


dy 
dt 


>." 


dz^ 

dt 


X 


dx' 

dt 


4-  > 


.n 


-ff 


dz^ 
dt 


—  o, 


ce  qui  est  une  idontite. 

On  tire  du  resto  des  relations  (i  i)  la  formule 


.r 


dx" 
dt 


^'f 


dt  "^  •'   777 


^t 


-ff 


dt 


d_p_ 
dt 


qui,  combinee  avec  la  premiere  equation  (T.))parvoie  d'addition  et  de  soustrac- 
tion,  donne  les  deux  premieres  des  formules  suivantes : 


(r6) 


dx' 
dt 

dx^ 
dt 

dx 
dl 

dx" 
di 

dx' 
dt 

,  dx 
dt 


X' 


X' 


x'-.- 


X 


X 


X 


y 


^  dt 

dy 

dt 


-/ 


dz^ 

dt 

dz[ 

dt 

dy  dz 

^  dt    ^      dt 

dt 

d^ 

dt 

dz 


K- 


dp 


2 


,  df 
^     dt 

dy' 


dp 

dt    '^ 

dp' 
dl-^^ 


=K- 


dt 

dp' 


dt 


= V-  -4-  0 


,dy 
y  -7- 
^    dt 


„i 


dz  __lf_ 

dt     ~9\ 


dt 

dp^ 
dt 


-P 


Remarquons  maintenant  que  les  coordonnees  des  points  C  et  C  rapportes  au 
point  C  ont  pour  valeurs  respectives  x",  y\  z"  et  -  x\  — y,  —2';  par  un 
point  fixe  0  {fig,  17),  menons  les  droites  OM',  ON',  OM",  ON'' ayant  pour  cosi- 
nus  directeurs 


X 


(•7) 


y 


,/ 


/•" 

r" 

/•' 

I    dx' 

I    dy' 

I    dz' 

~i7'  dt' 

It     dt  ' 

u'  dt 

x' 

I    dx" 

1    dy" 

I    dz" 

a"    (It  ' 

H- 

n"    dt   ' 

It"    dt 

pour    OM', 


pour    ON', 


pour    OM'', 


pour    ON"; 


nous  designons  par  M',  N',  W,  N''  les  points  oil  les  quatre  droites  percent  la 
sphere  de  rayon  i,  ayant  pour  centre  le  point  0,  et  nous  joignons  ces  points 
deux  a  deux  par  des  arcs  de  grands  cercles.  On  voit  que  la  droite  OM'  est  paral- 
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lele  a  CC%  tandis  que  OM"  Test  a  CC;  si  done  on  prend  00'  =:  CC",  00'  =  CC. 
le  triangle  000"  sera  egal  au  triangle  forme  par  les  trois  corps,  et  les  c6tes  des 


Fig.  17. 
o 


o'\~^  0- 


\ 


I ^ _ -• 


deux  triangles  seront  paralleles  deux  a  deux.  Les  droites  ON'  et  ON"  sont  res- 
pectivement  paralleles  aux  vitesses  des  corps  C"  et  C  dans  leurs  mouveinents 
relatifs  autour  de  C.  Le  point  0  est  fixe;  le  lieu  du  point  0"  est  une  certaine 
courbe.  Considerons  le  plan  qui  passe  par  la  tangente  a  cette  courbe  au  point  0" 
et  par  le  rayon  00";  c'est  ce  que'l'on  nomme  le  plan  de  Vorhite  du  point  0*  a 
I'epoque  t\  on  voit  que  ce  plan  coincide  avec  celui  du  grand  cercleM'N'.  On 
pourra  done  dire  que.  si  Ton  considere  les  orbites  relatives  des  corps  C  et  C^  par 
rapport  au  point  C,  les  plans  de  ces  orbites  relatives,  a  I'epoque  /,  seront  respec- 
tivement  paralleles  aux  plans  des  grands  cercles  M'^N"  et  M'N'. 
Cela  pose,  si  Ton  se  reporte  aux  expressions  (17),  on  trouve 

m'  r'  \      dt        '^    dt  dl  J        u'  di  u     dt 

cosM'N'=-;:^(.'^4-/^4-.'^j,     cosM'N--^,(^.'^4-j'^+.-^j 
ou  bien,  en  vertu  des  relations  (16), 


cosM'N'=^(^-p).        cosM'N-^,(^-^p) 


On  a  ensuite 


cosM'M'  =-  j^ix'a^'  +yy+  z'z')=  ■^,; 


enfin 

'^^^'^ '^    -       ,,'u'ydl     dt  '^  dt    dt  '^  dt    dt) 

Mais  on  trouve,  a  cause  de  (5), 

.       rfx'»      dy'*      dz'^      dx'*      df^      dz'* 


\dt  '^  dt  J       \dt       dt  )       \dt'^  dt  J  ' 


ri^l  aiAPlTHF.    VIII. 

(•t  il  <Mi  iTsnItc 

//«-f-//-«-~//» 

rosN  N    -   r—^ • 

a  //  // 

Pour  resiimer  re  (|ni  prccJMlo,  nous  posorons 

a'      ro8M'\r,         3'   .^rosM'V,        y'-cosM'V, 
a"      rosN'N%  .3'      rosM'N',         /"- cosM'N"; 


(|8) 


.  _   ....  _      —  I' 

• 

—  1*                                         - .  —  (• 

•4 

-  -  *   »                                            —  *   f 

(1*011 

,/t  -.t.'.Hr% 

//'*      :  V"  -A-  i\            //"*   _  i*  -4-  i''  ; 

nous  aurons  los  Ibrmules  Ruivantes : 


dp 

(IQ)  /    fi^-— -^^  3''=: 

^      ^' 
di         dt 

i  2v/(/>-^/?'')(r-f-«'')  ^v/(/^ -+-/>')  (^' -+-*'')' 

45.  Roportons-nous  a  Iay?/f.  17;  nous  voyons  quo  a\  fl',  y',  a",  P",  y"  sontles 
cosinus  cles  quatre  cotes  el  (les  deux  diagonales  d'un  quadrilatere  sph^rique 
M'>rN'N".  Or  ce  quadrilatere  est  determine  quand  on  donne  les  quatre  c6les 
et  seulement  une  diagonale  M'N",  car  on  peut  construire  alors  les  deux  triangleft 
splicriques  M'N'N",  M'M"N";  il  existe  done  une  relation  entre  les  six  quantites 
a',  P',  y'.  a",  P",  y";  cette  relation,  qui  sera  demontree  plus  loin,  est  la  aui- 
vante : 

I  i--(a'»-4-P'«-f-y'»-^-a"«-+-;3''«-+-7''»)H-2(a';3''y'  ,- a'?'y--h  a'?'v'-+- a'^^y") 
^     ^  \  -••a'»a''«-^?'«;3''«-4-y'«y''«-^a'a'';3'P''    -  :i;3';3''y'y'- ay'y'a'a"  —  o. 

Si  Ton  y  porte  les  expressions  (19)  de  nos  six  cosinus  et  que  Ton  pose,  pour 
abreger, 
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on  trouvera,  apres  un  calcul  assez  long  que  Ton  dirigcra  de  maniere  a  ordon- 
ncr  par  rapport  a  v,  v\  v"  et  aux  produits  de  ces  quantites  deux  a  deux, 

I    /  ,      dp'  dp"      dp'  dp      dp  dp'y 


^    i6V         (^t    dt        dt    dt  ^  dt    dt  )  ~    ' 


les  expressions  (21)  de  2, 1'  el  S'contiennent  p  au  premier  et  au  second  degre; 
done  Inequation  (B)  est  une  equation  du  quatrieme  degre  en  p,  dans  laquelle  p' 
ne  figure  pas. 

Les  quantites/;, /;',/>''sontdonnees  en  fonction  de  r,  r',r"par  lesforinules(i3); 
^,  1^,  /  peuvent  etre  exprimes  a  I'aide  de  r,  r',  r"  et  de  leurs  derivees  premieres  et 
secondesau  nioyen  desformules(i4)el  (i8)entre  lesquelleson  devraeliminera^, 
u'^  et  u"^.  Done  on  connaitra  finalement  Tinconnue  auxiliaire  p  en  Tonction 

,  ,       .,    dr    dr'    dr"    d^r    d*r'     ,  d*/' 

^^' ^'  ^'  ^ ' dt' -rr -di' -diS'  dt^  ""^ lu^^ 

Remarque,  —  La  premiere  des  Ibrmules  (21)  pent  s'ecrire 

"T- 


4,«V^,|'p(^.^^.).^,/^_^.^JV(////^/>>  4- />/>') 


dt  dt 


mais  on  trouve,  en  rempla^ant />,/;',  p"  par  leurs  expressions  (i3), 

(22)   p' p' -h p" p ~h pp' ^  \ (r  -t-  r' -r^  *'"){''  -^  r'  —r'')(r  ■  -  r' -r-  /•")(—  /'  4-  /'-f-  /•")  —  ffS 

cr  designant  le  double  de  la  surface  du  triangle  Torme  par  les  trois  corps;  il  vient 
done 

cela  prouve  que  les  quantites  £,  £'  et  l'"  sont  essentiellement  positives. 

46.  Diflerentions  la  premiere  des  formules  (i5 )  par  rapport  au  temps,  et 
remplacons  les  derivees  secondes  de  j/,y,  z\  x\  y\  z"  par  leurs  valeurs  tirees 
de  (2)  et  (3);  nous  trouverons 


-  m 


in 


,  f  xx' -^  fV  -h  zz'        x'^-^y-hz'*        x'x'-^y  y''^z'z''\ 
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ou  bien,  en  ayant  egard  a  la  definition  des  quantites/^et  q^ 

=  —  (/n  -4-  m'H-//r)/>7-f-  'n'  (^ p' q'  -h pq)  -^-  ni" (—  p" q" -^ pq), 

d'ou 

(C)  ^  -h  nipq  -h  m'p'q'  4-  m' p" q"  ^  o. 

Cette  equation,  qui  joue  aussi  un  role  important  dans  la  theorie  de  Lagrange, 
donne  ^  en  fonction  de  r,  r'  et  f . 

Nous  allons  chercher  maintenant  a  deduire  des  integrates  (6)  des  aires  une 
combinaison  qui  ne  contienne  que  les  distances  niutuelles  et  leurs  derivees; 
elevons  ces  equations  au  carre,  ajoutons-les,  et  posons 

(24)  A*»  =  a« 4- ^* -+- c« ; 

nous  trouverons 

II      n'      n"       2^^"       2^-'      1^' 

'  /n'        //J*        m  *        in  tn         in  in       mm' 

oil  nous  avons  fait,  pour  abreger, 

^      (     dz  dry     (  dx        dzy     (    dv         dxy 

°  ^V  di  ~  '  It)  -^  ['  dJ-'dl)  -^  ("^  -^  ^ j  ' 

/  ^x     ]  II-       /    /  dz'         ,  dy'\  /   „dz'         ,  dy'\       (  ,  dx'         ,  dz'\  (  „  dx'         ,dz'\ 


les  valours  de  11',  11",  W  et 'T"  s'cn  deduisent  par  des  permutations  d'accents. 
Les  expressions  de  11  et  ^*  sont  susceptiblcs  de  la  transformation  suivante 


w.(.'.wy-^'^')(^?;-f?;--^^^ 


di    dt  ) 


~\^  ^^^  liT  ^^  dt)  V     di  ^^  di  ^  -  di) 
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en  ayantegard  aux  formules  (4),  (7),  (1 1)  et  (ifi),  ct  aussi  a  la  relation 

dx'    dx^  d^  df  dz^    dz^  _   gi-.u't^u"^  _  _    ^ 

'dt    (ft  dt   "dt         dt     dt  "^  2  ~~ 

deja  rencontree,  on  peut  ecrire  encore  aiitrement  les  expressions  ci-dessus 
de  n  et  de  W. 

On  trouve  finalement 

I  dr'*  I  I  dv'^ 


dr"*  I  I  dp"* 


n"-  m"*,''-  ,••'«  '^ ,      w'^pU'-h  7  p'-  - 


Avec  ces  valeurs,  la  formule  (25)  devient 


^"^      1        ^  /ii'm'  V^'        4  ^/V        'n'^n  \f  *         4    ^/^'  )       nun'  \^  '         ^    dt*-  ) 

m -h  m' -h  m"    ,       ,, 

H 1—, —  P    =  ^  • 

Le  premier  membre  de  cette  equation  peut  etre  exprime  a  I'aide  cier,  r\  f  et 
de  leurs  derivees  premieres etsecondes;  il  en  est  de  meme  des  expressions  (27) 
den,  ...,\'\ 

47.  Nous  ailons  resumer  Tetat  de  la  question  : 

Les  quatre  equations  a  retenir  sont  (A),  (B),  (C)  et  (D);  il  est  cntendu  une 
fois  pour  toutes  que  les  quantites  /?,  p\  p\  u^,  a'*,  w' ^  r,  ^,  i^'\  2,  2',  2"  sont 
exprimees  en  fonction  de  r,  r',  r"  et  de  leurs  derivees  des  deux  premiers  ordres 
a  Faide  des  formules  (i3),  (i4)»  (i8)et(2i);  apres  quoi  Tequation  (B)  donne  p 
exprime  en  fonction  des  memes  quantites. 

Le  probleme  est  ramene  a  Tintegration  des  trois  equations  differentielles 
simultanees  (A),  (C)  et  (D),  oil  les  inconnues  sont  r,  /,  r";  les  equations  (A) 
et  (D)  sont  du  second  ordre  ;  elles  contiennent  les  deux  constantes  h  et  k;  (C) 
est  une  equation  du  troisieme  ordre. 

Ainsi,  /es  distances  mutueUes  des  trois  corps  dependent  d' un  systcme  de  trois  equa- 
tions differentielles  simultandes ;  deux  de  ces  equations  sont  du  second  ordre ^  et  la 
derniere  est  du  troisieme  ordre. 

L*integration  de  ce  systeme  amenerait  sept  constantes  arbitraires;  en  y  joi- 
T.  ~  L  18 
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gnant  les  deux,  h  et  k,  qui  figurent  deja  dans  les  equations  differentielles, 
on  voit  que  les  expressions  les  plus  generales  de  r,  r\  r",  en  fonction  du  temps, 
contiendront /iei{/*constantes  aibitraires.  En  supposant  celte  integration  faite, 
on  aura  a  introduire  deux  elements  pour  fixer  la  position  du  plan  des  trois 
corps,  et  enfin  un  dernier  indiquant  Torientation  du  triangle  dans  son  plan.  On 
aura  bien  ainsi  introduit  les  douze  constantes  arbitraires  dont  doivent  dependre 
les  inouvements  relatifs  dedeux  des  corps  autour  du  troisieme.  Pour  cette  der- 
niere  partie  de  la  solution,  on  se  servira,  bien  entendu,  de  deux  des  trois  inte- 
grales(6)  deja  connues,  dont  on  a  utilise  une  seule  combinaison  representee 
par  la  fonnule  (D). 

fl^/waryw^.  —  L'equation  (B),  qui  est  du  quatriemedegreen  p,  manque,  comme 
nous  Tavons  dit,  du  terrae  en  p';  si  done,  dans  les  termes  en  p*  et  p*,  on  rem- 
place  p^  par  sa  valeur  tiree  de  (D),  cette  equation  (B)  donnerappar  une  formule 
du  premier  degre.  Cette  remarque  a  ete  faite  par  M.  R.  Radau  dans  un  Memoire 
public  dans  le  tome  III  du  Bulletin  astronomique,  p.  ii3;  ce  Memoire  contient 
d'autres  resuhats  interessants.  Les  formules  principales  de  Lagrange  y  sont  ob- 
tenues  d'une  maniere  tres  directe;  nous  y  renverrons  le  lecteur. 

48.  Pour  arriver  plus  rapidement  au  but,  nous  avons  laisse  de  cote  des  for- 
mules qui,  sans  etre  indispensables,  peuvent  etre  cependant  utiles;  nous  allons 
les  demon trer  ici. 

On  a,  en  partant  de  la  definition  (7)  de  w, 


1 

rfir- 

(it 

ri.r 
(it 

fi*  r 
(it^ 

4- 

fiy  (Py 
(it   (it* 

-+■ 

(iz 
(it 

fi^Z 

dp' 

en  rempla^ant  les  derivees  secondes  par  leurs  valeurs  tiroes  de  (i),  et  ayant 
egard  aux  formules  (  '1),  (12)  et  (16),  on  trouve  aisement 

diP  ,  ,  y  r  V  \    I  dp'        dp"\  I    /       dp"  \  f    ;        dn'  W 


d'oii  la  premiere  des  formules  ci-dessous. 


— ,-  ^  i  ( //*  4-  //*  4-  m    ) ; h  //I 

dt  (it 


I    .  ^1'         .  dp'  \ 


,  2_ 

(a8)  {</«'»  ,  ,  ,        /'  ,/     dp  ,di,'         ,    \ 


-^_.,„.^„.  -"•  ;  -^ 


du"         ,  ,  ,"  I-  ,[  ,  dp  dp  ,   \ 


dF-'^'"^"'    "'"  '   dt 


millll]: 

qui  f(i  ri'sullent,  dans 
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■'  ces  equalions  par<//,  inte^rons.  etportonsles  %'aleurs  ile  u". 


i3() 


es  formules  (i/t);  liviendi'a 


ce  sont  les  formules  que  nous  vnulioris  obtcnir:  si  on  les  dilferenlic,  on  fora 
disparailre  les  signps  /;  les  «qualions  dilTiTPnttelles  ainsl  ohlenucs.  Iiit-n  qu'e- 
Unt  d'un  ordrc  plus  elcvii,  out  v\k  tri-s  utiles  ii  M.  Lindslodl  dans  son  important 
Memoire  Sur  la  delerminalion  des  dislanres  mulitellcs  dans  le  pmhletiie  dcs  imis 
corps  (Annates  de  I'Ecolt  Sormah,  .'i*  serie,  t.  I.  p.  85). 

49.  Supposons  que  Ton  ait  resolu  \e  probleme  resii-eini,  c'est-a-dire  que  Ton 
ait  determine  r.  r'.  r"  en  fonction  de  /  et  de  sept  constantes  arbitraires  dislinctes 
de  A  et  X;  nous  allons  monlrcr  comment  on  pourra  calculcra-',_v',  z',  af,y,  s'. 

Commen(,^ons  par  donner  une  interpretation  mecanique  simple  et  bien  con- 
nuc  des  formules  (G)  : 

Considerons  trois  points  matericis  P,  P',  P"  ayant  respectivemenl  pour  coor- 
donniics,  rapporlees  a  une  meme  origine  0,  x,  v,  z\  a-',y',  z;  x".  v".  z";  appli- 
quons  ii  cos  ()oints  des  forces  F,  F',  F"  dnnt  les  composiinles  paralleles  aus  axes 
soicnt 


d^ 
'  dt  ' 


„,         I    rfj'  I    dy"         t    ds' 

'    l^'~Si'     nT'  dt'    TiT'in'' 

parle  point  0,  iiicnons  trois  forces  S.  S',  S"  respectivemenl  egalcs  ct  paralU'lcs. 
mais  de  sens  contraires,  a  F,  F',  F".  Les  forces  F  ct  S  formont  un  couple;  il 
en  est  de  memo  de  F'  el  S'  et  de  F"  el  S".  Ces  Irois  couples  se  composent  en  un 
seul  dont  i'axe  est  une  certaine  droite  OH  ol  le  moment  G.  Les  equalions  (G) 
pourronl  s'ecrire 

Gcos{HOj)  =  o,        Gcos(IIO.v)  =  fc.        Gcos(HO;)  =  <■: 

d'oii  Ton  conclul,  en  se  rappelanl  qu'oti  a  pose  a'  -i-  b'  -t-  v*  =  ** : 


coB(HOx)^^. 


»(H0,)=2, 


m*A 

*i'r 

y*^ 

ft'ft,^ 

^   'M 

II  h 

hfttttiA 

K,  U 

1 

'  (, 

/// 

4, 
■  4' 

1  i',, 

•  {. 

4: 

.■}'' 


Aj(iiiIoii(t  miiirilifiafil  !*•*  <^'|ij;iti<^fi«  ■  >, .  a(,f*-*  »*■•  4«'/:r  iDaltipIi«es  d'abord 
|inr.r',_v',  s',  piiiH  (tar  /■,  v",  s";  /c^'j*  «M>r,4f'>o»  a';n»i  4**  expressions de its' 
el  do  kz"  iIjiiik  l«fi(|in;ll*"»  l«t  «:wni'i#r/i)»  'J*-  '  ■  -■  — ,  *«r'>Dt  representes  par 
<les  iliUt'niiiriiiiitH  i|rti  m>  iliWliiir'^ot  »i<x;n««;nt,  Tn  ayant  t-^rd  anx  relations  (5), 
ilos  suivuiitH  ; 


l33) 


Uq  (rouvera,  en  cO'et, 
(34) 


V-      ^ 


Nous  alloos  montrer  cuniinent  uii  calculera  tcs  quantites  o,  o',  o". 
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50.  L'expression  (33)  de  o  peut  s'ecrire,  a  cause  des  formules  (5), 


i4i 


0  = 


x'     x' 


y  y 


-»  -/ 


dx 
di 

dy 
dt 

dz 
dt 


en  conibinant  cette  expression  avec  celle  de  c\  on  trouve 


i-^d'  = 


x'     .r' 

d{x  -i-  x') 
dt 

a-'    x' 

dx" 

dt 

y  y 

d(y-r-y) 

dt 

y  y 

dy" 
dt 

mf               ml 

d{z-i-  z') 
dt 

1 

m"               ml 

dz' 
dt 

on  verifie  aisement,  toujours  en  s'appuyant  sur  les  relations  (5),  que  le  dernier 
determinant  ccrit  est  egal  a  I".  On  a  done  cette  formule  importante 


(35) 


3 -h  o' 4- a'' --=1  o. 


On  peut  d'ailleurs  trouver  directement  les  valeurs  de  S,  S',  S",  en  elevant  au 
carre  les  determinants  (33)  par  la  regie  connue  et  ayant  ^gard  a  des  relations 
obtenues  anterieurement;  il  vient  ainsi 


v't 


-P' 


-A 


-K'--^) 


/•' 


/• 


dr^ 
dt 


-K' 


dp' 
dt 


\         dr 


W 


Developpons  ce  determinant  et  rappelons-nous  la  formule  (22);  nous  trouve 
rons  sans  peine 

dt*  dt  ^    dt        4        dt*        ^  y       dt        a        dt  J       4  '^ 

En  remplacant  r^p^  par  sa  valeur 


.V=  4.. .P (.•  %  -, f ) -.■  ^^  -,%-.  (%  .  %) 
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tirec  de  la  premiere  des  equations  (21),  on  trouve,  apres  reduction,  la  premiere 
des  formules  suivantes  : 


On  aura  done  ainsi  S,  ^\  8"  en  fonction  des  quantites  connues ;  mais  il  faut 
associer  convenablement  les  signes  des  trois  radicaux  du  second  degre,  ce  qui 
peut  se  faire  de  la  maniere  suivante  :  la  formule  (3j)  donne 

20  0    =0'  —  O     —  O, 

d'oii,  en  rempla^ant  dans  le  second  membre  8^,  S'*,  c"^  par  leurs  valeurs  (36), 

de  m^me, 

Les  seconds  membres  de  ces  equations  sont  connus  en  grandeur  et  en  signe  ; 
si  done  on  se  donne  le  signe  de  8,  on  en  deduira  les  signes  de  8'  et  de  0'';  si  Ton 
venait  a  changer  le  signe  de  8,  ceux  de  B'  et  0"  changeraient  aussi,  et  les  for- 
mules (34)  montrent  que  cela  reviendrait  a  changer  le  signe  de  la  quantite  k 
dont  le  carre  seul  figurait  dans  (D). 

En  combinant  les  formules  (35)  et  (36),  on  trouve 


on  vcrifie  aisement  qu*en  chassant  les  radicaux  on  retombe  sur  Tequation  (B) 
dont  on  a  ainsi  une  forme  interessante. 

61.  Les  formules  (34)  et  (36)  donnent 


^,  __  v/g«7?*  — y  _  y/g^f/'  — 2 

m' k  mk 

(E)  '  ^ ^ 

./r_  V^g' "'*  —  ^'  _  y/g* u*  —  l 
m' k  mk 

Reste  a  trouver  les  valeurs  de  a/,  /,  a?",  y ;  posons 

W      W       V      -,, 

m        m         nv 

(39)  < 

m        m        nv 
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Ics  qiiantites  V  ol  V"  pourront  olre  considerees  comine  connues;  ccia  pose,  les 
formules  (3i)  ct  (32)  pourront  s'ecrire 


,  dv'        ,  dx'  „  dv"        n  'f'^" 

dt  ^^  dt  \'  dl  -  dt 


x'^^y'^        —k(r'^--z'^)  ^""-^-J"'  k^r'^  —  z'^) 


Si  done  on  Tail 


(F) 


on  aura 


I  —  jc'rziv//'*  — 5'»cos9',         — /  =  v//-'*  — 5'«sin9S 


(1*011,  en  integrant  et  designant  par  eo  ^t  £«  deux  constantes  arbitraires, 

les  formules  (F)  et  (G)  feront  connaitre  a/,y,  x\y" . 

Les  valeurs  de  a/,y,  5',  x'\y\  5"  qui  viennent  d'etre  determineesdoivent  ve- 
rifier la  relation 

(4o)  x' x'  -\- y y' ^  z' z" ^  —  p\ 

si  Ton  applique  cette  relation  a  Tepoque  zero,  on  trouve 

'  0  ^^  '0        0 


\'f'*i  —  -3;*  v^r;«  —  r;*  cosQ  e,  =  3;  z^  -4- 


'i 


ce  qui  donnera  la  constante  e,,  exprimee  en  fonction  des  neuf  constantes  arbi- 
traires  qui  figurent  dans  les  expressions  de  r,  r^,  r" ;  e,  n'est  done  pas  une  nou- 
velle  arbitraire;  il  n*en  est  pas  de  meme  de  t^  qui  reste  queleonque;  mais  les 
formules  (G)  montrent  que  Ton  pent  supposer  cette  constante  nulle  en  faisant 
tourner  d*un  angle  convenablc  les  axes  des  x  et  des  j"  dans  leur  plan. 

Enfin,  si  Ton  prend  un  nouveau  systeme  d'axes  rectangulaires  tout  a  fait 
queleonques,  on  passera  des  coordonnecs  relatives  x'\y,  z\  —  ocf,  —  y\  —  z' 
des  corps  C  etC"  aux  coordonnees  rapportees  aux  nouveaux  axes,  en  introdui- 
sant  les  trois  angles  d'Euler  qui  doivent  elre  consideres  comme  trois  nouvelles 
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constantes  arbitraires  qui,  s'ajoutant  aux  neuf  du  probleme  restreint,  donneront 
le  nombre  voulu  de  douze  arbitraires. 

Si  I'on  porle  dans  la  formule  (4o)  les  valeurs  (F)  de  a/,  y,  x"  et  y ,  on 
obtiendra  immediatemcnt,  et  sans  integration,  la  valeur  de  9"—  9';  on  aura  en- 
suite 

on  voit  done  que,  si  le  probleme  restreint  est  suppose  resolu,  on  n'aura  plus  a 
effectuer  qu'une  quadrature.  Nous  avons  dit  qu'il  resle  sept  integrates  a  trouver 
dans  le  probleme  restreint;  e'est  done  a  sept  integrates  et  une  quadrature,  au 
lieu  de  huit  integrales  comme  dans  la  methode  usuelle,  que  Lagrange  ramene 
la  question;  on  peut  dire  qu^il  a  fait  faire  un  pas  vers  la  solution. 

52.  II  nous  resleademontrer  la  formule  (20);  nous  ferons  eonnaitre  en  meme 
temps  la  maniere  de  calculer  a  une  epoque  quelconque  les  positions  des  plans 
des  orbites  decrites  par  les  corps  C  et  C"  autour  de  C. 

Revenons  a  \^fig.  17,  et  posons 

LM'=:r,        LM-'r^r,        M'N'=r^',        M''N''  =  ^,        M'LM'^  =  J. 

Si  nous  appliquons  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonometric  spherique 
aux  triangles  M'LM",  N'LM",  . . . ,  nous  trouverons 

a'  =  cosM'M'  =  cosC'cosC^H-  sin?' sin  Coos  J, 

P'  -  cosM'N"  =  cosC'cos(r-f-  ^)  H-  sinr  sin(r  -+-  g')  cos  J, 

y'  =  cosM'N'  =  cos^'; 

«"=:  cosN'N''  —  cos(r  -H  ^)  cos(r  4-  ^')  -h  sin(C'-+-  ^')  sin(r  -4-  g')  cos  J, 
(3"!=  cosM'N'  =  cos(C'-+-  g')  cosr  4-  sin(C'H-  ^')  sinC"  cos  J, 
Y  =  cosM'N"  =  cos^. 

En  eliminant  entre  ces  six  relations  les  cinq  quantites  Zf,  C»  g\  g^'et  J,  on 

aura  la  formule  cherchee. 

Nous  poserons 

cosC'cosC'h-  sin  C' sin  C"  cos  J  =1, 

,  sin C  cost'—  cosC'si iiTcosJ  —  X, , 
(42)  \ 

'  cosC'sinr—sinC'cosTcosJ  —  X,, 

sin  C  sin  C"  4- cos  C' cos  ^  cos  J  ==  >.,, 
ce  qui  nous  permettra  d'ecrire  ainsi  les  formules  (4i) 

a'=:X,         P'^iXcos^"— X,  sin^,         y'=:cos^'; 

a''  =  Xcos/cos^''— X,sin^'cos^  —  X,  cost's! n^-hXj  sin ^' sin ^; 
P'=:  X  cos^'  — X|  sin^',        y"  —  cos^. 


(40 
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On  pent  resoutlre  par  rapport  a  X,  >.,,  X^,  X3,  cos^'  ct  cos^'";  on  trouve  aise- 
nient 

(43)  x=«',   1.  =  ?^^^:,   i.:r.^:f^.    ,,^?Lz:.;^y-£2Ci-^:. 

Or  les  formules  {!\i)  donncnt 

(i  -hcosJ)cos(C''— 0  =  ^'  -^^^3^ 
,  .  (i-i-cosJ)sin(r-r)=X,->.„ 

^  (i~cosJ)cos(r-4-0  =  X -).„ 
(i-cosJ)sin(r-+-r)=:X,-+-Xi; 

d'oii 

(I  -+-  cosj)«  =.  ().  -+-  liY  -+-  Oi  -  hy^ 

(I  -  COSJ)'  =  ().  -  >.,)«  H-  (>.,  4-  >.,)S 

I  -h  cos'j  :=  X*  -h  x;  4-  X*  H-  x;, 

(  45  )  COS  J  =:  XX3  —  X,  X,. 

et,  en  eliminant  cosJ  entre  les  deux  dernieres  equations, 

(46)  1 4-  (XX3  -  x,x,)«  =  x«  +  xj  +  x;  4-  x; . 

Mais  on  lire  des  formules  (43) 


^t  ^t        fit « 

(47)  >•>-.  -  5^.  5^.  =        tlJZM 

A    -t-  A,  -1-  A,  -1-  A,  _  (,  _y'l)(,_y"i)  > 

si  I'on  porte  ces  expressions  dans  la  formule  (46)»  on  tombe,  apres  reduction, 
sur  la  relation  (20)  cherchee. 

53.  Les  formules  (45)  et  (47)  donnent  d'ailleurs 

cos  J  =:  —=^^=L=^=) 
V^(" -/*)(!-/*) 

d'oii,  en  ayant  egard  aux  valeurs  de  a',  P',  y',  a",  ^'',  y  »  obtenues  au  n°  44, 


cos  J  = 


--K^"-.") 


'■'V(""-f)("--^] 


T.  -  1. 


"J 


l4^>  CHAPITRE    VIII. 

ou  encore,  a  cause  des  forniules  (27), 


(») 


cos  J  -— 


H 


SH'W 


On  tire  ensuite  des  equations  ( ^2) 


11*0(1 


et  de  menie 


>.*-+-  X*    -.  cos'?'  -t-sin*;'cosM  1=  i  -  sin^C'siuM  ; 


siiiMsin*;'  =  i      X*  — >.;, 


sin* J  sin*;'  —  i  —  /.*  — XJ. 


Va\  reni|)la(;antX,  X,  etX^  par  leurs  valours  (43),  il  vient 


sin  J  sinC'  — 


s/i-y«—;3'«— •/"*-+- c? a' (3'y' 


(|H) 


V^i  — /* 


sniJsinC  — , 1 ^— ^ 

v/i  -  /« 


Si  Ton  eleve  au  carre  I'expression  (33)  de  S',  et  qu'on  introduise  les  elements 
lie  la  ///f.  17,  on  trouve 


0  '   -  - 


irnJI 


0'-      i''r"'u'* 


/•'/•'' cos  M'M' 
//'/•' cos  M'N' 


/•'/•' cos M'i>r     -  w'/^cosM'.N' 


r.'J 


m'/'cosM'N' 


«'/'cosM'N' 


/' 


-   1^ 


r**  ../ 


,./!  ^.''i  ^'1  ( ,  _  a'l  __  (3*1  —  y '« 4-  2  a'  (3"  / ) 


nn  iMiriiru,  vw  liHianl  conipte  de  (36), 


III  burniiilo  il(*b  liirinuleM  (/|H)  donnera  done 


biiiJ  niii;* 


VffN/'"  -r 


v/a*M'*— r 


^         '  /•'  i/  r'*  a'*  —  /•'«  -^-^ 
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on  Iroiive  ainsi,  cmi  in(ro<luisant  les  quanlilos  ir  ot  ir. 


•    ■   •   ^/      \  ^  ^" 

sin. I  sine   — — 1 

/'v  ir 

(K)  <;  ,.... 

sm.Isin;  — r^ 

rvir 

La  formulo  (H)  fait  connaitre  Tinclinaison  mutuelle  J  des  grands  cercles  M'N' 
et  M"N"  qui  represenlent  les  plans  des  orhites  de  C"  et  C  autour  de  C,  et  les 
formules  (K)  donnent  les  distances  angulaires  C  =  LM'  et  C'=  LM"  des  corps  C" 
et  C  a  rintersection  mutuelle  de  leurs  orbites  relatives. 

En  resume,  la  solution  de  la  seconde  partie  du  probleme  est  fournie  par  les 
formules(E),  (F),  (G),  (H),(K). 

54.  Le  probleme  des  trois  corps  pent  elre  resolu  completement  dans  le  cas 
particulier  oil  leurs  distances  mutuelles  conservent  des  rapports  constants  pen- 
dant toute  la  duree  du  mouvement. 

Soient  A,  A',  A"  trois  constantes  et  $  une  nouvelle  variable,  on  aura 

(/ig)  i^p-i^V.      p'^-i^'V^      P'^-^i^'V. 

-7=1.'       7-^1'        i'-r^' 


en  posant,  pour  abreger. 


.^-A'v^A-- -AS    v=-L--V,, 


(5o)  {   2fji'--A''»-^A«  -A'*, 


A'*   A 


'  —  -1  —  L 
'  ~  V»   A» ' 


1    I 


./X--:A'-^A'«~VS     v^r.^,  -^-; 


d'ou 


(5i) 


V  -h  v'  -^  v'  —  o. 


IX'-^IX'^W  ^'4-^^A'«,     ^-t-^'r-rA"'. 


L'equation  (C)  donno 


ffi  "^  --      -         -       o, 
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d'oii 

Podesignanl  une  conslante  arbilraire  et  I  ayant  pour  valeur 
I  m  /wjjLv  -+-  ni'  ix'v'  -\-  ni"  [L^v", 


(52) 


On  trouve  maintenant  quo  ia  premiere  des  equations  (28)  devient 

si  Ton  multiplie  par  dt  cette  equation  et  les  deux  autres  analogues,  qu'on  les 
integre  et  qu'on  designe  par  x,,  y,\  et  y.\  trois  constantes  arbitraires,  on  aura 


A^ 

m  +  ni'  +  m" 

A'? 

m  -\-  m'  -\-  m' 

-m.J    — ^- 


dt 


m-^m'  +  m"                u'v'— a'v'                   I  '^°       J     l     , 
m'  ^  a j-y \-2m ,- m  V     f    '^         "'  -•-  ""^n 

d£ 
(53)        /     ,,         m  +  m'+m'  ,,x"v'-|jiv  ,,/''"      '.)    i 


u'^^=.  2 j-f^ h  2m' y-^ m'v'    I  ^ — -  dt  -h  mx\. 


dt 


Portons  ces  expressions  de  u^,  u'^  et  u"^  dans  les  formuies  (i4)»  ct  nous  trou- 
verons 

1  (Pl^  __  m[i  -^(^V— ^V)A]-h/yi'4-m^        m v     /  ^"""V    J       _  mx^  _ 

2  ef^«  A»5  '^"  A«V  ?'       ^  A»    -''' 

(54)     (  I  d^\^       m  +  m'[i-h(/xV— pLv)A']4-m"      mV     /  ^'""V    T  ^.      ^'x;  _ 

^  2  "^  A"?  "^  A'«  J  e  A'»    ~^' 


^    di^X  ^    ;yt-|-;n'-h//l'^[l4-(/XV-^'v')A'^]  wV      I    ^^         V      g<  _  m^x] 

2   e/^»'  A''«4  ■*■  A''*  J  l^  A'« 


o. 


Ces  equations  doivent  etre  identiques.  On  en  conclut  que  Ton  doit  avoir  les 
conditions 

m[i-f-(fx'v'— j:x%'^)A]  -i-m'-f-  m^  _  m  4-/n'[i  -t-(fji'v'—  fJtv)  A']  4- m" 

(55) 

_  m  -+-  m'-f-  m*[i  h-(|ulv  —  /jl'v')  A''] 
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1^19 


et 

(56) 

(57) 

^  moins  que  Ton  n'ait 

(58) 


mv 
AT 

mx, 


mV 

A'* 


m  A 


1 


A'* 


PqZzto        el        I:=o; 


de  la  deux  solutions  suivant  que  i'on  considerera  le  systeme  (55),  (56),  (57), 
ou  Taulrc  (55),  (57)  et  (58). 

55.  Occupons-nous  d'abord  du  premier.  Les  formules  (56)  donnent 


mv        m'v' 


ni'v" 


V  -+-  v'  H-  v' 


11 


\"' 


A«       A'^ 


A^=o; 


m        nv        m 


on  a  done 


V  HZ  v'nr  v*zz:0. 


A  =  A'=n:A%         r^r'=, 


ainsi  les  trois  corps  forment  toujours  un  triangle  equilateral;  on  pent  faire  A  =  i 
et  prendre  ^  =^  /^,  et,  si  Ton  pose 


J  ^.' 


#..» 


mx,  =:  /n  X.  m  m  x«  =  —  x 


1 


les  formules  (54)  se  reduisent  a 


(59) 


1  rf*  r*  m  -h  m'-h  m" 

2  df^    ~"  P 


—  X, 


Les  equations  (53)  donnent  ensuite 


(60) 


U}  =  W'-  =:  m'''  =  2 


m  H-  m'  4-  ni' 


—  X 


d'oii 


U 


t\ 


2 


I  est  nul,  et  la  formule  (5^)  donne  p  =  p^,  r=  const. 
On  trouve  ensuite  sans  peine 


/>'/>*  -h  /?'/>  -h  pp'  =  a'  = 


4  ' 
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la  formule  (B)  so  reduit  a 
d'oii 

On  tire  d'ailleurs  de  (60)  el  (61) 
(6.)  ,..^=,..(.^-I^^^_.)_lp. 


d'oii 

r'dr' 
(63)  .  dt  = 


On  a  cnsuite 


i/—  x/-'«+  a(wn-  /w'h-  m')/-'—  ^pj 


quantite  nulle  d'apres  (61)  et  (62);  on  aura  de  memo 

a«  a'«  —  r  =  o,         a'  u'^  —  I''  =  o, 

d'oii,  par  les  formules  (E), 

ainsi  les  mouvements  relatifs  de  C  et  C  s'effectuent  dans  un  plan  fixe 
En  continuant  a  appliquer  les  formules  generales,  on  trouve 

dr'-        I 
11  _  11   _  r/    /  '    ^/«   —  3  Po ' 


et  il  en  resulte,  d'apres  (G), 


(64)  r'«  ^  = ,-«  ^  -  i  el  f  JL  _^  _L  4.  _L  V 


Enfin  Tequation  (D)  donne 


2mm'm'^      ^^       \m*       m'*       m"*       2m' m"       am'^m       2mm' J  \  dt^  I 
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et  Ton  en  tire  aisement,  en  rempla^ant  r'^u^  —  r'^ rnx  par  ^pj, 


di' 

_.    Po     ' 


I  I 

-  -t-  — 


A^^  -  +  — -1-— .  1. 

^/3  \ni      m'      ni 


moyeiinant  quoi  (64)  doiino 


(65) 


un  a  d'ailleurs 


?'=9'+V 


et,  si  Ton  pose 


a'  = >  a'*(i  —  c'*)  —  p-)  n'^a'^  —  m  -\- m' -^  m\ 


les  formules  (63)  et  (64)  donnent 


r' 


-dr' 


\/[r'—a'(i~—  e')]  [a'(i  -he?')  —  r'] 

r'^-f  —  n'a'^s/i  —  e'K 

dt  ^ 

II  en  resulte  que  C"  decrit  autour  de  C  comme  foyer,  conformement  a  la  loi  des 
aires,  une  ellipse  ayanl  id  pour  grand  axe,  n'  comme  moyen  mouvement  et  e' 
comme  excentricite. 

La  trajectoire  de  C!  est  une  ellipse  egale  a  la  precedente,  qui  aurait  tourne  de 

Tangle  -^  autour  de  C. 

II  convient  de  remarquer  que  les  vitesses  initiales  relatives  u^  et  u\  de  C"  et  C 

doivent  etre  egales  et  faire  entre  elles  un  angle  egal  a  ^* 

56.  Considerons  maintenant  la  seconde  solution  qui  sera  fournie  par  les  for- 
mules (55),  (57)  et  (58);  on  tire  de  (52) 

•et 

(66)  m/jLv  -h  m'/jL'v'-t-  m" [t." m"  z=^  o; 

ainsi  rinconnue  auxiliaire  p,  qui  etait  constante  dans  le  premier  cas,  est  nuUe 
dans  le  second.  La  formule  (66),  dans  laquelle  on  remplacera  les  quantites  [x 
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et  V  par  ieurs  valeurs  (Tio),  donncra  une  equation  de  condition  qui  devra  etre 
remplie  par  les  masses  m,  m\  m"  et  les  constantes  A,  A',  A". 
La  premiere  des  equations  (55)  peut  s'ecrire 


(,n  4.  ^i'^  ;,,'')  ^i._J_^ 


Lt  V  —  JX   V  ,  LtV  —  a   V 

tn  \ * -u  ni'  I L —  o 


ou  bien,  a  cause  de  (5o)  et  (5i), 
ou,  en  reduisant, 

,  v'-4- v"  '         ,     v^-i- V  _   „ 

ou  encore 

—  mix'  —, =  —  m'juL  —z h  ni'v"  =:  o. 

'^    |Jl'  4-  /JL''  f^  ijl"  4-  |JL 

On  arrive  aisement  a  mettre  cette  relation  sous  la  forme 

a  cause  de  la  formule  (G6),  cela  se  reduit  a 

Si  la  quantite  ^'^"  -^  ^"^'^  V-V-'  '^'^sl  pas  nulle,  la  formule  precedente  et  celles 
qu'on  en  deduit  par  des  permutations  d'accents  donneront 


mv4-m'v' — m^v^rzio,         m' v' -\- ni" v" — /nv=:o,         m^v'-hmv  —  /n'v'=zo, 


d'ou 


V  =  v'  =:  v"  =  o ; 


on  rentrerait  ainsi  dans  le  premier  cas.  On  doit  done  avoir 

si  Ton  remplace  (x,  (x',  (x"  par  leurs  valeurs  (5o),  on  trouve 

(A4-A'4-A")(A4-A'-A'')(A-A'4-A0(-A4-A'4-A^)  =  o. 

On  devra  done  avoir  Tune  des  relations 

A±:A'±A'=ro,      . 

d'oii 


r  It:  /•'  d=  r"  =:zo; 


ce  qui  prouve  que  les  trois  corps  resteront  constamment  en  ligne  droite. 
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La  quantite  a  est  done  nulle;  les  formules  (36),  dans  lesqueiles  S,  S',  S"  ne 
peuvent  jamais  etre  negatifs,  donnent 

il  en  resulte 

^1 — ff  —  ^. 

amsi  les  mouvements  relatifs  de  C  et  C"  s'effectuent  dans  un  plan  fixe. 
Les  trois  equations  (54)  se  reduisent  a  la  suivante 


(67) 

1  ^'4*       F 

2  cit^        ?       ""' 

oil  Ton  a  fait 

(f\R\ 

p       m  -^  m' -{- m" -\- m" (iJ.v  —  [x' v' )  A" 

\00) 

^                                A^* 

mx,        m'x',         m"7(.\ 

A*    ~"    A*  A''' 

Multiplions  Tequation  (67)  par  2$^)    integrons    et    designons  par  H,    unc 
constante  arbitraire ;  nous  aurons 


(69) 


On  trouve  ensuite  aisement 


?'^  =  2F|-x5«-H». 


(70) 


a« 

m'« 

u'^ 

aF 

A« 

A'* 

X"' 

5 

—  X 

(' 

v' 

v' 

aF 

— 

~— ~- 

~^~ 

I 

—  X 

H 

H-' 

ft' 

n'=A'*Hi,     n'^i-A'^^H,, 


on  a  d'ailleurs 


A'*  A'*=  (fX  -h  fJL')  (/X  4-  fJL')  =  fJL' 4-  (fXfx'-h  fJLfX*' 4-  fJt'fx')  =  fx' ; 


ce  qui  permet  d'ecrire  aussi 


ijr  \^'  x^" 

T.  -  L 


20 


On  trofivff,  iu\  coniuuinui  T^ipplicdtion  de^i  foroiales. 


En  »fib»(i(uant  dans  Teqaation  (D;  les  valears  trouvees  ci*dessas  poor  p, 
I/,  £/,  1/^,  i',  f^,  i/',  r,  r',  r^,  on  obtient,  toates  redactions  faites, 

dV>ij  il  resulU5 

(71)  .-«^-;'«^?--./m; 

(/u  -  di      -"   di  -v"!- 

On  pcut  prendre,  si  Ton  veut,  K"  =  i,  d'oii  5  =  /^;  les  formules  (69)61(71) 
donneront  done 

r^dr' 

dt-    , , 

y/_x/''«4-2F/-'— H, 

On  voit  par  ia  quo  le  point  QJ  decrit,  dans  son  mouvement  relatif,  une  ellipse 
ayant  pour  foyer  le  point  C,  et  la  decrit  conformement  a  la  loi  des  aires;  le  demi 

grand  axe  de  Tellipse  est  ->  rexcentricite  \/'  — -pr   ^^  '®  moyen   mouve- 

% 

X* 

rnent   .-• 

La  trajcctoire  de  (7  est  naturellement  une  ellipse  homothetique  a  la  prece- 
dcnte. 

Pour  que  les  trois  corps  restent  ainsi  toujours  en  ligne  droite,  il  faut  d^abord 
qu*ils  aient  ete  places  en  ligne  droite  a  I'origine  du  mouvement;  il  faut  ensuite 
que  los  vitosses  relatives  de  C  et  C"  aient  ete  primitivement  paralleles  entre 
elles,  et  proportionncllcs  aux  distances  r^  etr^;  mais  il  faut  de  plus  que  la  con- 
dition (GG)  soit  verifiee. 

Supposons,  pour  fixer  les  idees,  qu'a  I'origine  le  point  C  se  soit  trouve  place 
entre  C  et  C ;  on  aura  done  eu 

'0  —  '*0  ^~  ''©• 

On  a  d'ailleurs,  en  faisant  A"  =  i , 

f'o  ''0  » 

A  "  A'  ~    » • 
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il  en  resultc  done 


0 


Avec  les  valeurs  (5o)  de  (x  et  v,  et  les  valeurs  ci-dessus  de  A  et  A",  on  trouvc 
aisement  que  la  formule  (66)  donne,  apres  reduction. 


m 


(a'  -  ^)  -^  rn'  [.  +  A'-  ^^-^]  +  ,n'  [^^^-,  -  4#]  =  o, 


ou,  en  chassant  les  denominatcurs  et  ordonnant, 

(  (m  4-  m')  A'»4-  (2m  -h  3m')  A'* 4-  (rn  4-  3/w')  A'^ 

I  —  {m  -h  3m'')\'^  —  {2  m  -\-3m')A' ^  (m  -h  m")  —  o. 

Cette  equation  est  du  cinquieme  degre;  elle  n'a  qu'une  variation  :  done  elle  a 
une  racine  positive  et  une  seule. 

Si  done,  les  masses /ti,  m\  m'  etant  donnees  et  pouvant  d'ailleurs  etre  quel- 
conques,  on  place  a  Torigine  les  trois  corps  en  lignc  droile  en  Co,  C'^,,  C^,  le  point 
Co  etant  entre  C^  et  C'^^,  si  Ton  prend 

r  c 

c„c;  -'*' 


'0^0 


A'  designant  la  racine  positive  de  I'equation  (72),  si  Ton  imprime  a  C'^,  et  C^  des 
vitesses  relatives  paralleles  qui  soient  entre  elles  comme  i  et  A',  les  trois  corps 
resteront  eonstamment  en  ligne  droite,  et  Ton  aura  pendant  tout  le  mouvement 

^^  —  A' 
CC  ~ 

II  nous  reste  un  mot  a  dire  sur  la  determination  des  constantes  F,  x  et  Hf  en 
fonction  des  donnees  initiales. 

Nous  prendrons  pour  ces  donnees  :  le  rayon  vecteur  initial  r^,  la  valeur  ini- 
tiale  ul  de  la  vitesse  relative  du  corps  C  et  Tangle  ril  que  fait  cette  vitesse  avec  la 
droite  CoC^;  la  formule  (68)  donne 

(73)  F  =  m  +  m'  +  m'  [~^.  -  ^]; 

on  tire  de  (70) 

(74)  x=^-ul'; 

'  0 


^  J* 
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on  a  cnfin 


ct,  comme  (69)  donnc 


'•o^(S^)>^^''i— i'-H«' 


il  en  resultc  aiscment 


(75)  H»  =  (2F-x/;)r;sin«ri;; 

les  formules  (73),  (74)  et  (73)  resolvent  la  question 
Dans  le  cas  ou  Ton  aurait 


n  .,       F 

^o  =  r>  "0  =^  "T> 


2  r. 


il  en  resulterait 

les  excentricites  des  orbites  relatives  de  C  et  C  seraient  nulles,  et  ces  orbites 
seraient  des  circonferences  parcourues  par  les  points  C  et  C"  avee  des  mouve- 
ments  uniformes. 

57.  Supposons  que  C  designe  la  Terre,  C  le  SoleiK  C  la  Lune,  et  voyons  si 
Ton  aurait  pu,  k  Torigine  des  choses,  placer  ces  trois  corps  en  ligne  droite,  la 
Lune  etant  en  opposition  avee  le  Soleil,  de  maniere  qu*ils  restassent  toujoursen 
ligne  droite. 

On  a,  dans  ce  cas, 

—  —  324000,         —  =  0-; 

l*6quation  (7a)  montre  que  A'  est  petit  et  que  Ton  aura  une  valeur  tres  appro- 
chee  en  se  bornant  a 

(m  ■+-  3m')  A"  —  (/n  4-  /n'')=:  o, 

d'oii 

A'  ~  —  k  peu  pr^s. 

Laplace  en  a  done  pu  conclure  (A/ecanique celeste,  t.  IV)  que  si,  a  Tepoque  ar- 
bitraire  prise  pour  origine,  la  Lune  s'etait  trouvee  en  opposition  avee  le  Soleil  a 
Une  distance  de  cet  astre  representee  par  loi,  celle  de  la  Terre  etant  representee 
par  100,  et  que  les  vitesses  relatives  de  la  Terre  et  de  la  Lune  autour  du  Soleil 
eussent^te  aussi  k  cette  epoque  paralleles  et  dans  le  rapport  de  100  a  loi,  la 
Lune  serait  (oujours  restee  en  opposition  avee  le  Soleil. 
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Laplace  a  reproduit  cptte  assertion  dans  V Exposition  du  sysleme  du  Monde  : 
K  Quelques  partisans  des  causes  finales,  dil-il,  ont  imagine  que  la  Liine  a  6te 
dounee  a  la  Terre  pour  I'eclaii'cr  pendant  les  nuits.  Dans  ce  cas  la  nature  n'au- 
rait  point  atteint  le  hut  igu'elle  se  serait  propose,  puisquc  nous  soinmes  souvent 
prives  a  la  fois  de  la  lumiere  du  Solt^il  et  de  celie  de  la  Lune.  Poui'  y  parvenlr, 
il  eut  suffi  de  mettre  a  I'originc  la  Lune  en  opposition  avec  le  Soleil,  dans  \a 
plan  meme  de  I'ecliptique,  a  une  distance  de  la  Terre  egale  a  la  centieme  partie 
de  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  et  de  donaer  a  la  Lune  el  a  la  Terrc  des 
vitesses  paralleles  et  proporliunnelles  a  teurs  distances  a  cet  astre.  Alors  la 
Lune,  sans  cesse  en  opposition  avec  le  Soleil,  eCit  decrit  autour  de  lui  une  ellipse 
semblable  a  celle  de  la  Terre;  ces  deux  astres  se  seraient  succede  I'un  a  I'autre 
sur  I'horizon,  et,  comme  a  celte  distance  la  Lune  n'eul  point  ete  eclipsee,  sa  lu- 
miere aurait  remplace  constamment  celle  du  Soleil.  « 

M.  Liouville  {Journal de  Malhemaliques,  t.  VII,  et  Connaissance  des  Temps  de 
1845)  s'est  demande  si  le  systeme,  dans  I'etat  considere  par  Laplace,  aurait  ete 
un  systeme  stable,  tendant  a  resister  aux  perturbations,  et  a  revenir  de  lui- 
meme  a  son  etal  regulier  de  niouvement;  il  a  done  examine  le  probleme  sui- 
vant  : 

II  Ti'ois  masses  etant  placees  non  plus  rigoureusemcriL,  mais  a  tres  peu  pres 
»  dans  les  conditions  enoncees  par  Laplace,  on  demande  si  Taction  reciproque 
»  de  CCS  masses  maintiendra  le  systi;me  dans  cet  etat  particulier  de  muuvement 
II  ou  si  ellc  tendra  au  contraire  a  Ten  ecarter  de  plus  en  plus,  u 

M.  Liouville  a  reconnu  que  <>  les  efTets  des  causes  perlurbatriccs,  loin  d'etre 
contrebalances,  sont  au  contraire  agrandis  d'une  maniere  rapidepar  les  actions 
mutuelles  de  nos  trois  masses;  cette  conclusion  subsiste  quels  que  soient  les 
rapports  de  grandeur  des  masses.  Si  la  Lune  avait  occupe  a  I'origine  la  position 
parliculierc  que  Laplace  indique,  elle  n'aurait  pu  s'y  maintenir  que  pendant  un 
temps  trbs  court.  » 

58.  On  vient  de  voir  que  Ton  sait  integrer  rigoureusement  les  equations  diffe- 
rentielles  du  probleme  des  trois  corps  lorsque  leurs  distances  mutuelles  conser- 
vent  entrc  elles  des  rapports  constants;  ce  cas  se  subdivise  en  deux  autrcs; 
les  trois  corps  forment  toujours  un  triangle  equilateral,  ou  bien  ils  restent  con- 
stamment en  ligne  droite. 

Ces  deux  cas  sont.  a  notre  connaissance  ('),  les  seuls  conn  us  oil  Ton  ait  pu  re- 
soudre  le  probleme;  on  n'a  pas  pu  surmontcr  les  diflicultes  analytiques,  meme 
en  supposant  que  les  trois  corps  resteraient  constamment  en  ligne  droite,  sans 


(<)  Nous  no  comprecions  pas  dans  Ic  probl6me  dee  trois  corps,  lol  que  nous  I'avuns  defiiii,  lo  moii 
vement  d'un  point  materiel  aUki  par  deux  centred ^ri,  prubl6mc  quo  Ton  sail  r^Eoudro. 
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admcttrc  que  leurs  distances  soient  dans  des  rapports  constants;  apres  Euler, 
Jacobi  a  considere  ce  cas  dans  son  Memoire  Theoria  novi  muUiplicatoris . . . 
(C.-G.-J.  Jacobi,  Gesammelte  Werke,  t.  IV,  p.  47^.) 

Nous  devons  signaler  aussi  un  Memoire  interessant  de  M.  H.  Poincare  :  Sur  cer- 
taines  solutions particulieres  du probleme  des  trois  corps  {Bidlelin astronomique,  1. 1, 
p.  65) ;  I'auteur  montrc  qu'il  y  a  une  infinite  de  positions  et  de  vitesses  initiates 
telles  que  les  distances  mutuelles  des  trois  corps  soient  des  fonctions  perio- 
diques  du  temps;  les  conditions  pour  qu*il  en  soit  ainsi  se  trouvent  remplies 
approximativement  dans  ie  systeme  forme  de  Saturne  et  de  deux  de  ses  satel- 
lites, Titan  et  Hyperion. 

Si  nous  avions  voulu  faire  un  expose  complet  de  tous  les  travaux  importants 
qui  se  rapporlent  au  probleme  des  trois  corps,  nous  aurions  du  parler  du  ce- 
lebre  Memoire  de  Jacobi  Sur  I'elimination  des  noeuds  dans  le  probleme  des  trois 
corps  {Journal  de  Mathematiques,  t.  IX,  i844)-  Dans  ce  Memoire,  Jacobi,  qui 
n'avait  certainement  pas  connaissance  du  travail  de  Lagrange,  arrive  pour  le 
probleme  a  une  reduction  analogue;  il  lui  reste  a  integrer  un  systeme  forme 
de  cinq  equations  differentielles  du  premier  ordre  et  d'une  autre  du  second, 
et  a  effectuer  ensuite  une  quadrature. 

Nous  devrions  parler  aussi  d'un  beau  Memoire  de  M.  J.  Bertrand  {Journal  de 
MathematiqueSy  t.  XVII,  i852),  de  la  these  de  M.  Bour  {Journal  de  I'Ecole 
Polytechnique ,  XXXVI*  Cahier),  des  recherches  interessantes  de  M.  Radau, 
Sur  une  propriete  des  systemes  qui  ont  un  plan  invariable  {Journal  de  Maihe- 
matiques,  2*  serie,  t.  XIV,  1869),  etc.;  mais  nous  sortirions  ainsi  des  limites 
que  nous  nous  sommes  imposees. 
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CHAPITRE  IX. 

MfeTHODE  DE  L\  VARIATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES.  -  VARIATION 
DES  feLtMENTS  CANONIQUES.  -  tL^MENTS  OSCULATEURS.  -  VARIATION 
DES  feLtMENTS  ELLIPTIQUES. 


Puisqu*il  n*y  a  pas  lieu  de  songer  a  integrer  rigourcuscment  les  equations 
diOerentielles  du  mouvement  des  planetcs,  meme  quand  ces  planetes  se  reduisent 
a  deux,  on  a  recours  a  des  methodes  d^approximation  repondant  aux  besoins  de 
I'Astronomie,  sinon  pour  toutes  les  epoques,  du  moins  pour  un  assez  grand 
nombre  de  siecles;  Tune  d'elles,  la  plus  frequemment  employee,  est  la  methode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Avant  de  Texposer,  nous  allons  de- 
montrer  un  theoreme  important. 

59.  Considerons  le  systeme  canonique  suivant  de  2h  equations  differen- 
tielles 

oil  Ton  a 

11  =  F(^,  7i,7f  '  "  ^  ^/h'^  PuPtf  •  "9  Ph)' 

Supposons  que  Ton  ait  suivi,  pour  integrer  ces  equations,  la  methode  de 
Jacob! ;  on  aura  done  d'abord  reussi  a  trouver  une  solution  S  de  Tequation 


dS_\ 


contenant  h  constantes  arbitraires  a,,  a^ a^^,  sans  compter  celle  que  Ton 

pent  toujours  ajouter  direclemenl  a  S;  on  a  vu,  dans  le  n°  6  do  Tlntroduction, 


i6o 
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que  si  Ton  designe  par  (3,,  pa*  •••»  ?>i»  ^  nouvelies  constantes  arbitraires,  les 
integrates  generales  des  equations  (i)  seront  donnees  par  les  formules 

(2)  g={3,,  ^=p,,  (/=l,a,.  ..,/!). 

qui,  resolues  par  rapport  aux  variables  pei  q,  fournissent  des  expressions  de 
cette  forme 

f  /^i  =+/(^»  «i»  «t,  •  •  •»  «/«;  Pi,  Pj»  •  •  •»  Pa)- 

Les  equations  (i)  doivent  etre  verifiees  identiquement  par  ces  valeurs  de  pi 
ct  q^;  ainsi,  les  relations 


(4) 


dt    ~  dpi^  dt  ~       dqi 


dont  les  seconds  membres  sont  supposes  aussi  exprinies  a  Taide  de  /  et  des  ih 
constantes  arbitraires  a,-  et  P/,  doivent  avoir  lieu  quellesque  soient  ces  quan- 
tites  a,  et  p,. 

Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  integrer  ce  nouveau  systeme  cano- 
nique  de  2  A  equations  differentielies 

rfy,_(?(H-R)          dpi__      ()(H~R) 
<^)  :5r  -       (?/>,      ^        TTT- 5^7~'        ('-1,2,  ...,/0, 

qui  ne  differe  du  precedent  qu'en  ce  que  la  fonction  H  y  estremplacee  par 
H  —  R,  R  designant  unc  certaine  fonclion  de  t  et  des  2  A  variables  pi  et  y,. 

II  est  naturel  de  chercher  a  tirer  parti  de  I'integration  deja  faite  des  equa- 
tions (i).  On  retient,  pour  resoudre  Ic  nouveau  probleme,  les  memes  expres- 
sions analytiques  (3)  des  variables  /?,  et  y,,  mais  en  y  considerant  les  2  h  quan- 
tites  a  et  p,  non  plus  comme  des  constantes,  mais  comme  de  nouvelies  variables 
que  Ton  determinera  convcnablement;  cela  revient  a  faire  un  changement  de 
variables,  et  la  melhode  indiquee  rcQoit  le  nom  dc  methode  de  la  t^ariation  des 
constantes  arbitraires.  On  tirera  maintenant  des  formules  (3) 

dqt  __  d(^i        ^  fdqi  docj        dqt  d^/ 


dt  dt 


^d  \d7.j    dt  "*"  d^j   dt  Y 

7=t 


dpi  _  d^  ^   ^  [dpi  d(Xj       dpi  d^/ 
~dr  ""  ~dt 


Y  fdpt  daj       dpi  dpj\ 
Zd  \d<xj    dt        dfj    dt) 
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En  substituant  dans  (5),  il  viendra 


dt        dfi   '   ^  V^ay   dt     '    d^j    dt )  dpt 

dt        dqi      ^  \doLj   dt        di^j    dt)''      d(ii' 

ces  equations  se  simplifient  eu  egard  aux  relations  (4)  qui,  ayant  lieu  iden- 
tiquement,  sont  encore  verifiees  lorsque  les  quantites  a  et  p  sont  variables,  au 
lieu  d'etre  constantes.  On  trouve  ainsi 


()R  ^  ^  (dqi  doLf         dqi  d^j\ 


ipi         2d  \d0Lj 


r  -h 


dpi  ~  2d  \docj  dt  "^  d?>j  dt  y 


(6)  {  ["  )        («  =  i,  2,  . ..,  A). 


'i~'  2d\d0ij     dt     "^d(3y      dtj 


dq 

On  a  la  un  systeme  de  2 A  equations  renfermant  au  premier  degre  les  ih  in- 

doLx  doLh    dQi  d3/, 

connues-^,...,-^;-^...-,-^. 

La  resolution  de  ces  equations,  que  nous  allons  faire  par  un  procede  indirect, 
fournit  pour  les  inconnues  des  expressions  d'une  simplicite  remarquable. 

Les  equations  (2)  coincident  avec  les  equations  (a)  et  (b)  du  n''  8  de  Tlntro- 
duction;  on  pent  done  appliquer  les  relations  (e),  (/),  (g),  (A)  de  ce  meme 
numero,  ce  qui  permet  <I'ecrire  ainsi  les  formules  (6), 

dl\ 


dp 

(7)  i      ;:: 


dpi  ~  2d  \dpi    dt        dpi   dt  y 


]  ""  2d  \dqi    dt         dqi    dt  / 


dq 

;  =  I 


do^j       dOLj       d^j       d^j 


oil  les  derivees  partielles  y-^»    .--,    ,— >  ^—  supposent  que  Ton  a  resolu  les 

equations  (2)  par  rapport  aux  quantites  a  et  p. 

Supposons  maintenant  que,  dans  les  formules  (3),  on  attribue  aux  quantites 

a^ a>i,  Pi,  ..   ,  Pa  des  variations  infiniment  petites  arbitraires  8a, Sa^, 

8p«,  . .,  8Pa>  sans  toucher  au  temps/;  il  en  resulterapour/?,,  . . .,  /?a»  ^i*  •  •• .  ^a 
des  variations  correspondantes  et  faciles  a  calculer;  R,  qui  est  une  fonction  do  t 
et  de /?,,..  .,/?>i,  y,,  ...,  ^A,  prendra  aussi  une  variation  correspondante  8R,  et 

T.  —  I.  ai 
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Ton  aura 

d'oii,  en  remplagant  3—  ^t  g—  par  leurs  valeurs(7), 


'^=ii[{t"'-*^'^)'^-0'^>^t] 


ou  encore 


mais  on  a  evidemment 


II  vient  done 


Or  on  pent  calculer  autrement  SR,  en  remplacant  d'abord  dans  R  les  quanti- 
tesp  et  q  par  leurs  expressions  (3);  R  devient  ainsi  une  fonction  de  /  et  dcs  2  A 
quantites  a  et  p,  et  Ton  aura 


^■'=2(ls*^-^m- 


Cette  expression  de  SR  doit  etre  egale  a  la  precedente,  quelles  que  soient  les 
2  A  variations  Say  et  SPy,  qui  sont  independantes  les  unes  des  autres.  On  en 
conclut 

Ces  equations,  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  supposees  con- 
nues  de  /  et  des  quantites  a  et  p,  determineront  les  nouvelles  variables  dont  les 
expressions  devront  etre  ensuite  substituees  dans  les  formules  (3)  pour  obtenir 
les  valeurs  cherchees  des  inconnues  />i,  /?2,  . . . ,  5^,,  92*  •  •  •  •  L^s  equations  (8) 
ont,  comme  on  le  voit,  la  forme  canonique.  Si  Ton  avait  integre  les  equa- 
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tions  (i)  par  une  methode  autre  que  celle  de  Jacobi,  les  constantes  arbitraires 
ainsi  introduites,  devenues  variables  pour  Tintegration  des  equations  (5),  au- 
raient  dependu,  en  general,  d'equations  plus  compliquees  que  les  equations  (8), 
et  qu'il  aurait  fallu  former  et  calculer  dans  chaque  cas,  suivant  la  nature  de  la 
fonction  H  =  F(/,  5^,,  ^2,  .. . ,  y^;/?^,  jOjj,  ...,/?>i).  Le  grand  avantage  que  pre- 
sente  la  naethode  de  Jacobi,  c'est  que  Ton  pent  ecrire  iramediatement  les  for- 
mules  (8). 

60.  Appliquons  les  resultats  precedents  a  la  determination  des  mouvements 
des  planetes.  Soient  a:,  j,  z\x^,y^,  s, ;  ...  les  coordonnees  des  planetes  P, 
P,,  . . .;  m,  mi,  . . .  leurs  masses,  celle  du  Soleil  etant  prise  pour  unite;  les 
equations  differentielles  du  mouvement  de  la  planete  P  sont,  comme  on  I'a  vu 
au  n°  18, 

(Px      «    x OR 

d*'z       .     c  _  OR 


oil  Ton  a 


|jL=iiH-m,         r*  =:  j;' -h  j' -f- s', 


(9) 


Ls/(^-a;,)'  +  (/-7.)'+(=-5.)'  '1  J 


En  supprimant  R,  on  a  les  equations  diOerentielles  du  mouvement  elliptique, 

(Px        .     X 


dt*  '^r' 


Posons 


d^  _  -/  dy  _  dz  _ ., 

dt-     '         'dt~y'         dt^" 


Trri(^'«.+-y'«  +  5'»),         U  =  ^,         H  — T-U; 

en  remarquant  que  R  ne  contient  que  oi;,y,  z,  et  le  temps  /  qui  sera  introduit 
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par  ^o  7i »  ^1 »  •    • »  n^ais  nc  ronferme  pas  x\  y ,  z\  nous  pourrons  ecrire  comme 
il  suit  les  equations  (a)  et  (b)  : 


(«) 


(P) 


dx 
dt 

d{\\ 

dx' 

R) 

dt 

d{l\      R) 

dz 
dt 

dm      R) 

dz'         ' 

dx' 
dt 

d{\\ 

dx 

R) 

> 

dy' 
dt 

d{VL      R) 

ft/ 

dz' 
dt 

• 

«?(H-R). 
dz       ' 

dx 

dM 

dy 

()H 

dz 

dH 

dt 

dx'' 

dt  "^ 

<)/' 

dt   " 

dz'' 

dx' 

d\\ 

dy 

dH 

dz' 

dn 

dt 

dx 

dt 

dr' 

dt 

dz 

On  voit  que  les  formules  (a)  et(P)  coincident  avec  les  formules(5)  et  (i)  du 
numero  precedent. 

Or,  dans  le  Chapitre  VII,  on  a  integre  par  la  methode  de  Jacob!  les  equa- 
tions (6),  ou  leurs  equivalenles  (P);  on  a  introduit  ainsi  six  arbitraires  canoni- 
quos  ai,  aj,  aj,  [3,,  [Jj,  (Jj,  dont  la  signification  geometrique  a  ete  precisee,  et 
sera  rappelee  dans  un  moment.  II  en  est  resulte,  pour  les  integrales  generales 
des  equations  ((3),  des  expressions  de  cette  forme 

rr  =  9,  (/,  a,,  aj,  cc^,  [Sj,  (3„  (3,),  J  =  ?x»  -  ==  ?»» 


Cela  pose,  d'apres  la  methode  indiquee,  quand  il  s'agit  d'integrer  les  equa- 
tions (a),  on  conserve  pour  x^  y,  z,  x\  y\  z'  les  memes  expressions  analy- 
tiques(Y);  mais  alors,  a,,  ol^,  ol^,  p,,  ^2,  ^g  seront  de  nouvelles  variables,  et 
nous  savons,  par  le  numero  precedent,  que  nous  aurons  les  six  equations  cano- 
niques 

doL,  __       dR  da^_       dK^  d^  _       d^ 

dt  ~      (^3/  dt  ~       d3,'  dt   ~~       d^^ 

dt  dxi  dt  dxi  dt  dx^ 

oil  Ton  doit  supposer  que  R  est  une  fonction  de  /,  a^,  aa,  aj,  pi,  ^a,  p,,  obtenue 
en  remplagant,  dans  (9),  x,y,  z  par  leurs  expressions  (y). 

Ces  expressions  n'ont  pas  ete  developpees  dans  le  Chapitre  VII;  mais  elles 
sont  une  consequence  des  formules  (d)  du  n°  32  et  (g)  du  n**  41,  formules  que 
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nous  allons  ecrire  de  nouveau,  pour  plus  de  clarte  : 

k  =  v^f^,         n  r=i  — ,  u  —  e  sin  uzn  nt  -^t  —  w, 


r  =ia(i  —  ecosi/),  lang  ^— ^ —  ~  V/ — ~~^  lang-> 


V  —  TS  /  1  4-  e  .  u 


J?  —  r  [cos0cos(p  —  0)—  sin0sin(p  —  0)  coscp], 
y  =1  r[sin9cos(v  —  9)  -h  cos0sin(('— 0)  COS9], 
\   z  =zrsin{v— 9)sin(^; 


(^) 


ai  — »  ai=  A:v/«(i  — e')  COS9,         at^=:k^a(i  —  e*), 


t~V3     i 


Pi=      — F-***'        P»=^'  (3,=Bi-0. 


II  suffit,  en  effet,  d'eliminer  les  quantites  a,  e,  ...  entre  (d)  et  (g^)  pour  ob- 
tenir  la  premiere  serie  des  Ibrmules  (y),  la  seule  que  nous  utiliserons;  on 
trouverait  celles  de  la  seconde  serie  en  differentiant  les  expressions  de  a?,  j,  z 
sans  faire  varier  les  elements. 

Pour  rintegration  des  equations  (a),  on  devra  considerer  les  elements  a, 
p,  ...  ou  a,  e,  ...  comme  variables,  et  Ton  obtiendra  les  equations  difTeren- 
tielles  correspondant  aux  variables  a,  e,  ...  en  remplacant  dans  (S)  les  ele- 
ments canoniques  par  leurs  expressions  {g)  en  fonction  des  elements  employes 
par  les  astronomes.  Ce  calcul  sera  fait  plus  loin.  En  somme,  les  elements  cano- 
niques n'auront  servi  que  d'intermediaires  permettant  d'ecrire  immediatement 
les  equations  (S). 

Ce  qu'il  faut  retenir,  c'est  que  les  expressions  de  x.y^  z,  a?',y,  z'  sont  de  la 
forme 

IX  r=:$i(^,  a,  e,  . . .),  y  =  ^i(^,  a,  e,  . . .),  z  —  ^z{ty  a,  e,  . . .), 

qu'il  s'agisse  des  equations  ((3)  ou  des  equations  (a);  seulement,  les  quantites 
a,  e,  ...  sont  constantes  dans  le  premier  cas,  variables  dans  le  second. 

61.  Supposons  que  Ton  connaisse  les  expressions,  functions  du  temps,  que 
Ton  doit  mettre  dans  les  formules  (lo)  a  la  place  de  a,  e,  . ..  pour  representer 
le  mouvement  de  la  planete  P ;  soient  a^,  eo,  ...  leurs  valeurs  a  une  epoque  de- 
terminee  et  d'ailleurs  quelconque  /«.  RemplaQons  dans(io)a,  e,  ...  par  a^, 


dx       dx 

dy       dy 

d'l       dz 

dt  ~~  dt ' 

dt^  dt' 

dt  ~  dt 
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<?o et  designons  par  x,  y,  z  ce  que  deviennent  x,y,  z\  il  viendra 

( '  0     j  rfx  _  ^  dy      y^  dz .jj. 

on  aura  visiblement,  pour  t  =  /,,, 

(I2)  X=rX,  y==7,  Z=r;j, 

Les  formules  (i  i)  representent  le  mouvement  elliptique  d'une  planete  fictive 
de  masse  m,  qui  aurait  a  I'epoque  t^  meme  position  et  meme  vitesse  que  la  pla- 
nete P,  et  qui  ulterieurement,  dans  chacune  de  ses  positions,  serait  soumise 

seulement  a  Tattraction  du  Soleil,   ^     '  —  - 

Les  elements  a©,  e©,  ...  sont  appeles  les  elements  osculaleurs  de  I'epoque  t^ ;  ce 
sont  done  les  elements  de  Torbite  elliptique  invariable  que  decrirait  la  pla- 
nete P,  si,  a  partir  de  Tinstant  t^,  elle  cessait  d'etre  attiree  par  les  autres  pla- 

netes  P,,  Pa, On  pourra  les  calculer  par  les  formules  du  n"  38,  connaissant 

les  valeurs,  pour  I'epoque  /«,  des  coordonnees  x^,  y^,  Zo»  et  des  composantes 

^)  '  (^)  '  (sz)  ^^  '^  vitesse.  Si  done  le  mouvement  de  la  planete  etait 
connu,  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  calculer  les  divers  systemes  d'elements 
osculateurs  qui  correspondent  aux  epoques  /«•  ^ 


Soient  {fig.  i8)  PqC  I'orbite  de  la  planete,  P©  sa  position  et  PoAo  =  Vo  sa 
vitesse  a  I'epoque  t^y  P  sa  position  au  temps  /;  soient  V^G  I'orbite  elliptique  de 
la  planete  fictive  consideree  plus  haut,  P'  sa  position  au  temps/;  supposons  que 
I'intervalle  t  —  to  soit  une  quantite  infiniment  petite  du  premier  ordre.  On 
pourra  calculer  x,j,  s,  coordonnees  du  point  P,  et  x,  y,  z,  coordonnees  de  P% 
par  la  formule  de  Taylor  : 
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(Ill  aura,  ii  cause  ilc  ( 12). 

'->=[(m-(SJ).]^-- 

i-t,  en  ayant  eg.iril  aux  formulcg  (a)  et  (6), 

\d.rj^  1.3 
on  aura  des  f'orinulcs  semblables  pour  les  diPTerenccs  _>■  —  y.  =  —  7, ;  si  Ton  pc- 
muiHjUC  (]Uo  tes  quantiles  (j^j  ,  y-j-\  .  {'-tA  contiennent  dans  chacune  de 
leurs  parties  I'un  des  petils  fai^lours  numt^rlqucs/n,,  m^,  .  ..on  voit  que  la  dis- 
tance des  points  P  el  P'  sera  infiniinent  petite  du  second  ordre,  a  cause  du 
lacleur  i^t  -  r,  1^,  el  qu'elle  sera  plus  petile  encore  -a  cause  de  la  presence  des 
I'acteurs  m,  011  m^,  . .. ,  dans  le  coeHicienl  de  (/  —  /o)'-  On  pourra,  pour  un 
intervalle  de  temps  sufTisamment  petit,  reniplacer  le  mouvement  dcia  planete 
de  l'„  en  P  par  celui  de  la  planete  fictive,  sup  Tare  d'ellipse  PjP'.  C'cst  done  le 
proljli-me  des  deux  copps.  dont  la  solution  est  liJen  connue,  qui  sort  en  quelque 
sorte  d'element  infinitesimal  poup  ahnrdcp  le  probleme  du  mouvement  il'un 
nombre  quelconque  de  corps. 

liejinitions.  —  Le  mouvement  de  la  planete  P  sup  son  orbite  PoC  est  appele  le 
mouvement  trouble;  on  pent  dire  que  ce  mouvement,  qui  serait  elliptique  si  les 
autres  planeles  n'existaient  pas,  est  trouble  par  la  force  dont  les  composantes 
sont  -J  >  ,  .>  -,-:i  que  Ton  nomme  force pcrltirbain'ce :\n  (bnction  R  est  elle-meme 
nonimce  forntion  perlur/ialrire.  Les  differences  j:  —  x,  ^  —  y,  3  —  z  sont  appe- 

lees  les  perturbations  des  coordonnees ;  les  dilferences  a  —  a,,  e  ^e sont 

elles-meines  \e&  perturbations  des  elements.  Enfln,  la  partie  de  la  Mecanique 
celeste  qui  a  pour  but  le  calcul  des  perturbations  recoit  le  nom  de  Theoriedes 
perturbations. 

Remarque.  -  Soil  C  =  /  fa^,  j.  '•  J, '  rfj' !//)  ""^  int6gpale  pperaiere  des 
equations  differenlielles  du  mouvement  elliptique;  C  sera  done  une  ceplaine 
function  des  elements  clliptiques;  on  aura  la  meme  relation  dans  le  mouvement 
trouble,  pourvu  que  Ton  reniplace  dans  C  les  elements  pip  lours  valeurs  varia- 
bles k  IVpoque  /.  Cela  est  evident  si  I'on  se  reporle  aux  fonnules  (11)  qui  re- 
prcsentent  le  mouvement  elliptique  on  le  mouvement  trouble,  suivant  que  Ton 
y  suppose  les  elements  constants  ou  variables. 


62.  II  nous  reste  a  conclure  des  fonnules  ( 
des  elements  elliptiques  a.  e,  ^,  0,  pj,  i. 


celiesqui  doiinent  les  derivees 


1 68 


CHAPITRE   IX. 


Pour  y  arrivcr,  nous  resoudrons  les  equations  (g)  par  rapport  a  ces  elements, 
CO  qui  nous  donnera 


k* 


a~  - 


20C 


1 


{iS) 


c»  = 


=  I 


A* 


cos  cp  =1  —  J 
as 


w  =  (3, 4-  (33, 


(3, 


£r^(3,-^^,+   ^;(-3«,)« 


Nous  aurons  d'abord 


et 


da             A:*    rfa, 
dt         '    2af    ^/  * 

de        aa  /      ^a,               rfaj\ 

'dt     aH'''  rf^^"'  rf^'j' 

rfaj            dxt 

.     do      *'  rf<      *^  "37 

-'"^  rff                «1 

d9 

rf(3. 

dt 

rff' 

dxs 
dt 

rf(3.       rf|3. 

de 
dt 

'   dt ' 


d'oii,  en  tenant  compte  des  formules  (8)  et  (g). 


(»4) 


dt 

de 
dt 


av/i  —  e* 


A'e 


/ J  dR        k   dR 


^9 
dt 


p I /  ()R       ()R  \ 


\ 


drs 
~di 

de 
dt 


on 


k    dH 


a 


\dx, 


3a  ,  ,  (JR 
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On  tirera  cnsuite  des  formules  ^^^i3) 


d\\ 


0> 


1 


I  •  on 


X    dii 


a 


i    ^£ 


dxi 


on 

dO 


din 

OR 

de 


ds 


2af   da  ■*■  k'e  de         A*   '^  *^     de 


ia^  dl\ 


dn 

doL^ 

d\\ 

dXi 


A*    da  "^  A* 


dR 


a   I  —  p^  dR       3rt 


dR 


7i;:-T?(^-^)":)7 


de 


de 


I 


as  sin 9  d<^ 


_  dR 


2  a,  a,  <)R  I      a,  dR 

e    A^     (^tf        sin  9  aj  (^9 


I      v^i  — e«  <)R  I 


Ay-  a 


e 


de 


-h 


COS9 


dR 


A  v'a  v^'  —  e*sin9   ^? 


(^K 
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En  portant  ccs  valeurs  des  derivees  partielles  -r^y  •••  dans  les  formules  (i4) 
et  reduisant,  il  vient 


(//) 


'  da 

1    dR 

dt 

na  de 

dO 

I 

f)H 

dt 

na^^i  —  1 

?*  sin 

f  ^9 

dm 

lang? 

dR 

nd^  ^  1  — 

v/i       6'* 
na^e 

e^  ^? 

dR 
du3 

\  de 
dt 

-f' 

—  \'  1  —  c 

d^ 
Tit 

— 

1 

in  9  dO 

lang 

0 

1 

a 

-h 

f>5V 

na^sji  • 

—  c's 

nd^\f\  - 

^J' 

dt 

1    ~r" 

— 

2    dR 

na  da 

H 

lang  ~ 
2 

r.  •- 

/>< 

—  < 

-  ■■  c 

dt 

l^yjl  —  e^ 

e 

On  a  remis,  pour  abregcr  I'ecriture,  /i  au  lieu  de  -5- 
T.  -  I. 


a 


22 
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Ces  formulcs  (A)  sont  la  base  fondamentale  des  theories  des  mouvements 
des  planetes;  elles  contiennent  en  germe  toutes  les  proprietes  de  ces  mouve- 
ments. 

63.  Nous  allons  presenter  a  leur  sujet  quelques  observations. 

On  pent  partager  les  elements  en  deux  groupes,  6,  gt,  e  d'une  part,  a,  e,  <p  de 
Tautre;  les  trois  elements  du  premier  groupe  expriment  des  longitudes;  leurs 
derivees  par  rapport  au  temps  ne  contiennent,  comme  le  montrent  les  for- 
mules  (A),  que  les  derivees  partielles  de  R  prises  par  rapport  k  un  ou  plusieurs 

des  elements  du  second  groupe;  la  reciproque  a  lieu  pour^^  'Jt^^^'di' 
Le  coefficient  de  -p  dans  Texpression  de  ^  pent  s'ecrire 

y/ 1  —  gi  e 


done,  si  e  est  une  petite  quantite  du  premier  ordre,  et  c'est  le  cas  general,  le 
coefficient  en  question  sera  une  petite  quantite  du  meme  ordre,  malgre  le 
diviseur  e  qu'il  paraissait  contenir  tout  d'abord. 

Mais  ce  petit  diviseur  e  existe  bien  reellement  dans  les  formules  qui  donnent 

^  et^;  dans  certains  cas  il  en  pent  resulter  des  inconvenients  serieux;  on  les 

evite  en  posant 

(i5)  hz=esinvSy        /=:ecosGy, 

et  remplaQant  les  variables  e  etts  par  A  et  /;  on  trouve  d'abord 

dh  de  dm 

dt  de  dt 

dl  de  dm 

-J-  ~  cosGj -TT  —  esmw-T-j 
dt  dt  dt 

^J^  <)R        dK 

de  an  01 

T—  =^  e  COSTS  -vr  —  esiiicj  -rr; 
OTS  ah  dl 

aprfes  quoi,  en  tenant  compte  des  expressions  (A)  ^^  ^  ^^  -5"'  ®t  reduisant,  on 
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trouve 


(16) 


9 
dt  ~~  na*  dh  na*         ,_|.^,_^i  — /«  de       no} sj~v  —  h} -- 1}  ^9 


On  verra  plus  loin  que  Ton  substitue  a  la  fonction  R  un  developpement  dont 
les  divers  termcs  sont  ordonnes  par  rapport  aux  puissances  des  excentricites 
et  des  inclinaisons  des  orbites;  on  apercevra  des  lors  aisement  que,  si  Ton  con- 
sent a  negliger  de  petites  quantites  d'un  ordre  superieur  de  deux  unites  a  celui 
des  quantites  conservees,  Texcentricite  etant  regardee  comme  du  premier  ordre, 
on  pent  alors  reduire  les  equations  (i6)  aux  suivantes,  qui  sont  tres  simples  : 


i'7) 


dh         I     (^R  dl  I     dR 


f 


dt       no}  dl  dt  no}  dh 


De  meme,  les  valeurs  de  ^  ^t  de  -^  peuvent  etre  sujettes  a  des  difficultes 

si  9  est  petit,  ce  qui  arrive  le  plus  souvent;  on  les  evitera  en  faisant,  par  une 
transformation  analogue  a  la  preccdente, 

(18)  /)=riang9sin0,        ^— tang9cos0, 

et  rempla^ant  9  et  0  par  les  nouvelles  variables  p  et  q. 
On  trouvera 

dp  ,  ^dO        s\n9    do 

-^  =     langcpcos^^TT  4-  — r-  TjT' 
fit  ^^  dt       cos' 9   dt 

da  ^  '    r^dO        cos  0  do 

-~  ^  —  lang©  sin  0  J-  h r — 3- 

dt  ^^  dt       cos' 9  dt 

-^  =lang9  COS0  ^  -  lang9  sinO  ^^  ; 

dR       sinO   dR        cos  9  dR 


""^T  » 


d^       cos' 9  dp       cos' 9  dg 


(i9) 


dp  _                   I dR p /dR  dR\ 

nayi       c?   cui  9     ^           a /la' ^  I  —  e' COS  9  COS' -    ^  ^ 

dq_ i^ dR V (dR  dR\ 

dt     ~        /Ifl'i/l  — e'  cos' CD    <^P                   «   / ?                     •?    \<^  ^fi  / 

nu\i       ^   I.US  9      r         2/ia'v/l  —  e'C0S9C0S'-i-    ^  ^ 


2 
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Si  Ton  consent  encore  a  negligcr  des  quantites  d'un  ordre  superieur  de  deux 
unites  a  cclui  des  quantites  conservees,  rinclinaison  9  etant  consideree  comme 
du  premier  ordre,  on  pent  se  borner  a 

,      ,.  dn  1  d\\  dq  I  dK 


dt 


na 


V  — ^'  ^'/  ^^  na^yj\  —  e^  <^P' 


si  e  est  petit  en  meme  temps  que  9,  on  pourra  meme  prendre  plus  simplement 

(21) 

on  voit  Tanalogie  de  ces  formules  avec  les  formules  (17}. 


dp 

1     dli 

dq  _          I     r}R, 

dt  " 

nn^  dq 

dt            no}  dp  ^ 
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CHAPITRE  X. 


VAEUATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES.  -  METHODE  DE  LAGRANGE 


64.  Lcs  formules  (A)  du  n°  62  permettcnt  de  resoudre  toutes  les  questions 
relatives  au  mouvement  des  planetes;  nous  les  avons  obtenues  par  la  voie  qui 
nous  a  paru  la  plus  directe.  Mais  nous  croyons  ne  pouvoir  nous  dispenser  de 
reproduire  Tanalyse  employee  pour  arriver  aux  memes  formules  par  Lagrange, 
qui  doit  etre  considere  a  juste  litre  comme  le  createur  de  la  methode  de  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires. 

Dans  le  Chapitre  precedent,  nous  avons  mis  les  equations  differentielles  du 
mouvement  de  la  planete  P  sous  la  forme 

dx      J(H-R)  (U^      ^H-_?)_ 

dt  Ox'  '''  dt  "^        dx        "  ^' 

dy       d(H-R)_  dy'       d{VL-¥.)_^ 

dz        ^(H      R)  _  dz^        d(H-R)_ 

dt  dz'  ^'  dt    '^         dz         ~  ^* 

Lagrange  considere  d'une  maniere  plus  generate  les  2A  equations 

dx       dil      ^,  dx'      dil      „ 

Tt  -  JP  '^  =^^'         -di^di  -  X:..  o, 

(^'^  \^/       ^-Y'-o  ^/.^^       Y-o 


12  est  une  fonction  donnee  quelconque  de  /,  ^,  y,  ...,  cc\  j',  ...;  il  en  est  do 
meme  des  quantites  X,  Y,  ...,  X',  Y',  ...;  le  nombre  Ades  groupes  de  deux  equa- 
tions associees  pent  etre  quelconque. 


tmrnrnt^^mm^tm^md 
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Concevons  qu'on  ait  reussi  a  integrer  rigoureusement  Je  systeme  suivant, 
que  Ton  deduit  du  precedent  en  y  supposant  nulles  les  quantites  X,  Y,  

dt        dx'  ""^'  dt   '^  dx'^^' 

(b)  {  dy  _da  _  ^       ^_ 

dt        dy~~^'  dt   '^  dy"^' 


On  aura  done  obtenu  des  expressions  de  a?,  y,  ...,  ^,y  ...  fonctions  de  t  et 
de  2A  constantes  arbitraires  a,  6,  c,  ...,/,  g,  verifiant  identiquement  les  equa- 
tions (6),  quelles  que  soient  ces  constantes  arbitraires;  ecrivons  ces  expres- 
sions 

On  va,  pour  representer  les  integrales  des  equations  (a),  conserver  les  memes 
expressions  analytiques  (i)  de  x,  x\  ...;  seulement  on  regardera  a,  6,  ...,  g 
non  plus  comme  des  constantes,  niais  comme  de  nouvelles  variables. 
On  aura,  dans  cette  hypothese, 

dx  dx       dx  da      dx  db 

dt  ~'dt   '^'da  dt'^db  'dt 

dx'      dx'      dx'  da      dx'  db 

-7T  4- -TT- -77- 


dt        dt        da  dt       db  dt 


Portons  ces  expressions  dans  les  equations  (a)  et  remarquons  que  Ton  a 

dx  _d9,_  dx^      d^_ 

(2)  }  dt       dx''^^'  dt'^dx-'^' 


puisque  les  formules  (i)  substitutes  dans  les  equations  (b)  doivent  donner  des 
resultats  nuts,  quelles  que  soient  les  quantites  a,  b,  ...,  constantes  ou  variables; 
il  viendra 

dx  da      dx  db      dx  dc  .,, 

d^  di'^'dbdi'^d^  ^"^••~"'^-^' 

dy^  da      dy  db      dy^  dc           __y'— o 
da  dt'^ db  dt'^  dc    dt'^'"  ' 
> 

dx'  da      dx'  db      dx'  dc  ^ 

4-  -,—  -7-  4- ...  4-  X  =  O, 


da  dt       db  dt        dc  dt 
dy'  da      dy'  db      dy'  dc 


da  dt       db  dt       dc  dt 


4-  -3^  -n  4- .  . .  4-  Y  =  o, 
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Cos  2 A  equations  contienncnt  au  premier  degre  Ics  ih  inconnucs  -j:^\n'  '  '  'f/' 


Or'  dy' 

Lagrange  Ics  combine  en  les  multipliant  respectivcmcnt  par  —   .  -  >  """/"'  ' " 


d.r  dv  da    |.  ..       i.  -i     •      „ 

d~*  "^  /)"'  "'^  Tt  ^*sp^'*«'^*^  ^^  ^'  vient 


\        dt  \da  db       Ob   da  "*'  da  db       Ob  da'^'' ) 

I  3) 


)        dc  fdx  dx'  V  -.  dr       ^dv  v/^-^'       v/^^j'   . 


oc  '  da  aa  da  da 


Posons 


da  da  da  da 


•  • » 


P      , -,  _  (^o:  dx'^      dx  dx'      dy  dy'      dy  dy' 
^•^^  ^"'^J-^  db~"db  'd^'^'d^'db''db'd^'^''' 

introduisons  des  quantites  analogues  R^,  ...,  R^;  [a,  c],  ...,  [a,^];  [6,a], 
[6,  c],  ...,  qui  seront  fournies  par  des  formules  so  deduisant  immediatement 
de  (4)  et  (5),  et  Tequation  (3)  nous  donnera  la  premiere  des  relations  ci- 
dcssous 

-      ,  -  db       r         idc  r         1  ds       -^ 

(6)  ;[^'«32l-^[^'^3^-^--+-[^'^3§H-R6-o, 


65.  Les  quantites  [a»6],  [a,c],  ...,  [6,  c],  ...,  introduites  par  Lagrange, 
jouissent  de  proprietes  importantes. 
En  premier  lieu»  on  a 

[a,  a]  z=  [6,  6]  = . . .  =r  [g,  ^]  =  o ; 

cela  resulte  de  la  definition  meme  par  la  formule  (5). 
En  second  lieu,  on  a 

[a,  b]-\-  [6,a]  — o; 

cela  resulte  encore  immediatement  de  la  formule  (5),  qui  montre  que  [a,  6] 
change  de  signe  quand  on  echange  entre  ellcs  les  lettres  a  et  b. 

Enfin  la  propriete  la  plus  importante  consiste  en  ce  que  [a,  b\  ne  contient 
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pas  le  temps  explicitemcnt;  il  faut  entendre  par  la  que,  si  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (5)  on  remplace  a*,  a?',  ...,y,  j,  ...  par  leurs  valeurs  (i), 
lesquelles  sont  fonctions  de  t  et  de  a,  b,  ...,  g^  une  fois  les  calculs  effectues, 
t  disparait. 
Pour  demontrer  cette  proposition,  il  nous  suffira  de  prouver  que  Ton  a 

On  trouve  en  effet,  en  partant  de  la  formule  (5;. 

dt      ~  dadl  db  "^"  da  db dt  ~~  dbdi  1^  "^  db  dVOt  '  "  ' 

_  d  f  dx  dx'      dx'  dx 
~d^\di  db  '^dt    Jb'^" 

dx   d^x'        dx'    d^x 


dt  da  db       dt    da  db 


dx  d^x'        dx'   d^x 

4- 

ou  bien 


da  db  dt       da   db  dt 


^[^»^]__    d  ( f^^  ^^'      ^^'  dx  \        d  (dx  dx'      dx'  dx  \ 

d^^d^ydt  ~db~~dT  db'^"')''db\'di  'd^'^  dT  'd^^'")' 

ou  encore,  en  ayant  egard  aux  formules  (2), 

dt      '^da\dx'db'^'dx'  db  '^"'J'    db\dx  da'^  dx'  da  '^      ' )' 

ce  qui  peut  s'ecrire,  en  rcmarquant  que  12  ne  contient  6  ou  a  que  par  x^  x\  . . . , 


,  . .  • « 


d\a,  f>]  _^d^_^^  _.  ^l^  _  (^^^  _ 
dt  da  db       db  da       db  da      da  db 

Dans  chaque  cas  particulier,  Q  ayant  une  valeur  determinee  et  les  fonctions 
$,,  Wi,  ...  qui  figurent  dans  les  equations  (i)  etant  supposees  connues,  on  de- 
terminera  les  quantites  [a,  6J,  ...  par  un  calcul  algebrique,  en  partant  des 
formules  (5)  et(i);  on  aura  ainsi  a  en  calculer  un  nombre  egal  a 

-  =L  h  ( :in  —  I ) ; 

1.2 

on  remplacera  ensuite  dans  les  equations  (6)  les  symboles  [a,  b\  par  leurs  valeurs 
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ainsi  determinees  et  Ton  aura,  en  resolvant  ces  ih  equations  du  premier  degre, 
les  valours  dc  ^>  ^^  •••»  -^  exprimees  a  I'aidc  de  R«,  R^ R^  ct  de  a, 

♦  •  •  • »  §• 

On  voit  que  tout  cc  calcul,  qui  pcut  etre  tres  long,  est  evite  quand  on  suppose 
les  equations  {b)  integrees  par  la  methodc  de  Hamilton-Jacobi. 

La  propriete  qui  vient  d'etre  demontree  permet  souvcnt  d'abreger  les  calculs, 
en  assignant  une  valeur  particuliere  convenablement  choisie  au  temps  /  qui 
fmalement  doit  disparaitre. 

Supposons,  parexemple,  quel'onfasse  /  =  o,  etsoienta?o»yo'  •  •  •»  ^o^y©' 

les  valeurs  correspondantes  de  a?,  j,  . . . ,  x\  y\  . . . ;  on  aura 

\a  b\  —  ^"^^  -"^^  _  ^«  ^  I  ^ii  ^j1  _  ^y^  ^y±.  . 

^    '  ^    ~   da    db         db     da    '    da    db         dh   'da 


■  •  •  • 


Admettons,  ce  que  Ton  pent  toujours  faire,  que  a^  b,  ,. .  designent  precise- 
ment  les  quantites  ^o>7o»  •  •  •»  ^o»  y\^  •  •  • '»  ^'  viendra 

•^       dx^  dx'^       dx'^  dxQ       dx^  dx^       dx^  dxo      "  * ' 

Or  toutes  les  derivees  qui  figurent  au  second  membre  de  cctle  formule  sont 
nulles  a  I'exception  de  deux,  -^  et  ^>  qui  sont  egales  a  -t-i ;  on  aura  done 

OXn  UXt% 


[./'o,  x^\  —  -f- 1 ; 


on  trouvera  tout  aussi  facilement 


de  sorte  que  les  formules  (6)  deviendront 


Les  valeurs  initiales  des  variables  x,y,  ...,x',y',  ...  constituent  done  un 
systeme  tres  simple  d'elements,  au  point  de  vue  de  la  mcthode  dc  la  variation 
des  constantes  arbitraires;  cependanton  n'emploie  pas  ces  elements  en  Astro- 
T.  —  I.  23 
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nomie  parce  qu'ils  entrcnt  d'une  maniere  trop  compliquee  dans  les  expres- 
sions (i). 

Remarque.  —  Quand  on  donnera  ainsi  a  t  une  valeur  particuliere  /,,  si  cctte 
valeur  depend  d'une  ou  de  plusieurs  des  quantites  a^  b,  ...^  il  faudra  avoir 
soin  dene  faire /  =  /<  qu'aprfes  avoir  caleule  les  derivees  partielles  de  ;r,  a:',  ..., 
par  rapport  a  celles  des  quantites  a,  b,  . ..  qui  figurent  dans  /<.  Supposons,  en 
effct,  que  Ton  ait  /,  =  /(a);  il  est  evident  que  la  derivee  par  rapport  a  a  de 
x  =  <P^(tf  a,  6,  ...),  dans  laquelle  on  fera  ensuitc  t=/(a),  ne  sera  pas  la 
memc  que  ecUe  de  I'expression  0<  [/(«)»  ^>  *.  •  •  •]• 

66.  Appliquons  la  theorie  precedente  a  la  determination  des  mouvements 
des  planetes. 

Nous  devrons  faire 

i2  =  H  =r  T  -  U  =  -  ( x'«  -^  y'«  +  c'« )  -  ^ , 
X'=o,         Y'=o,        Z'=:o; 

dans  ce  cas,  les  premieres  des  formules  (a)  donneront 

-       djc  ,      dy  ,       dz 

dt  -^         dt  dt 

Les  integrales  generales  des  equations  {b)  du  mouvement  elliptiquc  ont  ete 
donnees  au  n®  32;  nous  les  rappellerons  bientot. 

Fig.  «9- 
•  z 


;• 


>J^^H 


Commengons  par  un  calcul  preparatoire;  tragons  la  sphere  de  rayon  i, 
ayant  pour  centre  le  centre  0  du  Soleil ;  elle  est  percee  aux  points  x^  j,  z  par 
les  parties  positives  des  axes  de  coordonnees,  et  le  plan  de  Torbite  de  la  planete 
la  coupe  suivant  le  grand  cercle  NH.  Soit  \  le  point  de  cette  sphere  oil  vient 
aboutir  le  rayon  mene  du  Soleil  au  perihelie;  prenons,  dans  le  sens  du  mouve- 
ment de  la  planete,  Tare  \f\  =  90®,  et  soit  ^  le  pole  boreal  du  grand  cercle  $y].  Les 
axes  0$,  Oy],  OX,  forment  un  systeme  d'axes  rectangulaires  que  nous  allons 
considerer,  a  cote  de  I'ancien  systeme  0^,  0/,  Os.  Designons  par  a,  p,  y;  a', 
P'»  y';  a"f  P'S  y"  les  neuf  cosinus  des  angles  que  font  les  axes  du  premier 
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systeme  avec  ccux  du  second,  cc  qui  sera  clairement  indique  par  le  Tableau 
ci-dessous  : 


f) 

.r 

1 

a 

? 
7 

»' 

a' 

(3' 

(3' 

1 

•/' 

/ 

Posons,  comme  nous  Tavons  fait  anterieurement, 


nous  aurons 


.rN-9,         IIN7-9         et        N5=:a); 


Cela  pose,  la  Trigonometrie  spherique  nous  donnera  aisement,  par  une  appli- 
cation repetee  dc  la  formulc  fondamentale, 


'  a  =  cos  (?  cos  (k)— sin  d  sin  CO  cos  9 
(8)    I  {3=  sin 0 cos w -i- cos 0 sin (1)  cos 9 
y  :=  sin(k)sin9 


a'  =  — cos^^sinw  — sin0cos&)COS9 
P'— —  sin^sinco  -hcos0cos&)COS9 
cosci)S]n9 


/= 


sin9sin9 
—  COS  0  sin  9 
cos  9 


On  a  d*ailleurs  les  relations  bien  connues 


(9) 


a'  -H  P'  4-  y'  =  I 


a 


»i 


L^f 


y'«=i 


yy 


=  o. 


aV4-P'P'4-yy=:o; 


yy'  =  o, 


arrP'y'  — /P' 


(.0) 


\l 


=:y'ot' —  a'y' 

=  a'?"  -  (3'«' 


«'=(3'y-y'? 
P'=y'«  — a'y 

y'  =  «';3-;3'« 


«"=|37'-y?'. 

j3'=iy«' —  «y', 

y'  =  a{3'— |3a'. 


II  nous  faut  calculer  Ics  derivees  particUes  de  nos  neuf  cosinus  par  rapport 
i\  0,  9  et  (I);  on  trouvc  aisement,  en  partant  des  formules  (8),  les  valcurs  sui- 
vantes : 


I  Ox 


(•>) 


dy 


dy' 


I  Ho  tMknxxt  \. 


I 


O-M 


-J—  .-  ^  .  — —  —  —  ^. 


Soicnt  ^,  '/),  o  les  coordonn^es  de  la  planete  par  rapport  aux  nouveaux  axes: 
on  aura 

'«'»)  T  -■■  ot-l  ■*■  vftt,         y  =  pf+  p'r„         s  =-/;  -hy'-n; 

d'oii 


(!ri  fa'iHant 


— • 


I-oH  loi'imiles  (Ju  n°  31  deviennent,  en  y  remplacant  —  /it  par  x, 

(iG)  «!-—-,         At=:v/f|ji,         M  —  esin  M=: /!/-+- x; 

(17)  S  —  rt  (costt  —  <?),        Ti  —  av^i  —  e^sinw; 


on  en  tire 


da n 

dt  ~  ~  I  —  e  cos  u 


,  ^^^  y,  naswMi  ,      na\J  V  —  e^co^u 


I  —  t'  COS  u  1  —  e  cos  u 


Les  formules  (1  'i),  (i5),  (16),  (17),  (18)  et  (8)  donnent,  comme  on  voit,  las 
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expressions  de  x,y,  z\  a',  y\  z\  en  fonction  de  /  et  des  six  elements 


(19)  I 


«,  e^   X. 


67.  li  nous  faut  maintenant  calculer  les  quinze  quantites  [a,  h\  par  la  for- 
mule  (5)  en  prenant  successivemcnt  pour  a  el  6  deux  quelconques  des  ele- 
ments (19)  : 

Vu^A.    [^,?],    K?]; 

[9,  a],     [(?,  e],     [0,  x];         [o,  ^],     [m,  ef],     [w,  x];         [9,^!,     [?,  e],     [?,  x]. 
[rt,  e],     [rt,  x],     [e,  x]. 

Soient  K  et  L  deux  Elements  du  premier  groupe  (0,  co,  9)  :  on  aura 

on  a  d'ailleurs,  par  ies  formules  (i4)  et(i5),  en  remarquant  que  \,  yj,  $',  yj'sont 
independants  de  0,  co,  9, 

dx  ^  da  da'  dx  ^6%  dot! 

dx'  _  y,  da  ,  da'  d.t' ^/  ^^e         ,  da' 

dk^^dK'^'^dK'         dL""^dL"*"'^dL' 


d'oii,  en  substituant  dans  [K,  L], 


rir    f  1         /?    /  r/x/^«    ^«'  ^a   da'  \ 

[K,  L]  =  an'- nl')  (5k  5L  -  3l  5K  -^-  •  •  j« 


mais  on  a 


(20)  ^Yj'— yj5'  =  $  ^  ~^  5^  =/ia\'i  — e«  =  Av/a(i  — e«); 


il  vient  done 


( 


U    L»^,  Lj-zia  V  '      ^   \^^|^  dL        dL  dK  ^  dK  dL       dL  dK  ^  dK  dL       dL  dK^ 


Soient,  en  second  lieu,  K  un  element  du  premier  groupe  et  P  un  element  du 
second  (a,  e,  x);  a,  p,  y>  «'>  P'>  T'  sont  independants  de  P  :  on  trouve  aisement 
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les  formules  suivantes  : 

J.  J,    p, dx  dx'       dx  dx' 

[K,P]=     ^$_4-„_j^«^+«'_j_(^?'_+V^j(«5i+«'3^j 


Or  on  tire  de  (9) 


dK^'^dK^'dK  \     dK      '^  dK  ^ '  dK/' 


il  vicndra  done 


on 

ou  bien  encore,  a  cause  de  la  formule  (20), 


(II)  tK,P]-A^^«  ^+p  ^  +  y  ^j ^P 

Soient  enfin  P  ct  Q  deux  elements  du  second  groupe;  nous  aurons 

.  p  f.-. d£  dx'       dx  dx' 

_(«  +p  +y  )^^^p  dQ       dQ  dPy^^*    ^l^    ^'^    ^Ul*dQ        dQ  dP) 
4-f««'+33'+vvn  /''''  ^       dl  d-n'       dj_  dn  _  dX  driN 
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d'oii,  en  vertu  des  relations  (9), 

^    ^  ^^'  ^J  ■"  dP  dQ       dQ  dP  "*"  dP  dQ      dQ  dP  * 

II  ne  reste  plus  qu'a  appliquer  les  formules  (I),  (II)  et  (HI). 

68.  Faisons  d'abord  K  =  0,  L=:(o,  dans  la  formule  (I),  et  tenons  comptedes 
relations  (i  i)  et  (i3);  nous  trouverons 


en  posant,  dans  la  meme  formule  (I),  K=  0,  L  =  <p,  et  ayant  egard  aux  rela- 
tions (11)  et  (12),  il  vient 

[9,  9]  =  na* v/"r^=l«  i  {(x?"  —  pa^  cosw  -h  ((3' a'—  a';3')sinw  j 

ou,  en  vertu  de  (8)  et  (10), 


[9,  9]  =  /ia'v^i  —  e'(— /cosw  —  y  sinoj)  =z  —  na^^i  —  e'sin9. 

Enfin  la  formule  (I)  donne,  pour  K  =  co  et  L  =  9,  en  se  reportant  aux  rela- 
tions (9),  (la)  et  (i3), 

[w,  9]  =i/ia»v^i  — «*{(«'«' -^  (3' (3* -^y'/)cosw-H  (aa'-H  (3P'4-yy'')sin&)  j  =0. 

Passons  a  la  formule  (II)  dans  laquelle  nous  supposerons  d*abord  P  =  x,  ee 
qui  nous  donnera 

^p =0,         [K,x]=o; 

il  en  resulte  done 

[^,  x]=o,         [&),x]— o,         [9,  x]=o. 

Si  maintenant  nous  faisons  P  =  a,  ee  qui  entraine 


nous  trouverons 


' Ta =  -175-=^""^'-'' 


lK.a]  =  i.aA3p(«'|5+^-^^y-|^); 


d'oii,  en  donnant  successivement  a  K  les  valeurs  6^  co,  ^  et  ayant  egard  aux  re- 
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lations  (8),  ...»  (i3). 


[9,  a]  ={/iflr  ^i— e*(aj3'  — (3a')  ^^na^'i  —  ^'7"  =  ^ /la  v^i  —  c'  cos  9, 


[9,  a]  :r:i  i  /la/T— e*  (a'a'^H-  P'^^-i-y'/)  sinw  =  o. 

Pour  V  =  e,  nous  aurons 


et  la  formule  (II)  dcvient 

cn  comparantcetlc  formule  a  cellequi  donnait,  il  n*y  a  qu*un  moment,  la  valeur 
de  [K,  a],  il  vient 

il  n'y  a  plus  qu'a  faire  successivement  K  =  0,  K  =  co,  K  =  9,  et  a  remplacer 
[0,  a],  [o),  a],  [9,  a]  par  leurs  valeursci-dessus ;  on  trouvera  ainsi 

[9,  e]  =—  na^ COS9, 

.    [co,  e]  —  — /ig*  —  > 

y  I  —  e' 

[9,  e]  =  o. 

Nous  arrivons  enfin  a  Tapplication  de  la  formule  (III). 

Pour  faciliter  le  calcul,  nous  donnerons  a  /  la  valeur  particuliere 

n  A 

qui  annule  u;  cctle  valeur  est  fonction  de  a  et  x;  on  ne  devra  done  faire 
/  =  T  qu'apres  avoir  effectue  les  differentiations  relatives  a  a  et  x;  on  pourra 
calculer  les  derivees  relatives  a  e  apres  avoir  fait  /  =  t.  En  prenant  Q  =  e,  la  for- 
mule (111)  donne 

^     ^  ^    '^~  dP  de       de  dP       dP  de        de  dP ' 
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Ics  formules  (17)  ct  (18)  donnent 


c,  —  a(i  — e),  Ti  —o, 


t'  =  o,  ri'=Lnai/ — --  i/ ;     \ 


pour  ^  =  t; 


on  en  tire 

d^  dri 

dl'                      On'          na  1 

ae  ae       J^ ^i  i— e 

et  la  formule  (21)  devient 

les  relations  (17)  et  (18),  differentiees  par  rapport  a  P,  donnent,  en  faisant  en- 
suite  ^  =  T,  /i  =  o, 


dl' na    /du\ 

)  I 1  (du\ 


apii'S  quoi  nous  trouvons,  par  la  formule  (22), 
on  en  tire  done 

[flr,  e]  — o, 
[x,  e]  =  0. 

Reste  seulement  a  trouver  [a,  x];  la  formule  (III)  donne 

r       1  —  ^1  ^^  _-  ^1  ^1!      ^  ^''  __  ^  ^^^' 

•■    '    •*       da  dy(.        d'A  da        da  (^x        dx  ^« 

En  partant  de  (ifi),  (17),  (18),  diflerentiant  par  rapport  a  x,  et  faisant  ensuito 
/  —  T,  on  trouve  aisement 

du I 

dx        I  —  e 
T.  -  I.  24 
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Ct 


—    ^O, 


/>a 


(l~e)« 


<>; 


Texpression  ci-dessus  de  fa,  x]  donnc  done 


(23) 


•■  (i  —  ey  da  y    I  —  c 


Differentions  ensuite  (17)  et  (18)  par  rapport  a  a,  faisons  /  =  t,  et  nous 
trouverons 


da 


0± 


I  —  e     da         y    I  —  e    da  '      y    i  —  e ' 


en  substituant  dans  (23)  ct  reduisant,  ii  vient  enfin 

[a,  x]  =  —  \na, 

G9.  Nous  pouvons  aetuellement  ecrire  ee  que  deviennent  Ics  equations  (6) 
dans  le  cas  present;  nous  aurons 


-de       r        1  ^^ 


r         -  do       -        -  d(t}       -      t-i^^ 


4-Ra  =  0, 


d'oii,  en  remplai;ant  lesquanlites  [^,ej,  ...  par  leurs  valours  trouvees  ci-dessus. 


(c) 


Hrt  —  i  ''^  Tt «  "^  v^i  —  e'  -7-  —  I  /la  v'^ 


^/ 


rf/ 


-^  d^ 

e'coso  -7-  =r  o, 


-^    •      na^e     doi       na^e  cos  o  dO 


V  ' 


Tir^  ^^ 


\  I  —  e\ 


t     dt 


da 


Rv  4- i /Irt  -FT  =^  o 


»x-t-f 


^/ 


-^        ,         / ;  da       na^e  cos  o  de 


d<^  


na-  \  I  —  e*  sin  9  -j^  :=  o, 

at 


d9 


R^-h«rt*\^  —  e'sin9  —  =0, 

^         ,         . rc/rtr  na^e     de 
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da 


On  tire  dc  ces  six  equations,  en  les  resolvant  par  rapport  aux  derivees  --.- 
les  formules  suivantes : 


>  •  •  •  > 


{d) 


cia 
(it 

de 
dt 

do 

.  'di 

I 
\  dO 

dt 
dfsy 

di 

dx 
di 


-Hx, 

fUl 


na^e 


R 


na^e 


cos  9 


Uco4- 


/la*  V'^i  —  e' sin9  /la*  y^i  —  c' sin  9 


Re, 


na*  \' I  —  e^  sin(p 

££!^ H,  _  {}Ei.  R,, 

i^'  R.  -t-  —  Ra. 


La  comparaison  dc  formules  (a)  et  (a)  montrc  que  Ton  a,  dans  le  cas  actual, 


X'=o,        Y'=o,        Z'  =  o; 


X  =  - - 


dR 


djc 


z  =  - 


(4)  donne  ensuite 


R.= 


dx  da       dy  da       dz  da  da ' 


les  formules  (d)  pourront  done  s'ecrire  comme  il  suit : 


(e) 


da 
dt 


-1  ^ 
na  &A 


de  __  ^    I  — e«  dR       y^i  — e'  dR 


e/9 


-.r  —-\- 


na^e    dn 
cos  9 


_  dR  _ 


drt\ 

~di 

d^ 
dt 


na-  yi  —  e'  sin  9 

J dR 

/2a*y^i  —  e*sin9  ^9 


I d^ 

na*  ^  I  —  e*  sin9  ^'-^ 


cos  9 


dR       J^-e'dW 

4-  ^ 


/2rt»V^i  — e»sin9  <^?    '      '*«'^     ^^ 
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Si  Ton  introduit  enfin  au  lieu  de  co  et  x  Ics  elements  gt  et  e  par  les  formules 

on  verra  aisement  que  les  formules  (e)  sont  identiques  aux  formules  (A) 
du  n^  62. 

II  convient  de  remarqucr  que  les  formules  {d)  s'appliqueraient  encore  au  cas 
oil  X,  Y,  Z  ne  seraient  pas  les  derivecs  partielles  d'une  meme  fonction  dc  a?, 
J,  5  ct  /;  X,  Y,  Z  pourraient  meme  conlenir  x\  y,  5';  seulement  R«  aurait 
alors  pour  valeur  • 

da  da  da 

Cela  se  presente  quand  on  veut  tenir  compte  de  Tinfluence  de  la  resistance 
d'un  milieu  sur  les  mouvements  dcs  planetcs. 
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CONSIDEIUTIONS  (lENERALES  SUR  LES  PERTURBATIONS  PLANETAIRES.  - 
PERTURBATIONS  DES  DIVERS  ORDRES.  -  PERTURBATIONS  DU  PREMIER 
ORDRE.  -  INtGALITtS  PtRlODIQUES.  -  INEGALITES  SfiCULAIRES.  ~ 
INISGALITES  A  LONGUES  PERIODES.  -  PERTURBATIONS  DU  SECOND  ORDRE. 


70.  Pour  connaitre  le  mouvement  de  la  planete  P,  il  sufQt  d'obtenir  en  fonc- 
tion  du  temps  ses  coordonnecs  rcctangulaires  heliocentriques  x,y,  z. 

En  suivant  la  methode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  nous  avons 
transforme  le  problemc  et  introduit,  au  lieu  des  trois  inconnues  ^,  y,  z,  six  va- 
riables auxiliaires  a,  e,  <p,  0,  gt,  e.  Les  relations  qui  lient  Tun  a  I'autre  les  deux 
systemes  sont  (n®  32) 


i-V^ 


//I ) 

—  >  II  —  esinn  = /I/ -f-£  —  cj, 


/•  =  a(i  —  ecos//),         tang =\/ **"&  "' 

(i)  /  '^  V    I  — ^  3 

X  =  r[cos5cos(i'  —  6)  —  sin(;  %\ti{v  —  0)  C0S9], 

Y  =  /[sin^)  cos(i'  —  0)  4-  cos9sin(r  —  0)  C0S9], 

z  =  /•sin(r  —  6)5109. 

ft  F       ft  V  fi  ^ 

II  convient  d'ajouter  que  les  valeurs  de  -1-)  -^  ct  ^  s'obtiennent  en  differen- 

tiantles  formules  precedentespar  rapport  au  temps,  sans  faire  varier  a,  e,  ...,£. 
Nous  Savons,  d*apres  le  n^  62,  que  les  variables  nouvelles  doivent  verifier  les 
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('A, 


da 

fit 

d') 

mm      ^ 

dt 

dm 
di 

de 
dt 

d'^ 
dl 


-x    d^ 


na  fh 


-  f 


dH 


na*e     de 


r" 


/ 


-V  » 


tang- 


/la'v^i  —  e*ijin9  ^^        /la 


—  ^  ^1 ^'  • 


na  ()a        „a*^ 


On  a  d'ailleuPH 


(3) 


H 


f^'  \        [_,__ 


xx* 


yy 


zz' 


'  \t 


-f-(5  — Z') 


..'« 


] 


x\y,z'\a/\  ...  designant  les  coordonnecs  desplanetes  P',P'',  ...,^{m\m'\  ... 
Ic8  rapports  de  leurs  masses  a  celies  du  Soleil. 

Si  Ton  rcmplace  x^  j,  z  par  lours  valeurs  (i),  x\  y ,  z\  ...  par  lours  valours 
analogues,  H  deviendra  une  fonclion  connue  du  temps  t  et  dos  elements  a,  0,  ... 
a\  0',  ...  des  diverses  planetes,  et  les  diverses  parties  do  R  contiondront  en 
facleur  Tunc  ou  Taulre  dos  petites  fractions  m\  m",  . . .  que  nous  rogarderons, 
ainsi  que  m^  commo  de  petites  quantites  du  premier  ordre. 

Les  formules  (2)  montrent  que,  au  moins  pendant  un  intervallo  de  temps 
I i mite,  les  elements  a, 0, ...  varierontentredeslimitesassez  resserrees;  il  en  sera 
de  memo  de  a\  0',  ...;  on  pourra,  par  suite,  dans  une  premiere  approximation, 
considerer  les  elements  comme  constants  dans  les  seconds  membres  des  equa- 
tions (2),  et  Ton  obtiendra  des  valeurs  tres  approcheos  de  a,  0,  ...  par  des 
quadratures. 

(^est  IJi  Tavanlago  que  Ton  trouve  a  remplacer  les  trois  equations  differen- 
tielles  du  second  ordre  en  x^y,  z  par  les  six  equations  differentiellos  (2)  du 
premier  ordre,  bien  que  cos  dernieres  soient  assez  compliquces,  parce  que  R  est 
loin  d'etre  une  function  simple  de  /  et  de  a,  0,  . . . . 

Kn  operant  comme  nous  venons  de  Tindiquer,  il  est  toutefois  utile  d'eviter 
un  grave  inconvenient  quo  nous  aliens  signaler.  II  sera  demontre,  dans  lo  cours 
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de  cc  Volume,  que  la  fonction  perturbatricc  R  peut  en  general  ctre  developpee 
en  une  serie  convergente  de  la  fornne 

(/,)  R=2]Ccosl), 

oil  Ton  a 

(5)  1)  =zi(/i/-H£)  -hi'(/i'^4-£')-hABJ-+-A-'Bj'-j-y^-Hy(/'; 

I,  i' y  X*,  k\j(^ij'  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs,  nuls  on  nega- 
tifs.  Les  coefficients  C  sont  des  fonctions  de  a,  a\  e,  e\  9  et  9',  qui  diminuent 
en  general  assez  rapidement  quand  les  valeurs  absolues  des  nombres  entiers 
I,  i\  k,  k ,  y,  J  augmentent. 

Dans  Texpression  (4)  devraientfigureraussi  des  termes  analogues  a  ceuxque 
nous  avons  mis  en  evidence,  et  dans  lesquels  n',  £',  ...  seraient  remplaces  par 
n\  £*,..;.  On  voit  bien  ainsi  de  quelle  maniere  entrent  les  divers  elements  des 
planetes  P,  P',  P",  . . .  dans  le  developpement  de  R. 

Les  derivees  partielles  de  R  par  rapport  a  lun  quelconque  des  cinq  elements 
e,  9,  0,  GT,  £  seront  exprimees  par  des  developpements  de  meme  forme  que  (4), 
sauf  que  les  cosinus  pourront  etre  remplaces  par  des  sinus. 

11  en  va  tout  autrement  de  la  sixieme  derivee  partielle  ->  ;  ellese  compose, en 

elFet,  de  deux  parties  :  la  premiere,  que  nous  representerons  par  (-y- )>  s'obtient 

en  faisant  varier  a  seulement  dans  les  coefficients  C;  la  seconde  provient  de  la 
variation  de  a  dans  n  sous  les  signes  cosinus.  D'apres  la  formule  (5),  les  argu- 
ments D  dependent  de/i,  par  suite  de  a,  d'apres  la  relation 

n^a}z=i  f(i  H-  m). 

On  aura  done 

dR  _  /^\        (m  dn 
dn  ^^  \da  )       dn  da^ 


ou  bien,  en  remarquant  que  n  n*entre  dans  R  que  par  nt  qui  accompagne  tou- 
jours  £, 

dR       fdK\       dK    dn 

da 


,.,  dR       (dK\       dR, 


On  trouvera  ainsi,  en  se  reportant  aux  formules  (4)  et  ( >), 

dR       ^dC        ^         dn 


da 


=  V  ^  cosD  —  t  -J-  V  tCsinD. 


On  voit  que  le  temps  /  est  sorti  des  signes  cosinus;  de  la  un  grave  inconve- 
nient que  presenterait  Temploi  de  la  valeur  (2)  de  -^>  la  seule  des  six  derivees 
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des  elements  qui  contienne  ^j--  Malgre  la  petitcsse  du  facteur/n'  qui  entre  dans 

le  coefficient  C,  le  terme  Ct  sinD  pourrait  prendre  des  valeurs  trfes  grandes,  et 
serait  genant  de  toutes  fa?ons.  Voila  Finconvenicnt  dont  on  a  parle;  on  Tevite 
comme  il  suit : 

Si  Ton  a  egard  a  la  valeur  (6)  de  ^>  la  derniere  des  formules  (2)  donne,  en 
n'ecrivant  pas,  pour  abreger,  les  termes  en  -y-  et  -j-> 

dc  na  \da  J       na  dt      da 

Or  on  a 

dn dn  da a    ()R  dn 

dt        da  dt        na  de  da 

ce  qui  permetd'ecrire  comme  il  suit  Tequation  (7), 


de        ^^__2.{^\ 

dt  dt  na  \da  J 


On  est  ainsi  conduit  a  prendre,  au  lieu  de  e,  un  nouvel  element  e<*\  tel  que 
Ton  ait 

de^'^       de         dn 

(^)  'dr  =  dt^'Tt' 

On  trouvera  immediatcment,  en  ecrivant  maintenant  les  termes  en  3-  et  -3-> 

de        a(p 

9 

^^^  dt    ~~       na\da )       na^\Ji  —  e^  ^9  ''^*^         ^^ 

Or  on  tire  de  (8) 

t  -jj  dt  =  e-^nt—  I  ndt, 
(10)  nt-{-  e=  I  ndt  4-  £^*'. 

On  voit  done  que  le  changement  de  variable  sera  bien  facile  a  faire,  puisqu'il 
se  bornera  a  remplaccr  dans  les  expressions  (i)  de  oc,  y,  s,  nt  -{-  e  =  I  par 

I ndi  4-  £^'^  La  formule  (10)  montre  d'ailleurs  que  Ton  aura 

dn_  dK 

de  ~  de^'' ' 
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Si  Ton  rcm|iliRe  ilans  la  premiere,  la  (juatrieme  et  la  cinquienic  Jes  for- 
mules  (a).  '^-  par  -rjr,'  cl  si  on  les  rapproclic  ensuile  dc  (9),  011  voit  que  les 
nouvcltcs  Equations  difTercntielles  ne  dilferoronl  des  ancienncs  qu'cn  ce  que  e 
ct  T-  auront  ele  remplaces  respoctivement  pare'"  et  (-j-)-  H  convient,  pour 
ne  pas  multiplier  los  notations,  de  supprimor  I'indicc  de  e"'  et  la  parenthbsc 
de  {'-j-]'  *^*^'*  pcrmellra  dc  conserver  les  liquations  (2)  sous  Icur  premiere 
forme.  Seulemcn)  11  sera  bien  enlendu  que  la  di'rivcc  -r-  y  dcvra  etre  prise  sans 
faire  variera  sous  les  signcs  cosinus,  et  que,  dans  les  formules  (i),qui  donncnt 
X,  y,  :,  nt+  L  devra  etre  remplacc  par  j  n(/f  -+■  i. 

Nous  Terons,  pour  abrdgcr. 

fndt  =  p,         ii'oh         n  =  f^; 

quand  n  sera  connu,  en  cQectuant  la  quadrature  /  n(//,  nous  n'ajoulerons  pas 
de  constante  d'inlcgration,  parce  qu'ellc  irait  se  fondre  avec  e  qui  accompagne 
loujours  f  tt  fit.  Enfio  nous  ferons  rcmarquer  qu'ici,  comme  partout  aillcurs,  la 
letlren  n*a  d'autre  sens  que  cchii  qui  esldetini  par  !aformulcn  =  i/  ."'  .  de 
sorlc  que  Ton  a 


Pour  determiner  Ic  mouvement  dc  la  planfcte  P',  il  y  a  lieu  de  considcrer  dcs 
Equations  toutes  pareilles  a  (3),  qu'on  obtiendra  en  acccntuant  les  lellrcs,  et 
racttant  an  lieu  de  R  la  fonclion  perturbatricc  W .  On  devra  former  la  ilerivee 
-pr  sans  faire  varicr  a'  sous  les  signes  cosinus;  mais,  dans  les  formules  qui  don- 
ncnt j;',  y,  -'  cu  fonclion  de  f,  o',  0'.  ....  il  I'audra  remplacer  n't  +  e'  par 
fn'dl-i-t';  nous  poserons  aussi  fn'dt  =  p'.  La  consideration  des  Equations 
dilTercritieUcs  <^n  -57'  "77'  ■■•est  indispensable,  mcme  pour  determiner  le  mou- 
vement de  la  planele  P,  quand  on  va  au  deli)  dc  ta  premiere  approximation. 

71.  Pour  tixer  les  idecs,  ne  considerons  que  deux  planetes  P  el  P';  nousau- 
rons  a  integrer  par  approximations  successivcs  le  systeme  dcs  douzc  equations 


If)4  CHAPITRE   XI. 

(lifTerentielles  simultanecssuivantes  : 


(") 


(12) 


da 

2    dY{ 

dl 

na    (h 

do 

I 

?'sin9 

——  • 

dt 

na^^i  —  i 

d-y 

da' 

2      dR' 

dt 

n'a'  dl'  ' 

dB' 

— 

I 

an' 

dt 

n'a'^yji- 

e'*sin 

9'  <>?' 

oil  Ton  a 

R=:2]CcosD, 

(,3)  ^  D  =1  /(p  4-  6)  -h  l''(p'  -+-  £')  4-  /tGJ  4-  ^'gj'  -4-/0  -+-/(^', 

z=z  I  ndt,         p'zzz  I  n'dt; 

C  et  D'  sont  de  meme  forme  que  C  et  D. 

Nous  avons  deja  fait  observer  que  les  seconds  mcmbres  des  equations  (i  i) 
et  (i  2)  sont  de  petites  quantites  du  premier  ordre,  a  cause  des  facteurs  mf  et  m 
qui  entrent  dans  les  coefficients  C  et  C\ 

Nousallons  chercher  a  developperles  expressions  des  elements  variables  sous 
la  forme 

a  =  GTq -h  0|  flo -I- Oj  GTo  "+"  •  •  •  > 
^  =  ^0  ~+~  ^1  ^0  ■+"  ^J  ^0  -+-•..> 


('4) 

a'  =  a'^  -f-  i,  Gq  4-  dja'o  4-  .  .  .  , 


Uq,  Oo,  . . . ,  a'o,  0'^,,  . . .  sont  douze  constantes  arbitraires  dont  on  trouvera  les  va- 
leurs  numeriques  en  comparantla  theorie  a  Tobservation ;  les  quantites  repre- 
sentees d'une  maniere  generale  par  la  caracteristique  S/  sont  des  fonctions 
inconnucs  du  temps  t,  des  constantes  ci-dessus  et  des  masses  m  etm';  relati- 
vement  a  ces  masses,  tons  les  S/  seront  de  Tordre  i ;  ccux  des  S/  qui  se  rapportent 
a  la  planete  P  dcvront  s'annulcr  avec  m\  et  contenir /n'  en  facteur,  tandis  que 
pour  la  planete  P'  ils  auront  le  facteur  m. 
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On  mcttra  ainsi  en  evidence  Ics  quantites  S,ao,  Oa^o*  .  • .»  ou  les  perturbations 
(hi  premier  ordre,  da  second  ordre^  etc.,  de  Fclement  a,  et  de  meme  pour  les 
autres  elements. 

II  s'agit  de  calculer  ces  perturbations  des  divers  ordres.  Nous  poserons 
aussi 

(i5)  /^  = /lo  hd, /io4- 3,/Jo  4-.  .  . 

et  nous  prendrons 

/  AN                                                                    .  /f(i  -f-m) 
(.6)  ''^^V"^? 

En  substituant  les  valeurs  (i4)  et  (i5)  de  a  et  /i  dans  la  relation 

_  3 


a 

il  viendra 


_  3 


L         2    flTo  a    a©  8  \  ao  /  J 


d'oii,  en  egalant  de  part  et  d'autre  les  quantites  de  meme  ordre, 

('7) 


j..„.=  „.[-!^.-(^.)']. 


On  posera  ensuite 

(i8)  pf^zzzn^t,  i^p^z=z  I  i^n^dt^  ^tpQ^=  I  o^n^dt,         ..., 

et  la  formule  p=  j  ndt  combinee  avec  la  relation  (i5)  donnera 
('9)  p  =  po-^  5ipo4-  *jPo-^-  •  • ; 

S,po  sera  du  premier  ordre,  Sapo  du  second,  etc.  On  aura  des  formules  toutes 
pareilles  pour  la  planete  P'. 

II  faut  substituer  dans  les  equations  diflerentielles  (ii)  et  (12)  les  expres- 
sions (i4)»  (i5)  et  (19). 
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72.  Perturbations  du  premier  ordre.  —  Pour  commencer,  nous  allons  faire 
la  substitution  indiquee,  en  ne  considerant  que  Ics  quantites  du  premier  ordre, 
et  negligeant  cellos  du  second.  On  pourra  done,  dans  les  seconds  membres  des 
equations  (11)  et  (12)  qui  sont  dcja  du  premier  ordre,  remplacer  a,  0,  ... ,  a', 
0',  ...  par  ao,Go,  . .  .,«'o»  0'^,  ...,  etaussi  p  et  p'par  n^t  etn'^t.On  trouvera  ainsi 

(20)  Ro  =  2]  ^oCOsDo, 

(21)  Do=«(/io^H-eo)  -^  ^'{n'^^-^^'o)  -^  ^^0-^  ^'^o-^J%-^jO'o> 

dl           fiQaQ  dso 
dS^Op  ^ I dlip^ 


Les  seconds  membres  de  ces  formules  sont  des  fonctions  connues  de  /;  on 
aura  done 


.  2     rdWo  ., 


^''^  '^%= — ^=^= — ff^dt, 


On  est  ainsi  ramene  a  des  quadratures;  il  est  inutile  d'ajouter  des  constantes 

qui,  dans  les  expressions  (i4)  de  a,  0,  . . . ,  iraient  se  fondre  avec  a^^  O^, Au 

point  de   vue  analytique,  toutes   ces  quadratures  dependent  d'une   scule, 

f^odt;  car  on  a,  par  exemple. 


/f;"-^/"""- 


On  aura  de  meme 


(«') 


3,9;  =   -J=r_ f  ^  dt. 


Ko  ct  R'g  sont  des  fonctions  tres  compliquecs  du  temps  t  et  des  constantes  Ag, 
6„  ...;  de  telle  sorte  qu'il  nc  faut  pas  songcr  a  eflcctuer  rigoureusement  les 
quadratures  qui  figurcnt  dans  les  formules  {a)  et  (a'). 

On  pourrait  bien  avoir  recours  aux  quadratures  mecaniques;  c'est  ce  qu'on 
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fait  le  plus  souvcnt  dans  la  pratique,  pour  les  asteroides  et  les  cometes.  Mais 
on  n'obtient  ainsi  que  les  valcurs  numeriques  dcs  perturbations,  sans  rien  con- 
naitre  dcs  lois  analyliques  qui  les  regissent.  De  plus,  quand  on  cherche  les  per- 
turbations pour  unc  seule  epoque  tres  eloignee,  on  est  oblige  de  les  calculer 
pour  un  nombre  considerable  d'epoques  intermediaires. 

Aussi  preferc-t-on,  dans  les  theories  des  anciennes  planetes,  decomposer  la 
fonction  R^  en  une  serie  de  termes  tels  que  Teffet  de  chacun  d'eux,  dans  les 
formules  (a),  puisse  etre  determine  analyliquement;  la  serie  (20)  remplit  ces 
conditions.  On  trouve,  en  effet,  en  tenant  compte  de  I'expression  (21)  de  D©  et 
en  ayant  egard  a  la  fa^on  dont  les  quantites  Eo,  90'  •  •  •  entrent  dans  les  coeifi- 
cients  Co  et  dans  les  arguments  Do, 


^^^I'CoSinDo, 


dn,  ^  dC 


=      y^^cosD 


(}Qo  Jkd  d(^ 


o> 


Les  formules  (a)  donnent  ensuite 


On  voit  sans  peine  que  les  seconds  membres  des  quatre  equations  qui  n'ont 
pas  ete  ecrites  ne  contiennent  non  plus  que  les  quadratures 

I  sinDodt    el      I  cosDo^t. 

Or,  ense  reportant  it  I'expression  (21)  de  D©,  on  trouve 

/•    r.  -r.  cosDo  r      ^    ,,         sinDo 


II  vient  ainsi 


d,  ao  = 51 


2     VI  /Co  cos  Dp 

^Oq  ^mk  iHo  -+-  C  n'o^ 

aCo 


^3.0.  =  — =L^ — yt^^^^r^. 
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On  voit  que  chaque  terme  CoCosDo  du  developpement  de  R©  donne  naissance 
a  des  tcrmes  corrcspondants,  ou,  pour  employer  le  langage  des  astronomes,  a 
des  inegalites  correspondantes  dans  les  expressions  des  divers  elements.  Ces 
inegalites5ont  en  general //enWi^^e^  comme  les  ternies  de  R©  d'oii  elles  deri- 
vent;  cellesque  Ton  a  raises  en  evidence  dans  les  formules  {b)  ont  pourperiode 
la  periode  meme  de  Targument  Do,  savoir 


T    —  ^^ 

*  I —  7 


uiq  h-  /'  n'^ 


Si  Ton  pose 


on  pourra  ecrire 


lo  — — >  ^0=^^' 


I    I  I 

t:-t;^t; 


Les  nombres  entiers  i  et  i'  ont  en  general  des  valours  peu  considerables, 
parcc  que,  dans  la  formule  (20),  les  coefficients  Co  diminuent  assez  rapidement 
quand  i  et  i'  augmentent.  La  periode  T,  sera  done  comparable  aux  durees  des 
revolutions  To,  T'^  de  deux  planetes  fictives  peu  eloignees  des  planetes  reelles, 

73.  In6galit6s  sdculaires.  —  Les  formules  {b)  sont  en  defaut  quand  on  a 

£>io-h  i' n'^  =  0; 

cela  arrivera  d'abord  si  les  nombres  i  ett'  sont  nuls  tons  les  deux,  cas  que  nous 
allons  considerer  immediatement. 

Nous  envisageons  done,  dans  le  developpement  (4)  de  R,  les  termes  qui  sont 
independants  des  longitudes  moyennes  /et  /';  pour  ces  termes,  /  disparait  de 
Fexpression  (21)  de  Do  qui  doit  des  lors  etre  traite  comme  une  constante  ;  on 
aura 

• 

Do  =  ArcTo-f-  A'ny;  H-y  9o  -^j'^^, 
I  sinDo<i^=  ^sinDo,  /  cosDocf/  =  ^cosDq. 

Si  Ton  porte  ces  valours  dans  les  formules  (22),  et  qu'on  y  fasse  i  =  o,  il 
viendra 

1  <'i^o  =  — ^-^^-^r- —  2d  A^  *=°^^" 
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Le  signc  2]  ne  porteplus  maintenant  que  sur  les  indices  /%  X'^^y  ety'. 

Les  termcs  que  Ton  vient  de  considerer  dans  R  introduisent  done  dans  I'e- 
lement  0  des  parlies  proportionnelles  au  temps,  et  il  est  tres  aise  de  voir  qu'il 
en  est  de  meme  pour  les  elements  e,  9,  cr,  e.  Ce  sont  la  les  inegalites  secukaires 
de  ces  cinq  elements.  Les  termes  de  R  qui  les  produisent  sont  appeles  par  exten- 
sion lerrnes  se'cu/aires. 

Les  inegalites  seculaires,  variant  constamment  dans  le  meme  sens,  acquie- 
rent  une  importance  capitate  quand  on  envisage  deux  elats  du  systeme  solaire 
separes  par  un  intervalle  de  temps  considerable,  forme  d'un  nombre  plus  ou 
moins  grand  de  siecles;  elles  modifient  son  aspect  d'une  maniere  tres  sensible; 
tandis  que  les  inegalites  periodiques,  au  bout  de  Tintervalle  en  question,  se 
compensent  en  partie,  ou  du  moins  restent  comprises  entre  les  memes  limites. 

II  importe  de  remarquer  que,  dans  la  premiere  approximation^  les  grands  axes 

des  orbites  nont  pas  d' inegalites  seculaires;  c'est  ce  que  montre  la  premiere  des 

///I 
formules(c).  On  voit  que  cela  tient  a  ce  que  Texpression  (2)  de  -ttj 

da  _    2    dR 
dt        na  de 

ne  contient  que-y->  quantite  qui  se  reduit  a  zero,  pour  i=  i'=o;  les  cinq 

,        1     •    '  ,.  ,,      c^R    (^R    (}R    (}R    (}R  J   •       ♦  'J 

autres  derivees  partielles  ^>  -y-  j  -p >  -^,  -r—  ne  se  reduisent  pas  a  zero  dans 

les  memes  conditions,  et  Tune  au  moins  de  ces  derivees  partielles  figure  dans 

,  .         /    ^   I    de    do    dO    dtn    ^  de 

les  expressions  (2)  de  ^,  ^^,  ^,  -^-  et  5-. 

Le  moyen  mouvement  n  n'a  pas  non  plus  d'inegalite  seculaire;  c'est  une  con- 
sequence de  la  premiere  des  formules  (17), 

/ox  ^  3  dj^o 

(23)  d,/io=—  -  /lo  -^y 


2         a 


0 


qui  donne  o,  n^  =  o,  quand  on  suppose  S ,  a©  =  o- 

L'absence  d'inegalites  seculaires  dans  les  expressions  de  a  et  /i,  dans  la  pre- 
miere approximation,  constitue  le  Theoreme  de  V invariability  des  grands  axes  et 
des  moyens  mouvements,  theoreme  fondamental  que  nous  aurons  occasion  de 
completer,  et  qui  sert  de  base  aux  theories  des  mouvements  des  planetes. 

71.  In6galit6s  k  longues  pSriodes.  —  11  nous  restea  examiner  ce  qui  arrive 
lorsque  I'equation 

(24)  «>Jo4- «'/io=o 
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est  verifiee  sans  que  i  et  i'  soient  nuls;  on  aurait  done  dans  ee  eas 


no  i' 

_      111    ^^^  _^  • 


c'est-a-dire  que  le  rapport  des  moyens  mouvements  n^  et  ri^  serait  rigoureuse- 
ment  commensurable.  Les  valcurs  de  n©  et  n^,  qui  sent  liees  a  a©  eta^  par  la  for- 
mule  (iG)  et  sa  correspondante,  doiventetre  tirees  des  observations;  les  valeurs 
numeriques  ainsi  obtenues  ne  sont  exactement  commensurables  pour  aucune 
eombinaison  des  planetes  prises  deux  a  deux.  Mais  il  y  a  en  revanche  un  assez 
grand  nombre  de  eommensurabilites  approchees.  Ainsi,  il  arrive  frequemment 
que,  pour  des  valeurs  entieres  convenables  des  indices  i  et  T,  en  general  peu 
considerables,  la  quantite  in^-Jt-i'n^  est  petite  par  rapport  a  n^  et  /i'^,  de 
sorte  que  la  condition  (24)  est  veriliee  approximativement. 

Si  Ton  considere  les  termes  du  developpement  de  R  pour  lesquels  t  et  i'  ont 
ces  valeurs  particulieres,  les  inegalites  periodiques  des  elements,  calculees  par 
les  formules  (fr),  pourront  etre  tres  sensibles,  en  raison  du  petit  diviseur 
mo  -f-  i'  ri^  qui  figure  dans  ces  formules. 

La  periode  T,  = 7-7-  de  ces  inegalites  sera  tres  grande  par  rapport  a 

A  =  —  et  T„  =  — y  car  on  aura 


®        /lo  ^^  *«        n 


0 


To  ~  Un,-\-i'n,\  T'o  "  fin,+  i'n,\ 


Ces  inegalites,  qui  sont  en  quelque  sorte  intermediaires  entre  les  inegalites 
seculaires  et  les  inegalites  periodiques  ordinaircs,  ont  regu  le  nom  ^'inegalites 
a  longues  periodes;  elles  jouent  dans  notre  systcme  planetaire  un  role  tres  im- 
portant. 

C'est  surtout  dans  Texpression  de  la  longitude  moyenne  que  ces  inegalites 
sont  tres  sensibles.  On  a  en  effet 

d'oii 

/  zir  /o  -f-  3i  /q  -f-  0,  /o  -f-  .  .  . ,  /q  =:  /Iq  /  4-  6o* 

Kv  i   5, /o  =  i,po-H  3|£o> 

(25) 


Or  les  formules  (18)  et  (23)  donnent 
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d'oii,  en  remplacant  S,ao  par  sa  valeur(fr), 


''P^— ^^lu^^J '<>''>'''' 


^''^  ^•P'^-^UdS+.-'ni) 


3  iLi     iCnSinDo 


cc  qui  montre  que  cclles  dcs  inegalitcs  de  la  longitude  moyenne  qui  provien- 
nent  de  p  contiennent  le  petit  diviseur  /wo-^  ^'^'o  ^^  carre,  tandis  que  ce  diviseur 
ne  figure  dans  les  autres  elements  qu'a  la  premiere  puissance . 

Quand  on  connaitra  les  valeurs  numeriquesde  n^  et  n^,  il  sera  facile  de  trou- 
ver  les  nombres  entiers  i  et  i\  tels  que  in^  4-  i'n^  soit  tres  petit  par  rapport  a  /i© 

et  n^  :  il  suffira,  en  effet,  de  convertir  en  fraction  continue  le  rapport -?^;  les 

nombres  1'  devront  etrepris  dans  la  serie  desnumerateurs  desreduites,  changes 
de  signe,  et  les  nombres  1  dans  la  serie  des  denominateurs.  Avec  ces  nombres, 
on  formera  la  suite  des  valeurs  de  in^  +  i'n^,  et  Ton  verra  si,  parmi  elles,  il  s'en 
trouve  une  tres  petite.  Si,  pour  arriver  a  ce  resultat,  on  est  oblige  d'employer 
de  grandes  valeurs  de  i  et  i\  les  inegalites  a  longue  periode  correspondantes 
seront  generalement  pen  sensibles,  a  cause  de  la  petitesse  du  coefficient  C©; 
il    s'agira  du   reste    de  s'assurer   de   Fordre    de    grandeur   de    Texpression 

iCo 


Pour  la  planete  P',  dont  le  mouvement  depend  de  la  force  perturbatrice  R', 
il  y  aura  des  inegalites  a  longue  periode  correspondantes. 

On  a,  par  exemple,  pour  Jupiter  et  Saturne,  en  prenant  le  jour  solaire  moyen 
pour  unite  de  temps, 

«o=  299%  1284,       /i;=i2o%4547; 

on  trouve  aisement 


—r  =2  4- 


2  -h 


i4 


les  reduites  successives  sont->  ->  •••>  et  Ton  a 

I    2 


/lo  _  n^ 


5/i'o  — 2/io  =  4''>o'^7=  "7  ~  T^   (environ). 

On  voit  que  les  termes  de  R  et  R'  qui  sont  de  la  forme 

Ccos{2l -  51' -^  kts  -^  k'uj' -h JO  -^f  0') 
T.  -   I.  26 
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peuvent  donncr  naissance  a  des  inegalites  periodiques  tres  sensibles,  bien  que 
les  coefficients  C  et  C  soient  assez  petits;  Icur'periode  sera  egale  a  environ 
74  fois  celle  de  Jupiter,  soil  tout  pres  de  900  ans. 

Ces  inegalites  sont,  en  effet,  tres  considerables  dans  les  longitudes  moyennes, 
et  la  longitude  heliocentrique  de  Saturne  se  trouve  alteree,  par  ce  fait,  d'en- 
viron  5o'. 

75.  Perturbations  du  second  ordre.  —  La  consideration  des  inegalites  du 
premier  ordre  ne  suffit  pas  generalement  pour  etablir  les  theories  des  plan^tes; 
on  est  oblige  d'avoir  egard  aux  perturbations  du  second  ordre,  ou  du  moins  aux 
plus  importantes  de  ces  dernieres.  Nous  aliens  donner,  des  a  present,  quelques 
indications  a  ce  sujet. 

Considerons  Tune  quelconque  des  formules  (2),  celle  par  exemple  qui  donne 

-7:>  et  ecrivons-Ia  comme  il  suit 

at 

dO 

~  =r  m'F(p  +  £,  p' -+-£',  a,  a\  ...); 

nous  allons  y  substituer 

et  egaler  de  part  et  d'autre  les  termes  du  second  ordre.  On  developpera,  par  la 
formule  de  Taylor,  Texpression 

en  negligeant  les  carres  et  les  produits  des  quantites  0,.  On  trouvera  ainsi,  en 
designant  par  Fo  ce  que  devient  F  quand  on  y  remplace  p,  e,  ...  par  po,  6o»  •  •  • » 

On  mettra  dans  le  second  membre,  pour  les  perturbations  du  premier  ordre, 
les  expressions  obtenues  precedemment.  On  aura  deduitdu  developpement  (20) 
de  Ro  un  developpement  analogue  pour  la  fonction  F^;  c'est  de   la   qu'on 

tirera  les  expressions  de    .  %  .:,->  •••  qui  figurent  au  second  membre  de  la  for- 

mule  (26);  il  faudra  effectuer  les  produits  tels  que  -y-^SiPo»  ^t  les  mettre  sous 

une  forme  commode  pour  I'integration.  Finalement,  on  obtiendra  §2^0  P^"*  une 
quadrature;  on  n'ajoutera  pas  de  constante  d'integration;  on  calculera  de  meme 
les  perturbations  des  cinq  autres  elements. 


Puur  c(!  iiui  cuncernc  S,p„  on  tire  dcs  formulcs  (17)  el  (18) 
(27)  "'P«=-^S  f'\'^,<"-i-~l\j\oia,ydt. 

On  peul  anssi  diriger  h  calcul  autremcnl,  en  [larliinl  tie  la  furmulp 
(a8) 
qui  sc  d6JuIt  aisemcnt  des  relation: 


=  r(i  +  //0        c-i 


,it     i„i  \h  ' 


inais  c'est  un  sujet  sur  lequel  nous  aui'ons  I'occasion  de  rcvonir. 

S'il  elait  nece^saire  ile  calculer  los  int-gaiiles  du  troisii-mo  ordre,  on  I'gale- 
rait,  par  exemplf!,  la  valeur  de  '  °  au  produil  par  m'  de  I'ensL'mble  dcs 
termesde  second  ordre  dans  le  devoloppement  par  la  ibrnuilo  de  Tiijlorcti'  Trx- 
prcssion 

F{Pd+«0-*-^lPllH-^lEn-(-^;Pu-l-^3Eo.    .  -  ■)■ 

La  metliode  est,  on  Ip  voit,  dcs  plus  simples;  il  n'^n  est  [)as  do  nn"me 
des  calciils.  qui  sc  conipliqucnt  siiigulierement  avec  I'ordrc  des  perturba- 
tions. Fort  heureuseiitent,  dans  Ics  llieorit^s  des  ancicnnes  planctes,  on  n'a  le 
plus  souvent  a  calculer  que  quelqucs  inegalit^s  du  second  ordre;  il  y  a  lieu  de 
faire  tuulefois  une  exception  pour  Jujiiter  el  Saturne  uii  le  nomhre  des  Inega- 
litps  du  second  ordre  dont  il  faut  lenir  conipte  est  considerable;  on  est  mcme 
oblige  d'avuir  ^gard  a  quelques  inegalites  du  troisiciiie  ordre.  On  doit  convcnir 
que,  dans  ce  cas,  la  substitution  des  six  elements  variables  aux  Irois  coonlon- 
nees  d'une  planete  parait  etre  une  source  de  complications;  car  cela  augraente 
beaueoH|)  le  nombre  des  terraes  a  considerer  dans  les  devcloppemcnts  ou  inlcr- 
vient  la  formute  de  Taylor. 

Nous  ferons  rcmarquer  que  la  methode  suivie,  qui  revient  en  somme  a  deve- 
lopper  les  perturbations  des  elements  suivant  les  puissances  des  petites  quan- 
titcs  m,  m',  ...,  ne  pcutpas  etre  employee  pour  un  intervalle  de  temps  indeGni. 
EIlc  convient  pour  un  certain  nombre  de  siecles.  ce  qui  tient  a  la  petitcsse 
des  inegalit^s  seculaircs  quand  il  s'agit  d'un  pareil  inlervalle;  cela  suflU  aux 
besoins  actuels  de  I'Astronomic.  L'cmploi  de  la  formule  de  Taylor  suppose,  en 
effet,  que  les  quantites  5,0,.  c.cj,.  ...  Sj.'^u'  ■•■  restcnl  loujours  asscz  pcliles 
pour  quo  la  convergence  des  series  soil  assuree ;  or,  S,0„,  S,in,,  . . .  contiennent 
des  termes  de  la  forme  A/71'/;  ces  termes,  qui  soni  pclits  pour  dcs  intervalles 
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moderes,  a  cause  du  facteur  m%  finiraient  par  grandir  au  dela  de  toute  limite, 
et,  a  supposer  que  les  series  restenl  convergentes,  elles  ne  seraient  plus  d'au- 
cune  utilite  pratique. 

76.  Poisson,  dans  la  theorie  du  mouvement  de  la  Lune,  pour  laquelle  les  ine- 
galites  seculaires  sont  considerables,  a  apporte  une  modification  utile  au  procede 
donne  plus  haul  pour  le  calcul  des  perturbations  des  divers  ordres;  bien  que 
nous  nous  proposions  d'etudier  ce  point  completement  dans  le  tome  III  de  cet 
Ouvrage,  nous  croyons  utile  d'en  parler  des  a  present,  et  d'une  maniere  generale. 

Nous  considerons  toujours,  pour  fixer  les  idees,  deux  planetes  P  et  F,  et  nous 
ecrivons  les  equations  differentielles  sous  la  forme 

dO 

—-  —  m'T{p  i  £,  0,fs,  a,  ....  p' -+-£',  . . .), 

-J-  —  m'*(p-i-  £,(),  CT,  a,  ...,  p' -+-£',.. ."), 

^^^^  ^  J  — m'*'(p-+-£,  e,  GJ,  a,  ...,  p'-he'y  ...), 

da 

di~ ' 


En  ayant  specialement  en  vue  les  inegalites  seculaires  des  elements  0,  car,  e, 
designons  par  X,  (x  et  v  trois  constantcs  indcterminees,  par  0,,  tar,  et  e,  trois 
nouvelles  variables,  et  posons 

(3o)  O^Oi-hlm' tj        fs  —  Wt -{-  iim't,        £  —  ei-^vm't\ 

les  formules  (29)  pourront  s'ecrire  comme  il  suit : 

I   dO 


(3i) 


dt 

dxsx 
~dt 


m 


'[4>(p  4-£i-^  vm'/,  Ox-\-\m'ty  w^-^- \Lm' ty   ...)  — fx], 


de. 

-— i  nz  m'[^^(p  +  £i4- vm'/,  Oi-^-lm'  t,  Wx'\-[km't,    ...)— v], 

at 

da  __ 

dt   ■     


Cela  pos6,  on  pent  appliquer  la  methode  primitive  aux  equations  (3i)  et 
faire 

GJi  ^=  GJo  4-  5,  GJq  H-  djCT^  -h  .  .  .  , 
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en  designanl  de  nouveau  par  0^,  cr^,  . . .  des  constantes  arbitraires ;  seulcment, 
quand  on  developpera  les  fonctions  F,  $,  W,  ...  suivant  Ics  puissances  et  les 
prod uits des  5|,  O2, . . .,  on  aura  soin  dene  pas  faircsortir les  termesXm'/,  (xm'/, 
vm'/  des  signes  F,  $, Ainsi,  par  exemple,  on  ecrira 

f  (p-i-£-l-v/ii'/,  ,,.)  =  ¥{pQ-h£Q-hvm't,  Of^-hlm'ty  m^-hiini't,   ...) 

On  determinera  cnsuitc  les  inconnues  X,  (x  et  v  de  maniere  que  les  expres- 
sions de  6|,  GT|  et  e,,  fournies  par  les  approximations successives,  ne  contiennent 
pas  de  parties  proportionnelles  a  /. 

On  applique  generalement  le  premier  terme  de  la  transformation  precedents 
meme  dans  Ic  cas  des  planetes.  On  calcule  en  effet  le  plus  souvent,  dans  la 
premiere  approximation,  les  inegalites  periodiques  en  substituant  dans  leurs 
expressions  les  elements  e,  cr,  0,  e',  cj',  0'  augmentes  de  leurs  inegalites 
seculaires.  Si,  par  exemple,  on  considere  dans  le  developpement  de  la  fonc- 
tion  perturbatrice  le  terme  dont  Targument  est 

D  =  i(nt  -^  e)  -i-  i' (n'  t  -i^  e')  ~h  kw  -{-  k'xs'  -^J9  -hf  6', 

on  prendra  dans  les  formules  (22) 


/ 


-f- A'(BTo-+-|jLm'04-  k' {ts'q -h  11' ml)  -\-j{Oo-{-vm't)  -hj^O'^-^v' ml), 

—  cos  Do 


sinDo^^=:  - 


£  (  Hq  -h  V  m' )  -h  i'  (  Hq  -h  V  /?i )  -!-  k  jjl  m'  -+■  k'  [l'  m  -h  y  v  m'  -hj'  v'  m 


II  convient  de  remarquer  qu'en  operant  ainsi  on  tient  compte,  des  la  pre- 
miere approximation,  de  termes  qui  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux 
masses. 

Apres  avoir  donne  ces  ipdications  generates  sur  le  calcul  des  perturbations, 
nous  devrions  nous  occuper  du  developpement  de  la  fonction  perturbatrice  R 
sous  la  forme  (4)  mentionnee  au  commencement  de  ce  Chapilre. 

Noustrailerons  cette  question  avec  toute  Telendue  desirable;  mais  nous  com- 
mencerons  par  un  certain  nombre  de  recherches  et  d'etudes  preliminaires,  qui 
nous  servironl  a  etablir  le  developpement  cherche. 
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Sou^  auron.s  heroin  frequemmont,  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage,  de  certains 
develo(i|iernents  en  series  des  coordonnees  d*une  planete  dans  son  mouTement 
elliptique  antour  du  Soleil. 

\jt%  fonciiom  ou  transcendanles  de  Zfefi^/constituant  la  base  de  ces  develop- 
pements^  nous  croyons  utile  de  presenter  ici  une  theorie  concise  de  ces  fonc- 
tions. 

77.  Consid^rons  Texpression 

(I)  L-  E»"   '\ 

dans  laquelle  E  designe  la  base  des  logaritlimes  neperiens,  a?  et :;  deux  quan- 
tites  quelconques  reelles  ou  imaginaires  (nous  supposerons  neanmoins  dans  ce 
qui  suit  X  xw\)\  cette  fonetion  peut  etre  developpee  en  une  serie  convergente 
Kuivant  les  puissances  positives  et  negatives  de  z. 
On  a,  en  effet, 

Z^E*'xE"«^: 


K"   est  developpablc  en  serie  convergente  suivant  les  puissances  de  -s  et  E  ^'' 

Test  aussi  suivant  Ics  puissances  de  —  >  en  exceptant  toutefois  le  cas  oil  le  mo- 
dule de  z  serait  egal  a  zero;  on  aura 

'^rf  I  .:i. . .  a  ^^       1 .2. . .  p 

a-ro  p=o 
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on  en  conclura 


"  <Zd    Ad  1.2. . .  a.  I  .a. . .  P'" 


Nous  ferons 


I  =— I 


c*est-a-dire 

-h  J_t(a?)5""*H- J_i(a:)  c-*-h.  .  .H- J_/(a:)5-'-+- 

Nous  allons  cliercher  les  expressions  generales  et  les  proprietes  principales 
des  fonctions  J/(^)  qui  sont  les  fonctions  de  Bessel. 

L'expression  (i)  ne  change  pas  quand  on  remplace  z  par  —  -;  nous  aurons 
done 

Z=:Jo(j:)       J_,(vr)5     -+-J-,(a?)c*    — . . .  4- (— i)' J-/(a?)  5''    -h... 
--Ji   (j:)5-*4-J,    (a?).^-*  — ...4- (— i)U;   (07)5-^-^ 

La  comparaison  de  ces  deux  expressions  de  Z  donne 

J_i(j:)=:  — Ji(^),  J_,(x)=iJ,(a:),  ..., 

(11)  J_,(a?)=i(-iVJ,(a:). 

On  pent  done  se  borner  au  cas  oil  Tindice  *  est  positif. 

Si,  dans  la  formule  (2),  nous  faisons  a  =  p  -4- 1,  de  manierc  que  Texposant 
do  z  soil  egal  a  1,  nous  trouverons  pour  le  coefficient  de  5'  dans  Z,  c'est-a-dire 
pour  J|(a:),  Texpression  suivante 

p  =  o 

d'ou 


(111) 


Jo  (•^)  —  1 ^i        I i — i •  •  • 

^  I.3...tL  l.(«  +  l)         I.3.(l+l)(t 


2) 


•  •  .: 


:?    .--«. 


^  .  .>     t(.    :      t  *^  *  -'--'*'  t*'**^  j**ifci  H     JiUs  4nuiti:  -ri   i-  -s'l  .orisyHiere 


^  ..t.;-..c  iJL  fjiviiiicr  u'uxe.  *, .  r    -tnra  Ae  .  •rare «. 


.;.».. .r.   i  .--»   .'li'  iiiuue--i.-t*a  =^4iv«*tii  le  lum-Lr    omaximMue  rou^- 


'I  '".    ■  .        l.*,!  ^        V    V  .  V  'iUlvi.v.\ 


I  I    \  I  .     •     I 


,     >    "■  ■    '.> 


»    ■    .         <»•■  •    .  '  ■■  t  .  "      s'.*^-Jv  'J.     .      .'Jss^* 


TRANSCENDANTES    DE   BESSEL.  .    20() 

IT 

En  changeant  9  en  9  -h  -j  il  vient 

(  cos(j?cos9)  =:  Jo(vr)  —  2j,(a?)  cos  a  9  -+-  2j4(j?)cos49  —...1 
I  sin(j7COS9)=  2Ji(j?)  COS9  —  2j,(j:)cos39  4-.... 

78.  Entre  trois  fonctions  consecutives  J/_,(aT),  J,(a:),  J/^,(a:),  il  existe  une 
relation  tres  simple  que  nous  obtiendrons  en  differentiant  I'equation  (I)  par 
rapport  a  :;,  ce  qui  nous  donnera 

ou  bien 

-♦-■0  •+-« 

d'oii,  en  egalant  dans  Ics  deux  membres  les  coefficients  de  s'~', 

(V)  a,(x)  =  f  [J,^,(x)  +  J,_,(a:)]; 

c'est  la  relation  cherchee. 
SoitT  une  quantite  quelconque;  on  a 

ou  bien,  a  cause  de  la  relation  (V), 

(3,  e5H)[,_I(,^£)]='2(,_,1),,<«,»'. 


I   =     -    « 


cette  formule  a  ete  employee  par  Cauchy  dans  un  de  ses  Memoires. 

La  relation  (V)  est  utile  surtout  pour  les  determinations  numeriques.  Sup- 
posons  qu'on  veuille  calculer  Jo(^)»  Ji  (^)»  JaC^).  •••»  J«(^).  00  ayant  une  valeur 
connue;  on  calculera  directement  J©  et  J,  par  les  series  (III);  la  relation  (V) 
donnera  de  proche  en  proche  J2,  J,,  ...,  J,,  mais  avee  une  precision  qui  ira  en 
diminuant  a  mesure  qu'on  s'eloignera  du  point  de  depart.  On  verifiera  J,  en  Ic 
calculant  directement  par  la  serie  (IH). 

Toutefois,  il  vaut  mieux  avoir  recours  au  procede  suivant  : 

Posons 

(4)  Pi='T'         Pt  —  T^         '"y         Pi— -I — '         Pi-^x  — 


T.  —  I.  27 


2IO  CHAPITRE    XII. 

nous  en  tirons 

J      i 

J/zn  Jf^.pipf  '  'pi' 

On  est  done  ramene,  d'une  part,  au  calcul  de  J©  par  la  serie  (III);  d'autre  part, 
au  caleul  de^,,^^,  ...,/?;. 
La  relation  (V)  pent  s'ecrire 


X  ^Ji  J/ 

ou  bien 


(o)  -z  —  zr  -^Pi-^iy 

^      Pi 

d'oii  Ton  tire  successivement 


Pi=r7 


21 


(7)  {  I 


Pi+t  —  r7 


at  -h  a 


On  aura  done  ce  d^veloppement  de/?,-  en  fraction  continue  : 


(8)  Pi=-T7 


9.1 


X  24-1-2 


X  2  I  -t-  4 


X 

On  calculera/?/  par  cette  formule.  L'equation  (6)  donnera  ensuite,  pour  le  calcul 
de />,_,,  ....  Pt, 

T  2  1  —  2 


(9)  /^'-« 


J7 


I  2 
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Voici  (lone  roiiscmhle  du  calcul  : 

On  determine  directement  Jo  et  J,-  par  Ics  scries  (III),  Pi  par  la  fraclion  con- 
tinue (8),  Pi-,,  pi.3 p,  par  les  formules  (r)),  i,,  i.^,  . . .,  l^  par  les  rt'Ia- 

tions(5);  h  valeur  trouvee  ainsi  pour  J,  devra  coincidiT.  dans  les  liniites  de  l:i 
precision  cherctiee.  avec  la  valeur  obtcnue  liireclemcnl.  S'il  en  est  ainsi,  lout 
le  calcul  sc  trouvcra  verifie. 

La  fraction  continue  (8)  se  calculcra  elle-ineine  par  cct  enscnibic  de  tor- 
niiiles 

Pl-^J     =■  —■ —    ' 


oil  le  nombre  y  aura  gcncralenietit  uni;  valeur  peu  consiilerable,  It'lle  que  i. 
2,  3,  et  que  Tun  determine  rapidenient  par  tatoniiements  :  le  calcul  est  plus  facile 
quand  on  a  recours  aux  Tables  de  logarilliines  d'addition. 

Dans  son  Memoire  sur  ladetenninalton  Jes  perturbations absoUies  dans  ieseUiptes 
d'lme  excentricite  et  d'une  incliiiaison  quchonques,  Hansen  a  calcute  des  Tables 
numeriques  donnant  avec  six  declmales  les  valetirs  de  J„  et  J,;  I'argument 

cst-;il  varie  de  o  a  lo,  en  augmenlant  cliaiiue  fois  de  la  quantite  con- 
stante  o,o5. 

Dans  le  Tome  I  des  Memoires  de  Bessel,  publics  par  Kngelniann,  on  Irouve, 
p.  io!3,  des  Tables  donnant  avec  dix  decimales  les  valeurs  des  fonctions  Ju  et  J, : 
I'argument  est  tv;  \\  varic  de  centieme  en  cenliemc,  depuis  o  jusqu'a  3,  2. 

On  pourra  evidemment  faire  usage  dc  ces  Tables  pour  determiner  Jo  dans  le 
proccde  de  calcul  indique  plus  haut. 

79.  On  peul  exprimer  la  derivee  de  J^(.r)en  fonction  de  J,>,(.i')ctdeJ,_,(x): 
il  sufiil,  pour  )■  arriver,  de  difFerentier  Tequation  (I)  par  rapport  a  x,  ce  qui 
donnc 


en  egaiant  dans  les  deux  merabres  de  cette  equation  les  cocfikieats  de  =',  il 
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vient 

(VI)  l£^  =  i[j,_,(^)-j,.^,(^)]. 

On  tire  de  la 

djL-  2  L       dx  da:       J 

ou  bien,  en  remplagant  les  deux  derivees  premieres  par  leurs  valcurs  conclues 
de  (VI), 

Or  on  tire  de  la  relation  (V) 

40 


d'oii 


(«  — i)J,-,(^)=:  ^[J,-,(d;)+J,(.r)], 


ou  bien,  a  cause  de  (V)  et  (VI), 

en  combinant  cette  equation  avee  I'equation  (lo),  on  trouve  enfin 

cette  equation  differentiellc  que   verifie  la  fonction  J|(^)   est    lineaire,  du 
dcuxiemc  ordre,  a  coefficients  variables  et  sans  second  membre;  elle  est  tres 
utile  quand  on  veut  faire  une  etude  approfondie  des  fonctions  de  Bessel. 
Ecrivons,  comme  il  suit,  la  formule  (I) 

en  changeant  -  en  ->  il  vient 
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si  nous  multiplions  ccs  equations  mcmbre  a  membre,  nous  obtenons  unc  equa- 
tion de  la  forme 

«  OB 

1  r=  Ao-h^\iZ^  -\-^\^iZ~i 


qui,  devant  avoir  lieu  quel  que  soil  z,  nous  fournit  les  relations 

Ao=i, 
A/=:o,        A-/=:o; 

nous  ne  developperons  que  la  premiere,  qui  nous  donne 

(  Vlll)  1  =  .IJ  (X)  -h  2JJ  (X)  -I-  2J5  (^)  -h  .  .  .  . 

Cette  formule  curieuse  montre  que,  x  etant  suppose  reel,  la  valeur  absolue 
de  Jo(^)  est  plus  petite  que  i,  et  que  celle  de  chacune  des  fonctions  suivantes 

Ji(a:),  JaC-^)*  ...  est  inferieure  a  -7^- 

On  pourrait  verifier  la  formule  (VIII)  en  partant  de  Texpression  suivante,  a 
laquelle  on  arrive  assez  facilement  pour  le  carre  de  la  fonction  ii(^)  • 


(lA}  Ja^;  -  ^^      U        [i.2...(/>-i)][i.2...(/;4-i)]  (1.2. ..pr- 


80.  On  pent  exprimer  J/(^)  par  une  integrale  definie. 

Revenons,  en  effet,  a  la  formule  que  Ton  obtient  en  remplagant,  dans  (I),  z  par 

E^^"^,  savoir 
on  en  tire 

ou,  en  remarquant  que  Ton  a 


0 


"^        ,—  ,    (  =^0  pour        7v.o, 

=  2  71  pour        7  =  0, 


71  J, (^)  =:  f     E-<'?-^'»'"?^v'-»<i9; 
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^  —  f  (linparail  du  second  meinbre  decelte  formule,  comnie  on  le  voitaisement, 
i'X  il  rente 

ou  plus  Mimplemerit 


(X) 


On  pcul  ohtcnir  une  ^utre  forme  en  operant  comnie  il  suit : 
I/expreHHion  generate  (III)  de  J/Cr)  pent  d'abord  s*6crire  ainsi 

L2.4...2*  ^  '      i.SJ...2/;  2.4.  .  .(2*-+-  2^)  J 

Or  on  a  cette  (brmule  bien  connue,  dans  laquelle  A  et  B  designent  deux  nom- 
bres  entiers  positifs, 

/•''.,,         „     ,        [i.3...(2A-i)][i.3...(2B-i)] 

on  en  tire,  en  faisantA  =  1  et  donnant  successivement  a  B  les  valeurs  o,  i,...,/?, 

— 7 .  —  — 5 r-^ :  -  /     sin'^orfQ, 

2.4''-2<        1.3. ..(21  —  Ottj^  • 

•    •    •    •    • •    • y 

— > r-^- ^  =  — 5 : — ■' ^  -  /     sin*' 9  cos*'' 9  d(p, 

2.4.  .  .(34-H2/?)  I  .3.  .  .(21  — I)  TT  J^  ^  ^ 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (11),  il  vient 

J/(vr)  r.   — J—. -  /     sin*'9    I ^  4-...  4-  ' ^  -H...  \d(^ 

^      '  I  .3.  .  .(2£— l)    TT  J^  L  1.2  1.2. ..2/>  J      ^ 

OU  bien 

(XI)  J/(^)=^  773... (2f  — I)  ttJ     cos(^cos9)sin*'9</9. 

C'est  la  seconde  forme  cherchee;  elle  a  sur  la  premiere  Tavantage  de  mettre  en 
evidence  le  facteur  a;' ;  si  x  est  considere  comme  une  petite  quantite  du  premier 
ordre,  J/(^)  sera  do  Tordre  i. 
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CHAPITRE  XIII. 

APPLICATION  DES  TRANSCEND  ANTES  DE  BESSEL 
AU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


81.  Thior&me  priliminaire.  —  Soit/(C)  une  fonction  periodique  dc  C«  dont 
la  periode  esl  2ir,  qui  reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  C;  cette  fonction 
est(*),  pour  toutes  les  valeurs  reelles  de  a?,  developpable  en  serie  convergente 
comme  il  suit  : 

{  /(0=  J  AoH-(A,cosC-+-  BjSinC)  4-(A,cos2C  h- BjSinaf) -h. . . 
(i)  i 

(  4-  ( A/  cos«C  4-  B/  sin  if)  -*- 

Les  coefficients'A  etBpeuvent  etre  exprimespar  des  integrates  definies;  on  a, 
en  effet, 

rail 


(a) 

nZ)  sin  iZdZ; 


cette  expression  de  A,  convient  aussi  pour  i  =  o,  si  Ton  a  eu  soin,  comme  nous 
Tavons  fait,  de  mettre  dans  la  formule  (i)  ^  Ao  et  non  A„. 


(*)  Considi^rons  une  fonction  quolconque  dc  ;,  <!>(;),  ct  portons  notre  attention  sur  les  limites  o 
et  a?u  de  (  et  sur  les  valeurs  correspondantes  do  ^HX)  ^l^io  nous  supposons  finies.  Le  th^oremo  de 
Fourier  et  la  demonstration  de  Lejeunc-Dirichlet  nous  apprennent  quo,  dans  cet  intervalle,  on  peut 
toujours  trouver  un  d6veloppement  p^^riodlque  convcrfront  dc  la  forme  (i),  c'esl-^-dire 

/(C)  —  i -^0--  (Ai  cos;-f-  Bi  sin;)--..  .M  (A,  cos/!;-+-  B/sin/;)-i    . . , 
lei  que,  dans  tout  rintervallo  considtV^,  on  ait  /(C)  =  *'*(CX  el  cc  d^veloppemenl  est  unique;  la 
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On  en  conclut  que  le  developpement  periodique  (i)  n*est  possible  que  d*une 
seule  maniere. 

Si  la  fonction/(^)  est  paire,  les  sinus  doivent  disparaitre  de  la  formule  (i); 
on  a,  en  efTet,  par  hypothese,  pour  toutes  les  valeurs  de  ^, 

(3)  /(0-/(-0; 

en  remplagant/CC)  et/(—  ^)  par  leurs  valeurs  deduites  de  la  formule  (i),  sup- 
primant  les  termescommunsaux  deux  membres,  il  reste 

o  =  B|  sin  C  4-  B,  sin 2 C  -i- . . .  4-  B/  sin «C  -H . . . ; 

cette  equation  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  ^;  on  pent  appliquer  la 
derniere  des  formules  (2),  en  remplagant  sous  le  signe  /  la  fonction  /((,) 
par  o;  on  trouve  ainsi 

B,  =  o,         Bj^o,         ...; 

done,  dans  ce  cas,  le  developpement  (i)  se  reduit  a 

(4)  /(0  =  f  Ao4- A,cosC-+-. .  .4-  A/ cos  if  4- 

On  conclut  de  la  formule  (3)  la  relation 

/(27r-o==/(0; 
on  a,  d'ailleurs, 

cost(27r  —  C)  =1  cos/C; 

si  done  on  considere  les  valeurs  de  I'element  difTerentiel  de  la  formule 


^i^^f   /(OcosiCrfC, 


qui  correspondent  aux^  valeurs  J^  et  2u  —  2^,  on  voit  que  ces  valeurs  sont  egales 
et  de  meme  signe,  et  Ton  pent  ecrire 

(5)  Ai^l  r/(C)cos/CrfJ. 


fonction  *(![)  peut  mftme  6tre  discontinue.  Mais,  do  271  k  41^,  do  4''^  ^  67c,  ...,/(0  reprendra  les 
m^mos  valeurs  quo  Ton  a  obtenues  de  o  4  211;  tandis  qu'on  g<^n6ral  *(0  pourra  prendre  des  valeurs 
n'ayant  aucune  esp^co  de  rapport  avec  celles  de  4>(0  pour  2^  compris  entre  o  et  2ir.  II  n'en  est  plus 
de  m^mc  quand  la  fonction  4»  est  pc^riodique  et  a  la  p6riodo  21:;  les  fonctions/(0  ®t  *(0  coi'ncide- 
roni  alors  pour  toutes  les  valeurs  r^elles  de  jt. 
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Si  la  fonction/(^)  est  impaire,  on  a,  quel  que  soil  J^, 
(3')  /(O -!-/(- 0  =  0; 

d*ou,  en  remplagant /(^)  et/(—  ^)  par  leurs  valeurs  tirees  de  la  formule  (i),  et 
supprimant  les  termes  qui  se  detruisent, 

0=:|Ao4- At  COSf-h.     .H-  A/COSlf^-.  . .; 

Si  done  on  applique  la  premiere  des  formules  (2)  en  y  remplaQant/(C)  par  o, 
il  viendra 

Aq  ^^  Of  A|  ^^  Oj  •  •  • » 

et,  dans  ce  cas,  le  developpement  (i)  se  reduit  a 

(4')  /(C)  =  B,  sine  -H  B,  sinaf  -f  . . .  ; 

on  aura  ensuite 

/(27r  —  C)  —  — /(O,        sine  (27:  —  0  =  —  sini'C, 

et  ed  groupant  les  elements  difTerentiels,  comme  on  Fa  fait  plus  haut,  on  verra 
que  la  seconde  des  formules  (2)  pourra  s'ecrire 

(5')  Bi=l  r/{K)siniKdZ. 

82.  Soient  e  rexcentricite  de  Torbite  d'une  planete,  excentricite  qui  sera 
comprise  entre  o  et  i ;  ^  Tanomalie  moyenne  correspondante  au  temps  quel- 
conque  /;  u,  w  etrles  valeurs  de  Tanomalie  excentrique,  de  Tanomalie  vraie  et 
du  rayon  vecteur  qui  se  rapportent  a  la  meme  epoque.  On  aura,  comme  on  Fa 
vu  au  n^  32,  Tequation 

(6)  u  —  esina  =  C. 

Soity  un  nombre  entier  positif :  considerons  la  fonction 

cosyw=/(0; 

lorsque  ^  augmente  de  27:,  u  augmcnte  aussi  de  21:,  et  la  fonction  cosya  ne 
change  pas ;  cosyw  est  done  une  fonction  periodique  de  X,  dont  la  periode  est  21: ; 
d'ailleurs,  cette  fonction  reste  finie.  On  pent  done  la  developper  sous  la 
forme  (i),  et  appliquer  les  formules  (4)  et  (5),  parce  que/(2[)  est  une  fonction 
paire.  Nous  poserons 

(a)  cosyw=i:|/>S/'4-A?i"cosC-+-/>i'^cos2C-+-. .  .-+-/>/'  C0S£C-+-.  . . ; 

T.  -  I.  28 
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la  serie  sera  convergente,  quelle  que  soil  la  valeur  de  e  enlre  o  et  i,  et  nous 
aurons 

-Pf—  I     cosya^, 
(7)  -pK^=  I     cosyacos/Ctf?. 

On  tire  de  la  formule  (6) 
il  en  resulte  d*abord 

-p^Jf^z  I    cos  J  udu  —  e  I    cos  u  cos  J  udu; 

on  en  conclut  que,  si  J  est  superieur  a  i ,  on  a 
lorsquey  =  i ,  il  vient 

•^  »'**=  — e  /    C08*ac?a  = e, 

'^  Jo  ^ 

d'oil 

La  formule  (7)  peut  s'ecrire 


ir 


en  integrant  par  parties,  il  vient 

ou  bien»  en  remarquant  qu'aux  limites  o  et  '^  de  2[  repondent  les  memes  limites 
de  Uf 

—.p^/^=:  I    sinit^  sin  J  udu. 

Nous  pouvons  remplacer  ^  par  sa  valeur  (6),  ce  qui  nous  donnera 

ITT  r^ 

-T'p^^=^  I     2  sin  J  u  sin{iu  — ie  sin  u)du 
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ou  bien 

ITT  r''^  r^ 

-T- />/'=/    cos[(/--y)  a— «>sini/]c?M  —  /    cos  [( 1 -t-y )  M  —  ie  sin  i/]rf«/. 
Si  I'on  a  egard  k  la  formule  (X)  du  n®  79,  on  voit  qu'on  pent  6crirc 

\  pV  =  ^y      pour    y  >  I, 

On  aura,  en  particulier,  poury  =  i, 

"i  —  /  > 

cette  expression  peut  etre  transformee  au  moyen  de  la  formule  (VI)  du  n®  79, 
qui  donne,  en  y  rempla^^ant  x  par  iV, 

J/_,(ee)- J/^i(ie)— ^       J^    '; 

il  viendra  done 

(c)  K^  ""i^     rfe    * 

Gonsiderons  maintenant  la  fonction 

sinyM=/(0; 

c*est  une  fonction  periodique  de  C  dont  la  periode  est  aiz;  cetle  fonction  reste 
toujours  finie,  elleest  du  reste  impaire;  on  pourra  done  poser 

{a')  sinyM=:7\^*sinC4-7V^sln2C4-. . .  4-75^' sin if-h. . . ; 

cette  serie  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  e  comprises  entre  o  et  1, 
et  Ton  aura,  par  la  formule  (5'), 

-q^^=  I    sinjusiniKdl^ 
OU  bien 

'^  I/)       r^  •  •  ^cosic  ^ 

-9}/'  =  -/    s.ny«-^^rf!:; 
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d*ou,  (tn  operant  comme  precedemment, 
i-^j/>=  /    cosiKcosjudu, 

in  /■* 

^^q^>=    I     2C0SJU  cos{iu  — iesinu)dUf 

C08[(/— y)//  — iiff8ini/]rfa-t-    /    co8[(i4-y)ii  —  ie%\Tku'\du^ 
{I/)  ^/'  =  ^[J/.y(''0-HJ/-.y(^)]. 


On  aura,  en  particulier,  poury  =  i, 


9i J , 


cetle  expression  pent  etre  transformee  au  moyen  de  la  formule  (V)  du  n**  79, 
qui  donne,  en  y  remplacant  x  par  ie^ 


J/_,(ie)  4-  J/^.i(ie)  =  -  Ji{ie); 


il  viendra  done 


(C)  q\^^=^h(ie). 


Remarque.  —  On  tire  des  formulcs  (a)  et  (6),  (a')  et  (6'),  en  supposant 


cos/C 


(cf)  cos/a=y2[J/-y('«)  — J/-Hy(*^)]^ 


l="0 


sini? 


(^')  8iny''=y2  [•^w('^)-+-J/-Hy(«e)]— ^ 


i=i 


On  pout  ecrire  ces  formules  comme  il  suit 


(c)  cosju=j  2  j^^j^ie)—^ 


.  ^  cos  I C 


f  =  —  • 

!  =  +• 


(^)  silly w=/  2  h^j{ie)  — 


.  ^  Sim? 


<  ss  — 
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oil  rindice  i  prend  la  serie  des  valeurs  entieres  positives  et  negatives,  zero  ctant 
cxcepte. 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  rcmarquer  que  Ton  a 

83.  Nous  pouvons  appliquer  ce  qui  precede  au  developpement  periodique  du 
rayon  vecteur  r,  dans  le  mouvement  elliptique.  On  a 

r  =  a{i  —  ecosu); 

il  suffit  done  de  remplacer  cosu  par  son  developpement  tburni  par  Ics  formulcs 
(a)  et  (c);  on  trouvera  ainsi 

^ '  a  2         ^  de  i^    ' 

i=l 

en  rempla^ant  J,(/«)  par  son  developpement  en  serie 

^     '       i.2...eL\2/         i.(«4-i)       i.2.(i4-i)(«4- a)  J 


et  faisant 


—  ^    \  ^  /     I    __    ^  +  ^    \  2  /  f -f-4         \a  /  I 

I    I.2...iL  f(«-t-l)  1  «(«  4- l)(*4- 2)       1.2  J 


(A)  C,=  7 


la  formule  (/)  donnera 


1  =  «B 


(B)  -  =  iH V  C/Cos/C. 


i-l 


Les  formules  (A)  et  (B)  resolvent  la  question  proposee;  il  est  important  de 
remarquer  que,  si  Texcentricite  e  est  consideree  comme  une  petite  quantite  du 
premier  ordre,  le  coefficient  de  cosi^  dans  le  developpement  de  r  est  de  Tordre  i, 
et  qu'il  ne  contient  que  les  puissances  i,  1 4-  2,  i -+-  4.  ...  de  e. 

Cherchons  maintenant  le  developpement  de  la  difference  u  —  'C,  entre  I'ano- 
malie  excentrique  ct  ranomalio  moycnne;  on  a 

M  — -  C  —  e  sin  u 


3) 
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ou  bicn,  en  ayant  egard  aux  formules  (a')  et  (&), 

(/')  u-K='^ji,(ie)»iniK. 

-  I 

Posons 

„,, ,  ,  (I)'  r,  m  ,   (?)'        (?)• 

^  '        II.2.../L  I.(l-+-i)  1. 2  (IH- I )(!-+- 2)         1.2.3(1-+-  l)(l-|-a)(l 

et  nous  aurons 

(B')  U'-'K  =  ^l>i9\niK' 

i  =  l 

On  voit  que  le  coefficient  D/  desinit^  est  de  Tordre  i  et  qu'il  ne  contient  que  les 
puissances  i,  1 4-  2,  i  -h  4»  •  •  •  de  ^. 

84.  Cest  ici  roccasion  de  donner  deux  formules  qui  sont  souvent  utiles;  de- 
signons  par  n^  Tanomalie  vraie  de  la  planfete;  on  a 


2       y  I  — 


lang-if^l/^— ^langii/; 


cela  rentre  dans  le  type 

tang^  =  fxlangar, 

qui  donne,  comme  on  salt, 

(8)  y=:  j:-+- ^^^^  8in2^4- -( ^- )  sin4^-i-^(^- )  sin6a:-H 

^    '  -^  fx4-i  2\|jL-+-iy  3\fji4-i/ 

on  aura,  dans  le  cas  actuel, 


fx-f-i        i-i-v/i  — e' 


tr  =  1/  -f  2  I : sin  1/  4-  -  7 .  sin  2 1/ 


4-  5  7 > =^sin3i/  4-  . . . 

3  (,4.^,_e*) 


] 


On  peut  ^crire  aussi 


1  /i  —  e 

2  y   iH-e 


tang  -u  =  \/  ^-;-^  lang  i  wf, 
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Pour  appliqucr  la  formulc  (8),  on  devra  prendre 


f^-'  _ 


il  en  resultera 

=r  sinir 7 ^_^    _^  sinaM' 

Nous  allons  considerer  ensuite  la  difierence  entrc  Tanomalie  moyenne  et  IV 
nomalie  vraie.  On  a  les  formules 

C  —  a  —  e  sin  tt, 
sin»> 


sin  u  =v^i  —  e 


d'oii 

/   V  y  ,    I ;rf.  log(i-i-ecosw) 

Or  on  pent  ccrire 


1 4-  e  cos w  =  -^  (i  -h  (3E"'  v-t)  (i  +  (JE-*^  v^), 


en  posant 


p^izVI^ 


e  ,  4.  y/i  —  e« 

On  en  conclut 

iog(i  4-  ecosi*')  —  log  -g  +  ^(e^^'V^  -h  E-'*'*^^)  —  ^(E«»^/^  4-  E"**^*^)  -+-. . . 

~  log"^  ■+"  2(  {3cosiv (3* cos 2 it'  -h  r  P'cos3»v  — .  .  .  j, 

et,  en  substituant  dans  la  formule  (9), 


C  "  tt  4-  ay/i  —  c;*(—  (3sini»'4-  (J'sinaiv  —  (3*sin3i»'4-. . .). 

On  peat  remplacer  u  par  son  developpemcnt  (C, ),  ce  qui  donne 

C  =  iv-f-2y  tl!l'  . ^ sinfiy4-2v/i-e«y(-~iy-, -^ ^,-^siniif, 
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On  a  done  cetle  formule 

/rfcx    *.  r     •  *    i-haV'i  — e'    ,  .  I     i4-3v^i  —  e*    .  .    «  1 

Remarque.  —  Considerons  les  trois  anomalies  w,  ^,  m^,  et  d*abord  les  deux  pre- 
mieres; on  pent  se  proposer  de  developper  la  difference  w  —  ^  suivant  les  sinus 
des  multiples  de  ^:  ce  but  est  atleint  par  la  formule  (B');  la  meme  difference 
s'exprime  bien  simplement  a  Taide  des  sinus  des  multiples  de  u^  puisque  i'on  a 
w  —  ^  =  e  sina.  Les  formules  (C)  et  (C|)  donnent  ensuite  le  developpement  de 
la  difference  w  —  u  suivant  les  sinus  des  multiples  de  u  ou  de  w. 

La  troisieme  difference  ^  —  w  est  developp6e  par  la  formule  (D)  en  fonction 
des  sinus  des  multiples  de  (v;  il  reste  a  y  introduire  les  sinus  des  multiples 
de  ^;  c'est  une  question  tres  importante,  et  plus  compliquee  que  les  prece- 
dentes;  elle  sera  resolue  plus  loin. 

On  peut  remarquer  encore  que,  dans  les  expressions  (C),  (C« )  et  (D),  les  coef- 
ficients sont  desfonctions  algebriques  tres  simples  de  Texcentricite;  il  n'en  est 
pas  de  meme  dans  la  formule  (B'),  ni  dans  celle  qu'il  nous  reste  a  obtenir,  et  qui 
doit  donner  ^  —  mp^  en  fonction  des  sinus  des  multiples  de  ^. 

85.  Donnons  encore  quelques  formules  interessantcs  dans  lesquelles  figurent 
les  fonctions  de  Bessel.  On  verifie  tres  aisement  les  deux  relations  suivantes  : 

a       du 


/•» 


(11)  — 73- ==  2esini/. 

La  premiere  donne,  en  ayant  egard  a  la  formule  (/'), 

(g)  j=i  -i- 2  ^J  i{ie)  COS  it:, 

1  =  1 

On  a  done  ainsi  le  developpement  periodique  de  -- 

On  tire  ensuite  de  la  formule  (i  i),  en  tenant  compte  de  (a")  et  (c'). 


r' 


d.  -z       '=• 


a*       /  V7  I  /  •  \  sini'C 


i=l 
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d*ou,  en  integrant  et  designant  par  C  one  constante  arbitraire, 


i    -    X 

—  --L   -  4  >  J,«  ie\  —    -  - 
rt-  .41^  I- 

i-l 

Reste  a  determiner  C:  or  on  a 

— i  =  I  —  2  e  cos  //  —  €'  cos-  u  =  I  -• 2  e  cos  w  - —  cos  a  u ; 

rt-  J  2 

on  a  vu  plus  haut  que  le  terme  non  periodique  de  cosii  est  —  ->  et  que  celui  de 
cos 2 a  est  nul:  done  la  parlie  non  periodique  de  -^  est  1  -r-  -e-  =  C,  et  I'on  a 

i  f*  >  *     /  V  ■    •  X  cos/r 

I  ~  1 

On  pout  ohtenir  aussi  lacilonirnl  les  devoloppoments  |»eri«jdiquos  de  sintr  et 
cosir  : 

On  a  d*ubord 

(til  -  -  e-) 
r  ^z  » 

I  -i-ecosiv 


d^oii 


c  cos  ii"  =:  —  I  -^ —    I  —  e- », 


ou  bien,  en  reniplaeant  -  par  son  expression  (g)^ 


I  —  e^  %^ 


(/.  )  COSii-  =:  —  t'    -  2 >  J,  (ic)  cost?. 


I  -  I 


On  veritie  ensuite  aisement  la  formule 


qui  donne.  apres  qu'on  y  a  remplat:e  -  par  sa  valeur  {/  )^ 


A*  »  <\l\\V  z=z  »\  \  —  c-    y     -    ,  -   -    -  .- 

^  jt^       tie  I 

I 
T.  -     I. 


^'0 
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Soil  c  Tequalion  du  centre;  on  a 


c  =  i^  -  ?, 


sin^*  -n  sinwcosC  —  cosivsinC; 


crou,  a  cause  dcs  formules  (k)  ct  (A" ), 


Sll 

i=l  I- I 


wwir.     ^y/i— e'  >   -        . hesinC— 2 >  J/(ie)  cos«?sinC; 


si  Ton  transfornrie  sin/JJcosJ^  et  cose^sin^  en  unc  somme  et  une  difference  de 
sinus,  on  ohtient  la  formule  suivante 


ir:  ac 


8inC=:  V  F/sini'C* 


Oil  Ton  a 


(/)  (  e  '1^  de 

cl  pour  «>  I, 

C/ 

8G.  Soient  ^  et  y)  les  coordonnecs  d'une  position  quelconque  de  la  planete 
dans  son  mouvement  elliptique,  par  rapport  au  grand  axe  (axe  des  $),  et  a  la 
parallele  an  petit  axe  menee  par  le  centre  du  Soleil  (axe  des  y)).  On  aura 

^  ~  rcos<^'  =  a(cosM  -    e), 


Y)  =  /•  sin(^=:  a^ \  —  e*  sin  w. 

Si  Ton  remplaco  sin//  et  cosw  par  leurs  dcveloppcments  periodiques  trouvcs 
plus  haul,  on  ohtient  sans  peine  les  formules  suivantes 


(//O 


f\:rz  a\,  \  -     e 


dans  Ies2]f  on  doit  donner  a  I'indice  i  toutcs  les  valeurs  entiercs  depuis    -  oc 
jusqu'a  -I-  oc,  en  exceptant  la  valeur  zero. 
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Enfin,  dans  une  methode  importante  relative  a  la  Iheorie  des  perturbations 
planctaires  due  a  Hansen,  on  a  besoin  des  developpements  des  expressions 

cosi»'    .  sintv        •       .  1        •  .        •         1  w   I       1     i»  1- 

—7-  et  — :,-j  suivant  les  sinus  el  cosinus  des  multiples  de  1  anomalie  moycnne. 

Ces  developpements  sont  faeiles  a  obtenir;  on  a,  en  effef, 

cosir I  sin  IV  _  Yj 

fi  fi  m  St  ■•* 

Par  rapport  aux  axes  0$  et  Oy],  les  equations  diflerentielles  du  mouvement 
elliptique  de  la  planete  sont 

-  J  4   -h  I  U  -  .  rzz  o  : 


on  en  tire,  a  cause  des  formules 


'.'■Vi"- 


r/^>  _  _  tin, 
a^ri  c/'fi 

Dans  les  seconds  membres  des  deux  dernicres  equations,  rempla(,H)ns  $  et  y] 
par  leurs  valours  (m),  et  nous  obtiendrons 


/      -   (-  X 


('0 

1  /  — +-« 


/       -  -■     30 


Dans  ces  dernieres  formules,  on  pent  ne  plus  excepter  o  parmi  les  valeurs 
de  1;  les  termes  correspondanls  sont  nuls. 


2  28  CIIAPITRE    XIV. 


CHAPITRE  XIV. 


THtOREME  DE  CAUCHY.  -  NOMBRES  DE  CAUCHY. 


87.  Considerons  une  fonction  S,  finic  et  bien  determinee,  de  Tanomalie 
cxcentriquc  w,  ayant  pour  periodc  27:;  S  sera  aussi  une  fonction  periodique 
de  J^,  admettant  la  menie  periode;  on  aura  done  ces  deux  developpements  con- 
vergents 

\  S  1=  -  flToH-  flfi  cos//  H-  ajcosaw  -h. . . 
(  -\- (?i  sin  u '\   bf  sin2 11 -h. ..  J 

\    S  rrr  -  An -H  A,  COSC-f  A,C0S2C-H.  .  . 
(2)  }  2       '  ' 

(  4-  B|  sin  C  -1-  B,  sin  2  C  4- ... . 

Supposons  que  le  premier  soil  connu,  et  proposons-nous  d'en  deduire  le  se- 
cond; ccla  est  facile  en  partant  des  formulcs  trouvees  dans  le  Chapitre  prece- 
dent pour  les  developpements  de  cosju  et  sinyw  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  ^.  On  avait  fait 


1=1 


COSJU  =  -  ^i/'  H-  2  p^^  cos  I C, 


i=t 


sinya=  2  g^/^  sini.. 

on  trouvera  aisement 


1=1 


i  Ao=  ^«o^-«l/^o^ 


Ai  —  a,/>i*'  +  Oa/>i*'  -f- .  .  .  \-  ajp'/^  -4- . . . , 
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ou  bien,  en  meltant  pour  les  quantitcs  /)/'  et  y^-"  leurs  expressions  a  I'aide  des 
transcendanlcs  de  Bessel,  formulcs  (b)  cl  (b')  du  Chapitre  precedent, 

M/=      i^,[J/_,(ie)  — J/H-,(/e)] 

■4-2aj[J,-,(/e)  — J,-Hi('*e)] 
-h^ai[3,.^{ie)—Ji^i{ie)] 

(3) 

<B/—  I  6,[J,.i(/e)  H-  J/H-,(/e)] 
4-2/>,[J/_,(/e)  -+-J/-,,(e>)] 
4-363[J/_3(£e)  4-J,-n(£e)] 


La  question  proposee  est  entierement  resolue  par  ce  systeme  de  formules; 
on  devra,  pour  les  appliquer  numeriquemenl,  calculer  les  valeurs  des  Iranscen- 
dantes 

Jo(e),  Jo(2^),  Jo(3e).  ..., 
J,(e),  Ji(2e),  Ji(3e),  ..., 
JaCe),     Jj(2e),     J2(3e),     ..., 


Cauchy  a  resolu  la  meme  question  d'une  facon  difTerente,  au  moins  quanta 
la  forme;  nous  allons  faire  connaitre  les  resultats  auxquels  il  est  arrive,  sans 
donner  les  demonstrations  dans  toute  leur  generalite;  nous  nous  contenterons 
de  considerer  les  cas  qui  nous  scrviront  reellement. 

88.  Posons 

(4)  E^^=:r, 

la  formule  (2)  vadevenir 

2  2  2 

2\/ —  I  9.\' —  I 


OU  bien 


(5) 


S  =  Po  +  Pi;:        -hPiC-*      4....  4- p.-/      4-..., 
-f-  P-i :;- '   \  V  iZ  » -f- .  . .  4-  I>_.,.c- '  4- .  . . , 
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cn  posant 

a  a  y/_  I 

d'oil 

SAo  =  a  P,, 
A,  =  P,-f^P-„ 

s'^rf^  est  egale  a  21:,  et  qu'elle 

est  nulle  sip  designe  un  nombre  entler  quelconque  positif  ou  negatif;  cela  re- 
sulte  de  la  formule 

•  0  *-  0  »^o 

On  aura  done,  en  multipliant  les  deux  membres  de  Tequalion  (5)  par  s-'c^, 
et  integrant  entre  les  limites  o  et  27:, 

(7)  2nPi^  f     S^-'cTC; 

cette  formule  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  entieres  de  /,  positives,  nuUes  ou  ne- 
gatives. 

Posons  maintenant 

(8)  E^v'^-s; 

il  existe  entre  les  variables  5  et  5  une  relation  importante;  on  a,  en  effet, 

?  =z  ff  —  es'inu; 
d'oil  _  _  _ 

RemplaQons  yj  —  i  sin  w  par 

2  ^  ^       2  \        s 

et  nous  trouverons 

(9)  ;:=i5E"«v""i); 

telle  est  la  relation  chercliee. 


THEORfeME    DE   CAUCOY.    —    NOMBRES    DE   CAUCUY.  23 1 

Nous  aurons  cnsuitc 

^C  =  (i  —  ecosu)ciu  =\  I is-\ —  )  I  ^"5 

portons  ces  valeurs  de  z  etde  dC,  dans  la  formule  (7);  elle  va  nous  donner,  en 
remarquant  que,  si  'C  croit  de  o  a  211,  u  croit  lui-meme  de  o  a  211, 


7rP,=z  ^""s^-'e"^'   '^['"^(^"^  01''" 


ou  bien 


(10)  27rP/:=/      {]s-'du. 


en  posant 

(II)  U=:SE*^       '^ 


I  ('  -  0] 


La  fonction  S  est  developpable  en  serie  convergenle  procedant  suivanl  les 
puissances  positives  ct  negatives  de^;  cela  resulte  des  formules  (i)  et  (8);  il  en 
est  de  meme  du  produit  de  S  par  Tcxpression 

■=^<--'[-;(-0]' 

c'est-a-dire  de  U. 

Nous  pouvons  done  ecrire 

(  u  =  p;  I  p,  s  -+-p;5»  -t...^  p;  5^  -+-... 
(12)  J 

On  conclut  de  celte  equation  que  Ton  a 

0 

et,  en  comparanl  celte  formule  a  la  formule  (10),  on  arrive  a 

P  -  P' 

Done  le  coefficient  P,  de  :;',  dans  le  developpement  de  (5),  est  egal  au  coeffi- 
cient P).  de  5'  dans  le  developpement(i2 ):on  voit  qu'on  est  ramenea  developper, 
suivant  les  puissances  de  s,  la  fonction  U  qui  est  un  produit  de  Irois  facteurs: 

Tun  I  —  -  (5  -H  -)  est  tout  developpe,   Tautre  E*  ''  '     se  developpe  aisement 
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(cola  introduitles  fbnctions  deBessel);  enfin,  dans  un  grand  nombre  d'applica- 
tions,  S  est  une  fonction  simple  de  s  :  c'est  en  cela  que  consiste  le  theoreme  de 
Cauchv. 

Quand  on  aura  determine  ainsi  les  coefficients  P,,  on  calculera  A/  et  B,  par  les 
formules  (6). 

On  peut  donner  au  theoreme  de  Cauchyune  forme  differente;  ecrivonsd'abord 
I'equation  (7)  comme  il  suit  : 

Si  nous  intcgrons  par  parties,  il  vient,  en  remarquant  que  S  prend  la  meme  va- 
leur  pour  ^  =  o  et  J^  ==  211, 

27rP,=  -l-  r"gE-^v^=T^^_^  r^^t,-idu. 


ds 
du 

verons  finalement 


J  

Remplacons  z  par  sa  valeur  (9),  et  -r-  par  \l  —  i  E"v^  =  s\l—  i,  et  nous  trou- 


Or,  si  nous  considerons  la  fonction 

/   ds  ' 

et  que  nous  la  supposions  developpee  suivant  les  puissances  positives  et  nega 
tives  de  5,  de  maniere  a  avoir 

V:-::   4^  E'V     ^;^y^^_Q^    ^.      _^  Q^    ^t     _^  .  .  .  _^.  Q  ._^        .^/-l        _|.  .  .  . 

nous  en  conelurons,  en  multipliant  par  J^"<'"*^rfw  et  integrant  de  o  a  27:  relati 
vement  a  //, 

La  con)p<iraison  des  formules  (i3)  et  (i4)  donne 

P/  =  Q,-,; 
done  P,-  est  le  coefficient  de  s'~*  dans  ie  developpement  de  la  fonction  V. 
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Voici  done  le  thcoreme  complet  du  a  Cauchy  : 
Considerons  le  developpement 

S  =  Po  -h  Pi  -     4- .   .  H  P/  5'    -i- . . . 
-h  P_i  5-*  -h . . .  -t-  P_/ 5-'  -h . . . . 

I"  P|  est  egalau  coefficient  de  s^  dans  le  developpement  de  tafonction 

2**  P|  est  encore  egal  au  coefficient  de  5'"*  dans  le  developpement  de  lafonction 


(?)  v=;fE^'<'-^).  • 


Dans  les  applications,  on  prcndra  cellc  dcs  deux  formes  qui  paraitra  la  plus 
avantageuse;  il  faut  remarquer  que,  pour  le  calcul  de  P^,,  i  etant  nul,  on  devra 
employer  la  forme  (a). 

On  pourra  se  convaincre  facilement  qu'en  partant  de  la  forme  (a),  et  passant 
ensuite  des  valeurs  des  coefficients  P,  a  celles  des  A^  et  B/,  on  retombe  sur  les 
formules  (3). 

Faisons  neanmoins  une  application  au  developpement  de  ->  deja  considere 

ci-dessus. 
On  a 

s=7=(i-ecos£i:)-«  =  [1-^(5+1)]"'; 

la  fonction  U  se  reduit  a 


te ,        I 


P,-  est  done  egal  au  coefficient  de  s'  dans  le  developpement  de  E*  •  '  ,  e'est- 
a-dire  a  J|(ie);  P^,  est  egal  a  }_i(—ie)  =  J,(ie)  =  P|.  Les  formules  (G)  don- 
nent 

-  Ao  =  Jo(o)  =  1,       Ai  =  23i(ie)j       B/  =  o; 

on  retrouve  bien  la  formule  deja  obtenue 

-  =r  H-2    \^  J/('«)  COS/C- 
I  =  1 

Avant  de  faire  des  applications  plus  compliquees,  nous  allons  introduire  des 
coefficients  numeriques  que  Ton  rencontre  dans  plusieurs  questions,  et  aux- 
quels  on  a  donne  le  nom  de  nomhres  de  Cauchy, 

T.  —  1.  3o 
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89.  Soient  j  et  q  deux  nombres  entiers posiiifs  ounuls,  p  un  entier  quelconque, 
positif,  nulou  nigatif;  I'cxpression 


I  =  x-P  I  X  4- 


x)    \^       x) 


peut  etre  developpee  suivant  les  puissances  positives  et  negatives  de  a:;  le  de- 
veloppement  conticnt  d'ailleurs  un  nombre  limite  de  termes.  Nous  representons 
par  N^;,,;,^  le  terme  independant  de  x  dans  ce  developpement;  on  peut  dire 
aussi  que  ^-pj,q  est  le  coefficient  de  of  dans  le  developpement  de  Texpression 

ix-{--\  ix  —  -\  suivant  les  puissances  de  x\  N_^j^  represente  Tun  quel- 
conque des  nombres  de  Cauchy.  L'introduction  de  ces  nombres  permet  de  pre- 
senter d'une  maniere  plus  simple  certains  developpements  qui  se  rapportent  au 
mouvement  elliptique;  nous  allons  faire  connaitre  quelques-unes  de  leurs  pro- 
prietes. 
On  a 

I  =1,        si    y-+-^-/?estnul, 

(  — -  o,        SI    y  -h  ^  —p  est  n^gatif  ou  impair. 

En  effet,  le  developpement  du  prod  uit  ^a? -i-  -j  (^  —  -)  est  de  la  forme 


(•^-^iy("-i)'="'^' 


-I-  Cx  x^-^^'*  4-  CfX^^^-^  -f- . . . ; 


on  en  conclut 


l  —  x-plx-^-j    (x -j   ^xJ^^'P-h  CixJ^9-P-*-\'CiX^*-''''P-^-\- 

On  voit  que,  s\j-\-q—p  est  nul,  la  partie  constante  de  I  est  egale  a  i ;  si 
J  -h  q  —  p  est  negatif,  il  n'y  a  pas  de  partie  constante,  et  il  en  est  de  meme 
siy  -h  q  —  p  est  impair. 

On  a  la  relation 

En  effet,  ^-pj\q  est  le  terme  independant  de  x  dans  le  developpement  de 
x~p(x  -h  -)  (x  — -j  ;  ce  sera  aussi  le  terme  independant  de  x'  dans  le  deve- 
loppement del'expression  suivante,  que  Ton  deduit  de  I  en  changeantor  en  —  > 


^"-  {i  ^  -')'  (i'  -  -')' = (- ')'-"  (-'  ^  i)'  ("'-  i)'' 
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or  ce  dernier  terme  est  par  definition  egal  a  (  -  i^N^j,^;  la  formule  (iS)  est 
done  demontree. 

Cherchons  ['expression  analytique  de  N_^,o,^  en  supposant  q^p,  ce  qui  est 
toujours  possible  d'apres  la  formule  (i5). 

On  a 

\  Xj  Jhd^  1.2.  ..a.  1.2.  ..p 

oil  a  et  P  sont  deux  entiers  nuls  ou  positifs  verifiant  la  relation  a  -f-  p  =  y;  pour 
obtenir  le  terme  constant  de  ce  developpement,  il  faut  faire 

on  en  conclut 


et 


2  ^2 


I    2  ?-±^I    2  ?^^ 

2  2 


(l6)  N_p,..,:-(-l)    •     -^-^ 


7  — /» 

I      O  Jl 1_ 

A    •    .^   •      •    • 

'A 


On  pourra  calculer  par  cette  formule  les  valeurs  de  N_^,^^^  et  former  un  pre- 
mier Tableau  contenant  tous  ces  nombres :  p  sera  Targument  horizontal,  et^ 
I'argument  vertical  du  Tableau. 

On  a  ensuite  la  relation 

(17)  N_p,y^.l,y=  N-p+i.y.^-l-  N-p-ij,^, 

qui  resulte  de  la  formule 

On  aura,  en  particulier, 

on  pourra  done  former  un  second  Tableau  contenant  les  nombres  de  Cauchy 
pour  lesquelsy  =  i. 

On  continuera  ainsi  poury  — 2,y  =  3 

Nous  allons  reproduire  quelques  Tableaux  donnant  les  valeurs  des  nombres 
de  Cauchy,  N.^ y^^,  poury  =  o,  y  =  i  ety  =  2 ;  /?  est  I'argument  horizontal,  q  I'ar- 
gument vertical ;  quand  une  case  est  vide,  c'est  que  le  nombre  correspondant  est 


» IV 
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Tableau  des  N_p,o,^. 

(p  est  rargament  borixontal  et  q  Tarfument  rertical.) 


0.... 

1.... 

2.... 
3.... 
4.... 
5.... 
6. . . . 
7.... 
8.... 
9.... 

0.... 

1.... 

2.... 
3.... 
4.... 
5.... 
6.... 
7.... 
8.... 

0 

1.... 
2.... 
3.  .. 

4.... 

~^7. 

6.... 
7.... 


0 


—  2 


—  20 


70 


-¥-   1 

-+-  2 

-+-  3 

-f-  4 

-f-  5 

-h  6 

-i-  7 

-h  8 

-¥-   9 

-+-  I 

4-  I 

3 

H-  I 

-  4 

-+-  1 

-+-  10 

—  5 

-f-  I 

-+-  i5 

6 

-4-  1 

«-  35 

-f-  21 

7 

-f-  I 

-  56 

-^-  28 

—  8 

-+-  1 

-M26 

-  84 

-+-  36 

9 

-+-  I 

Tableau  des  N-p,i,^. 


0 


-4-  1 


2 


—  5 


+-  14 


-t-  2 

-+-  3 

~\-   4 

-4-  5 

-1-  6 

;  7 

i-  8 

-^  9 

-4-  I 

-+-  I 

—  2 

-f-  1 

3 

-^  1 

-+-  5 

-  4 

-h  I 

-^  9 

5 

-f-  I 

-  14 

-H  14 

0 

-4-  I 

—  28 

-+-  20 

—  7 

-r-  I 

J 


Tableau  des  N-;),!,^. 


0 

-+-  1 

-^  2 

-h  3 

-f-  4 

-h  5 

-h  6 

-h  7 

_..  8 

-i-  2 

-f-  I 

• 

H-  I 

-h  I 

—  2 

-^  I 

—  2 

—  I 

-^  I 

-+-  4 

—  I 

—  2 

-+-  I 

4-  5 

-f-  I 

-  3 

-+-  1 

—  10 

-+-  4 

-4-  4 

-  4 

-»-  I 

-  14 

-+-   8 

—  5 
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Nous  renverrons  pour  plus  de  details  a  un  Memoire  interessant  de  M.  Bourget, 
insere  dans  le  Tome  VII  des  Annates  de  robservatoire  de  Paris,  et  particuliere- 
ment  aux  pages  3oo-3o3  de  ce  Memoire. 

Le  lecteur  pourra  consulter  aussi  le  Tome  V  de  la  i**  serie  des  (Siuvres  com- 
pletes de  Cauchy,  p.  3o8-3io  (Paris,  Gauthier-Villars,  i885). 

90.  DSveloppement  de  ( 1)     suivant  les  cosinus  des  multiples  de 

ranomalie  moyenne,  m  dSsignant  un  nombre  entier  positif.  —  S  =  ( -  —  i  j 

est  une  fonction  periodique  de  ^;  la  periode  est  21:^  et  la  fonction  est  paire;  on 
aura  done  en  serie  convergente 


I  =  tD 


(18)  (^  - ')"  ^  3  c+ 2 ""''"'  <^°®'^ 

i  =  t 


ou  bien 


1  =  00 


S  ---=:  Pi'«'  4-  2  PJ'»'(«'-h  5-0 


1  =  1 


avec 


on  a 


^.m)__3|>(/;i    . 


(19)  S  =  {-ecosu)"'=i-iy"[^-j    y'^'s)    ' 

Pour  trouver  P^,*"',  nous  appliquerons  la  premiere  forme  du  iheoreme  de  Cau- 
chy;  PJ,*"^  sera  egal  au  terme  independant  de  s  dans  le  developpcment  de  la 
fonction 

^■.— >-(;r('-o"[-f(-0]- 

II  y  a  deux  cas  a  considerer,  suivant  que  m  est  pair  ou  impair : 


1°  m  =  '2m\ 


On  a 

;)  h-.)  -il)    h's)    ■■ 

le  terme  en  f  ^-+-  -  j         ne  donnera  pas  de  torme  independant  de  s;  il  y  en 

y  -+-  -  j     ,  et  son  coefficient  sera 

( //j'  H-  I )  ( /7i'  -f-  9.) .  .  .  :t m\ 


1 . 2 .  .  .  m' 
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on  aura  done 


On  a  alors 


IM'^l 


C'est  maintenant  le  terme  en  ( j  +  -  j         qui  ne  contiendra  pas  de  partie  in- 

f  +  -  j         donnera  la  partie  constante 

(m'>ha)(m^-i-3)...(am'-4-a), 
i.a...(m'-^  i)  ' 

on  aura  done 

^^'^  3^»  ""  i.a...(m'-M)  VV 

II  nous  reste  a  calculer  ^cj*"' =  PJ'"\  1  etant  different  de  zero;  nous  applique- 
rons  la  seconde  forme  du  theoreme  de  Cauchy,  et  nous  aurons  pour  ^c)"'  le  coef- 
ficient de  ^'~*  dans  le  d^veloppement  de  la  fonction 

I    as 

en  rempla^ant  S  par  sa  valeur  (19),  on  trouve  que  cela  revient  a  chercher  le 
coefficient  de  5*  dans  Ja  fonction  V'=  V/, 

V.=  ,-„-?(|)-(..l)-(-7>''-'': 
en  d^veloppant  I'exponentielle  suivant  les  puissances  de  j  ~  -*  il  vient 


le 


1 .2. .  .^  \         sj        \        s  f 


^H-I 
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Le  coefficient  de  s^  dans  le  second  membre  de  cette  formula  sera,  en  introdui- 
sant  les  nombres  de  Cauchy, 

ie\  /ley  /ley 


On  aura  done 


( 


Les  formules  (20),  (21)  et  (22)  resolvent  le  probleme  qui  se  trouve  ramene 
au  calcul  des  nombres  de  Cauchy;  ces  formules  sont  dues  k  M.  Bourget.  On  re- 
marquera  que,  pour  que  N_/,;„_,,^^.,  ne  soit  pas  nul,  on  doit  avoir 

—  I -+-(m  — i)-h^4-i=:2  At, 

i  etant  un  entier  positif  ou  nut;  done 

m  -4-  ^  =  I  -f-  2  A:. 

II  en  resulte  que,  relativement  a  e,  c'/^^  est  de  I'ordre  1,  et  ne  contient  que  des 
puissances  de  e  dont  les  exposants  sont  de  meme  parity  que  i. 


-  m 


91 .  DSveloppement  do  (  -  )      suivant  les  cosinus  des  multiples  de  Tana- 

malie  moyenne,  m  dSsignant  un  nombre  entier  positif.  —  Nous  aurons  en 
serie  convergente 


<=tD  <  =  tD 


(a3)  ^-(^)   '"=^G7)-^-2^''"'^^^'^-''»'"^"^2^''"'^'''"^^~'^' 

1=1  i=i 

en  faisant 

Gi'"'  =  2PJ'">. 

La  fonction  S  a  d'ailleurs  pour  expression 


^=[-5(-0] 


— m 


Nous  appliquerons  le  iheoreme  de  Cauchy  sous  sa  premiere  forme;  P**"'  sera 
le  coefficient  de  s^  dans  le  developpement  de  la  fonction 


(2^4) 


«=[-U-;)]""""^'^'"-' 


'.T  ^—  _ 


OO-" 


rf*'r* 


ru:  -J-       ' :      *'■;,.  Ta 


rn»T*    :,^n.i«*r:    -rjifiii,*- 


•■    .f 
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On  en  conciut,  en  introduisant  les  nombres  dc  Cauchy, 


2^1 


(27) 


Gr^^yy 


i'i 


i     n 


'^y(f)     Nw.y,^; 


j  varie  de  o  a  -f-  qo,  et  y  aussi;  on  a  vu  que,  pour  que  N_/,y,^  ne  soil  pas  nul,  on 
doit  avoir 

k  designant  un  nombreentier  nul  ou  positif;  il  en  resulte  que,  relativement  a  e, 
le  coefficient  Gl/"'  sera  de  Tordre  i,  et  ne  contiendraque  les  puissances  de  degres 

I,  I -+-  2,  I -f-  4»  ••  •  de  e. 

Calculous  en  particulier  G,'"';  nous  trouverons 

^  A 

^(|y('"3N_..,.,-H^'N_..,.-.^N_....,-H^N_.....) 
+  (f)'(-.N-..MH-^N_.,..+  filN_..,.,4-^N. 


On  trouvc  directcment 

N_i.,,o=:4-  I,       N_,,o,i  =  4-  i; 
Nl,,,,o=-+-3,      N_,,,.,=  -hi,     N_,,,.,= 

N~,,s,o=-H  10,       N_,,m=:-i-2,       M_,,,,, --=: 


—  ''        N-I,0,3  ' —  ^\ 

—  2,        N_,.5,j=  — 2,       N.-,.,.4 


=  •4-2,      N_,.o,,=  -H 


10; 


et,  en  remplacant  m^^  m^ ,  /w^,  . . .  par  leurs  valeurs  (26),  il  vient 


-  G^r^m  (  -  )  4-  ^(^^'-^^^-3)  /ey  ^  m(m^4-6m'+5m«-8m-3)  /e\ 


92.  Appliquons  les  formules  precedentes  au  cas   de  /w=2;  nous  aurons 
alors 


t  =  OB 


5  =  J<'!."+2g;.''cos.?; 


/T=l 


la  formule  (2j)  donne  ensuito 


2 


Gl^'-:i4    -e^^! 


I 

'2 


1.3 
2.4 


r*V 


I.3...(2p  —  l) 


2.4. . .2p 


e'P 


T.  -  1. 


3i 


3|:«  cMAfrrkE  \i\\ 

l#j  Mjcorid  tut'Uthrit  Mf  troove  ^(re  le  d^Teloppemeot  dc  ^i  —  ^^  *-  On  a  done 

2  Vi-^ 


l>^»  forriiuleH  ("aG;  ct  ("27;  donnent  ensaite 


«;■— 22;7,'^l;/  >•- 


/     7 


cnfin  on  aura 


^ '-*(/; 


I  =  « 


NoijH  alloriH  deduire  de  la  an  developpement  dont  rimportance  est  fonda- 
uutuVdU%  cfflui  de  Tequation  du  centre  suivant  les  sinus  des  multiples  de  Tano- 
rnaiie  nioyenne. 

Kn  de.signant  toujours  par  w  Tanomalie  Traie,  le  principe  des  aires  nous 
donne 


on  en  conclut 


de 

—  na^\ I 

-«'; 

div 
di 

/T* 

-;.v^.- 

cS 

r?t,  en  rempla^^ant  -,  par  son  developpement  (29), 


dw 


I  =  * 


^Z.  -:  ,  -H  V'l  -  C'  2  ^'"  <^"^ ' ^' 

i  =  l 

Multiplions  par  ^,  integrons  et  determinons  la  constante  par  la  condition 
(jue,  pour  t^    -  o,  on  ait  M^  =  o;  il  viendra 


=  ;  +  /._ei2Gi"5i';5 


III 


Si  done  nous  designons  Tequation  du  centre  par  C  et  que  nous  fassions 


i=in 


(«)  Cz=z  ^  Hi  sin iK, 


/=! 
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nous  aurons 

tout  est  done  ramene  en  dernierc  analyse  au  calcul  des  nombres  de  Cauchy. 

On  se  rappelle  que  les  indices  j  et  q  prennent  toutes  les  valeurs  entieres 
nuUes  ou  positives  satisfaisant  aux  conditions 


on  aura  done  pour  U,  une  expression  de  cette  forme 


11.  ._^  nA_^_£;  I  uj.o)  ( 1 )  ^  Hi.2'  (  - )     4- 


[ui- (£)^  Hi^^  Q'^^ 


Cherehons  I'expression  de  11^**';  nous  aurons 


"S'=  22  77,^  «-"... 


/      V 


oiilesindicesyety  prennent  toutes  les  valeurs  entieres  nullesoupositives,  tclles 
quey  -hq  ^i;  or  on  a  vu  que,  dans  ccs  conditions,  on  a  N_,,y,^  —  i ;  on  trou- 
vera  done,  pour  le  coefficient  cherche. 


',1  •  ••  •  •/ 

I'i  I  I-  V 


*  ^^    I  .2,  ,  ,fj  I  1.2  I  .  2 ...  I 

7  =  0 

Remarque.   —  On  a  vu  dans  les  n°'  91  et  92  que,  pour  m=  i,  -  G^^^  est  egal 

a  I  et  que,  pour  m  =  2,-  GJ,""  se  reduit  a   ,    '     -■  On  pent  demontrer  que  Ton 

pent  sommer  la  serie  (25)  quel  que  soit  le  noinbre  entier  /w,  suppose  mainte- 
nant  superieur  a  2.  On  tire,  en  effet,  de  la  formule  (23), 


'^''^'"-^^n^T"'' 


ou  bien,  en  remplacant  d^  par  sa  valour  tirec  do  (3o)  et  remarquant  que  i%^  varie 
entre  les  memes  limitcs,  o  et  2t:,  que  w, 
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On  a  (l*aillears 

r             1       e* 

a         i-r-ecoSiv' 

il  viendra  done 

'-:  or 

— .1- 

-^*)*       -    f     (I -he COS w)*-* </♦»'. 

Or  on  a,  en  employant  la  formule  da  binome, 

/      (l -heCOSi*')'*" '^/tvrr  I      ^ir -i -el      COSi^'^tr 


(/W  — 2)f/W—  3)      , 


/     cos'«r 


f  .2 


0 

IT 


(m  — 2)(ni— 3).,,(m  —  p— i)    ^_  »     ^      . 


I      COS''i*'^»*' 


I .2. . .p 

L*integrale   /    cos''ivdw  est  nulle  sip  est  impair,  et  egale  a 

«.'o 

1 .3.5. .  Ap  —  i) 

1 1  ^ 

2.4*6. . ,p 

sip  est  pair.  On  trouve  ainsi,  apres  une  legere  transformation  des  cocfdeients, 


l^(y^-^^_^,^e^^^''^[.^^-'^^^ 


(3i) 


(m  —  2 ) (m  —  3 )  (/w  —  4 ) ('^  "~  ^ )  /^  \* 


0)' 


-f- 


(I.2)« 

(m  —  2)(/n  —  3)...(m  —  7)  /e\* 


(1.2.3)= 


^'(O'-l 


On  volt  que  la  serie  qui  figure  au  second  membre  de  cette  formule  se  termine 
d'elle-meme,  si  m  est  un  nombre  enlier  superieur  a  2;  pourm==  2,  ce  second 

membre  se  reduit  bien  a 

\ '  I  —  e^ 

Pour  terminer  ce  sujet,  nous  reproduirons  ici  Tenonce  d'un  theoreme  que 

nous  avons  demontre  dans  les  Comptes  rendus  de  r Academic  dcs  Sciences^  t.  XCI, 

P-897- 

Soit/(r)  une  fonction  finie  et  bien  determinee  du  rayon  vecteur  r;  on  pourra 

developper  cette  fonction   suivant  les   cosinus  des  multiples  de  Tanomalie 

moyenne 


<= » 


/{f^)-  2  ^''^^se'C. 


i  =zO 
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Le  coefficient  B,  est  represcnte  par  une  serie  ordonnee  suivant  les  puissances 
de  Texcentricite;  voici  sa  valeur  symbolique  : 


P-* 


(3,)     ;B,=  (-.)'2r-,-. 


(0' 


■hip 


p:rO 


. ,p. 1.2...  (l -h  p) 


quand  on  aura  efTectue  le  produit 

on  devra  y  rempiacer  une  puissance  quelconque  de  $,  $^  par 

y.        .  d'f/(a) 
^  da't    ' 

le  coefficient  dc  (  -  j        dans  -B/  se  presentera  sous  la  forme  suivante  : 


df(a) 


d\f{a) 


ao/(«)  ^  «!«  "7/—  -^  «J^'  "^""   ^  •  •  •  "^  az+jpa"^*'' 


d^/Ja) 
da^-^^i*  ~ 


oil  les  a  sont  des  coefficients  numeriques;  on  voit  qu'on  a  pu  condenser  celte 
expression  en  adoptant  une  notation  symbolique. 


93.  Posons 


y  =  tf-  —  C  =  i" ; 


nous  trouverons  sans  peine,  en  partant  des  formules  des  n"*  90  ct  92, 


(33) 


=-a)*-K9-(:-)'-2©'-^a)'-]'- 
-KO'-T(0'*^a)"--]— ■ 

-K:-)"-f(0'*^'a)'-]«-= 


[t 


3 


128 

5 


(0' 


+  . . .    cos4C 
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=-Hl 


107 
16 


(iy-...]sin? 


(34) 


[¥(0"-^(5)'-f(0'->'"'^ 


[^(-:)"-^(0'--]""'= 


[^©'"^•••]'^"^^^[^"S?(0'"'-']'^^ 


?+ 


Ces  deux  formulcs  sont  I'une  des  bases  fondamentales  du  developpement 
usuel  de  la  fonction  perturbatrice,  celui  qu'a  adopte  M.  Le  Verrier. 

On  aura  a  en  conclure  les  developpements  de  x'*,  x\  ....  de  y^,  y\  . . . ,  de 
xy,  x^y,  ...,  xy'*,  xy',  ...,  et  en  general  de  x'"y''  suivantles  sinus  ou  cosinus 
des  multiples  de  ^. 

Pour  ce  qui  concerne  les  puissances  successives  de  x,  la  question  est  resolue 
par  les  formules  du  n®  92;  elles  montrent  que  x"'  ne  contient  que  des  cosinus 
des  multiples  de  ^  et  que  le  coefficient  de  cos«s  est  de  la  forme 


(35) 


ce^-i-ik  ^  d  e'+**-*-*  4-  c,  e'-^-**+*  -f- . . . , 


k  designant  un  entier  positif  qui  pent  etre  nul;  on  doit  avoir  d'ailleurs 

I  -H  2  A:  ^  m. 

Pour  les  puissances  successives  de  y,  on  les  effectuerade  proche  en  proche,  en 
partant  de  la  formule  (34),  que  nous  ecrirons  ainsi 

bp  et  bg  sont  respectivement  des  ordres/?  etq  relativement  a  e,  et  ne  renferment 
que  des  puissances  de  e  dont  les  exposanls  sont  de  meme  parite  que/?  et  ^;  on 
aura  d*abord 


ou  bien 


y*~. .  .-4-  ^«  sinVC-H  ^Jsin-<7C-i-  ibpbq  sin p^sinq^ 

y>i=r...4-l(^J-|-^»)  — A6JC0S2/??  — i6JC0S2^C 

-+-  bpbq  cos(^  — />)C  —  bpb^cos{q  -h/>)C 
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II  n'y  aura  done  que  des  cosinus  dans  le  developpement  de  y';  Tordre  de  ^6^, 
coefficient  de  cos 2/?!^  est  2/?;  celuide  bpbg^  coefficient  de  cos(y  -^  p)^  est  y -+-/?; 
Tordre  de  bpbg,  coefficient  de  cos(y  ~ p)^  est  q  -hp  =  (y  —  ^)  -h  2p. 

On  en  conclut  aisementquele  coefficient  de  costJJdansy*  estde  la  forme  (35), 
et  que  Ton  doit  avoir 

On  verra  de  meme  que  y'  ne  contiendra  que  des  sinus  et  que  le  coefficient  de 
siniJI  sera  de  la  forme  (35),  avec 

En  general,  le  developpement  de  y"  ne  renfermera  que  des  cosinus,  si  n  est 
pair,  et  des  sinus,  si  n  est  impair;  les  coefficients  de  costX  et  de  siniJI  seront  de 
la  forme  (35),  avec  la  condition 

On  passera  ensuite  aisement  aux  developpements  periodiques  des  produits 
tels  que  x'^y",  011  m  et  n  designent  des  nombres  entiers  positifs  ou  nuls;  x'"y'* 
ne  contiendra  que  des  cosinus  si  n  est  pair,  des  sinus  quand  n  sera  impair;  les 
coefficients  de  cosi!^  et  de  sini!^  seront  de  la  forme  (35),  avec  la  condition 

I -h  aXr^m  -h  /I. 

Le  Verrier  a  donne  les  developpements  ci-dessus,  pour  toutes  les  valeurs 
telles  que  m  4-/1^7,  dans  le  Tome  I  des  Annales  de  V Observatoire  de  Paris, 
pages  343-345;  il  a  neglige  e*,  e^ 

94.  Nous  aurons  besoin  egalement  des  developpements  periodiques  de 

x''-^  coshy        et  de        x''-^  sin  Ay, 

oixp,  q,  h  sont  des  nombres  entiers  nuls  ou  positifs,  q  etant  au  plus  egal  a^. 

Pour  les  obtenir,  il  suffira  de  remplacer  cosAy  et  sinAy  par  leurs  developpe- 
ments connus  suivant  les  puissances  de  Ay. 

On  trouvera  ainsi 

(36)  xP-'f  cos  hy=\P-9 \P-''y^-] ,— ^x'^-^y^  — . . ., 

(87)  \P-'f  smhy  ^  -\P-^y ^x^'-^y'-h.. .; 

I  I  •  2  •  o 

il  n'y  aura  plus  qu'a  remplacer  les  diverses  puissances,  telles  que  x"yP,  par  leurs 
developpements  ci-dessus;  le  nombre  entier  h  restera  indetermine. 
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On  verra  aisement  que  x''"^  cos  Ay  ne  contiendra  que  des  cosinus,  tandis  que 
x^~^sinAy  ne  renfermera  que  des  sinus;  le  coefficient  de  cosiJ^dans  x^~^cosAy 
sera  de  la  forme  (35),  avec  la  condition 

le  coefficient  de  sini<^  dans  x^"^  sin  Ay  sera  de  la  forme  (35),  avec  la  con- 
dition 

Ces  nouveaux  developpements  se  trouvent  dans  les  pages  346-348  du  Tome  i 
des  Annates  de  robservatoire. 

Enfin  il  nous  sera  encore  necessaire  d'obtenir  les  developpements  periodi- 
ques  de 

x^cos^v  x^  sin  Ay 

el  -^ 


p,  q  eth  designant  des  nombres  entiers  nuls  ou  positifs ;  on  les  obtiendra  en  de- 
veloppant  par  la  formule  du  binome  (i  -i-  x)"**'*  suivant  les  puissances  entieres 
et  positives  de  x  : 

(38)     : r~T=x^cosAy— x^+'cos/ty-h -^ ^x^-^»cos/iy  — . . ., 

(1  -hX)''"*'*  I  1.2 

On  se  trouvera  done  ramene  a  appliquer  plusieurs  fois  les  formules  (36)  et  (37) ; 
le  developpement  (38)  ne  contiendra  que  des  cosinus  et  sera  de  la  forme  (35; 
avec  la  condition 

(^39)  ne  contiendra  que  des  sinus,  avec  la  condition 

£  -h  2  X'  =  ^  4- 1 . 

Ces  developpements  occupent  les  pages  348-355  du  Tome  I  des  Annates  de  roh- 
sen^atoire. 
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CHAPITRE  XV. 

FORMULES  DE  HANSEN  POUR  LE  DfiVELOPPEMENT  DE  CERTAINES  FONCTIONS 

DES  COORDONNtES  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


Dans  la  methodc  de  Hansen,  relative  au  calciil  des  perturbations  absolues  des 
petites  planetes,  on  a  besoin  de  developper,  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  Tanomalie  moyenne,  des  fonctions  autres  que  celles  que  nous  avons 
eonsiderees  jusqu*ici.  Hansen  a  traite  cc  sujet  dans  son  Memoire  intitule  : 
Entwickelung  der  negativen  and  ungeraden  Potenzen...  (Memoires  de  la  Socidle 
Royale  des  Sciences  de  Saxe^  t.  IV).  Nous  croyons  devoir  resumer  ici  la  partie 
essentielle  de  ce  Memoire. 

95.   II  s'agit  de  developper  les  fonctions 


(0'" 


sin/7iiv     ct 


(0' 


cos  mw 


met  n  designant  deux  nombres  entiers,  le  premier  positif,  le  second  positif  ou 
negatif. 

Ce  sont  des  fonctions  periodiques  de  u;  la  premiere  est  impaire,  la  seconde 
paire.  On  aura,  en  series  convergentes, 


(I) 


(-j   sinmn^=         H- R,  sin  J  4- RjSinaC -+-. .  .-hB/siniC-H. . . , 

(  -  i    C0S/?lil'—  -  Co-h  C,  cos  J  4-  CjC0S2j  4-.  .  .  4-  C/COS/J  4-.  .  .  . 


T.  -  I. 


32 
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Posons,  commedans  le  Chapitre precedent,  E^^~*  =z;  nous  tirerons  de  (i) 

/^y  Emu.  v/^  =  1  Co  -+-  i  Ci  (5  -f-  -5-* )  -+-  .  .  .  4-  -  C/  (  5'-+-  -5-0  -+-... 
\a/  2      "  2  2 


-h  -  B,(5-5-')  -+-...-+--  B/(5'— ^-')  -+-. . 


Faisons 


-  ^0  —  -^0      f 


i(C,4-B,)  =  X?'-,         l(C,-B.)  =  X-r, 


i  (C, .+.  B,)  =  X?'- ,         i  (A  -  B,)  =  Xl^f 


il  viendra 


/iyE'««'/rr--xj''«-t-XJ''»5»  -4-...-f.X?''"-«'  4-... 

-t-  X!!'j'«-5-*4-. .  .-+-X«j'«5-'4-. . . 

ou,  plus  simplement, 


/=•♦-• 


(2)  (jV  ^'""''^= 2  ^?''"'''- 

On  est  done  ramene  k  developper  (- j  E*"*^^  suivant  les  puissances  positives 
et  negatives  de  z.  On  aura  ensuite 

(3)  0  0     > 

C/  =  X?''«4-X!?j'«,        B,=  X?''«— X^j'«. 


Avant  de  proceder  a  la  determination  generale  de  X"''",  nous  allons  resoudre 
quelques  questions  preliminaires. 

96.  Considerons  deux  nouvelles  exponentielles  qui  correspondent  a  Tano- 
malie  excentrique  et  a  Tanomalie  vraie, 

y  est  ce  que  nous  appelions  s  dans  le  Chapitre  precedent.  On  aura  done,  comme 
on  Ta  vu  dans  ce  Chapitre, 
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On  peut  aussi  trouver  une  relation  enlre  x  et  y;  partons,  en  effet,  de  la  for- 
mulc 


2  V    I 


,     —  e  iv 

tang -  =  \/ 7-^  tang-, 


remplacons-y  tang  -  par  --=  — ;r-^  =  -=  — --  y  tang  -  par  -=  — ■--  > 

et  posons 


E«^     -+-E 


Vr5 


I— g  _  I— p 

I  +e  ~  I  -+-  {3' 


d'oii 

(4)  {  ap 


-v/r- 


p  = 


I  H-v/l  —  «' 


•       • 


nous  trouverons  ainsi 


d'oii 


y  —  I I  —  (3  X  —  I 

/-hi  I  H-  P    J7-h  I  ' 


on  en  deduit 


I 


Si  nous  eliminons  J  entre  les  equations  (a)  et  (6),  nous  aurons  une  relation 
entre  z  et  a?;  nous  tirons  d'abord  de  la  formule  (b) 

En  portant  dans  la  formule  (a)  la  valeur  (b)  de  j  et  la  valeur  ci-dessus 
de  J >  et  remarquant  que  Ton  a  -  (i  —  p^)  =  ^  v^i  —  e^,  on  trouve 


(c) 


5  =  ^(^1+  I)  (I-I-PX)-'E    ^"^^'(i^P^-      «-Hp>'). 


II  convient  de  remarquer  que,  d'apres  sa  definition  (4)>  ^  est  plus  petit  que  e, 
et  diOere  peu  de  -  si  e  est  petit. 
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Exprimons  maintenant  Ic  rayon  vectcur  r  en  fonction  de  x  ou  de  y\  on   a 
d'abord 

r  e(  \\  ey^ — 2y-f-e 

a  2Y        y)  2/ 

d'ou 

On  a  ensuite 


/■  I  —  e*      I  —  e*  2(1  —  e* )  a: 

e  (  I  \        ed?' 


a        I -he  cos  ^v  e/  i\        ed7*H- 2J7  4- e 

I 


> 


/•  2(1  —  e')^  2(1  —  e*).r 

a 


e\  X  -\- 


I  -f-v^ 


F^)!-^-"^^)  ^(-^p)(-^^) 


a  ^       e  Pi    \  (         f^ 


('  + 


ou  bicn 


(6) 


w(-§) 


r  _  (1  — (3«)« 


(I 


P-)('+|) 


Nous  aurons  tout  a  I'heure  a  introduire  du  ou  dw  au  lieu  de  rfJI;  nous  au- 
rons  pour  cela  les  formules 


(7)  dZ^'-^du, 

r'      div 

(8)  ^=^ 


97.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  determination  de  X"'^. 
Multiplions  les  deux  membres  de  I'equation  (2)  par  z"'rfC,  et  integrons  rela- 
tivement  a  ^  entre  les  limites  o  et  21: ;  nous  trouverons 

(9)  x?""=^X"G)'-"'-'''^- 

Nous  pouvons  remplacer  maintenant,  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
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mule,  r,  x,  z,  dQ  respectivement,  d'abord  par  leurs  valeurs  (5),  (6'),  (a),  (7), 
puis  par  leurs  valeurs  (6),  (c),  (8)  (dans  ectte  derniere  substitution  on  ne 
touche  pas  a  la  quantite  x^\  il  viendra 

(A)      X?''"— (14- (3« )-«-»—   /      jm-/(,__p^)«-m-hi/,_  Hj  E«^     y^  du, 


A  chacunc  de  ces  equations  correspond  une  des  formules  de  Hansen. 
Puisque  ^  est  compris  entre  oet  i  et  que  les  modules  de  a?  et  j  sont  egaux 
a  I,  on  voit  que  (i  —  Pj)""'"'*^*  et  ( i  —  -  ]  sont  developpables  en  series 

convergentes  suivant  les  puissances  de  j  ou  de  -;  il  en  est  de  memo  relative- 

ment  a  x,  pour  (i  -h  ^0:)'  "-^  et  (i  -+-  -  j  ;  E        '''*^P-*est  developpable 

suivant  les  puissances  de  — ^— >  done   suivant  celles  de  x\  E~'^  *"*"  i-^px-t 
est  de  meme  developpable  suivant  les  puissances  de  x~\ 
On  en  conclut  que,  si  Ton  considfere  les  fonctions 


(B') 


(B) 


ces  fonctions  seront  developpables  en  series  convergentes  procedant  suivant 
les  puissances  positives  et  negatives  de  j  ou  de  x. 

Designons  par  x  le  coefficient  de  y~'"  dans  le  developpement  de  O,  et  par  ju' 
celui  de  a?'"'"  dans  le  developpement  de  O' ;  nous  aurons 

(C)  X?'"'rr:(l4-P«)-«-»X, 

car  le  terme  xj'""*  donnera,  dans  Tintegrale  du  second  membre  de  la  for- 
mule  (A), 

A>  X  —    /       du  =  ,^i,, 
27:  J„ 
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et  tout  autre  terme,  tel  que  yS^y-"''^^ ,  donnerait 


Nous  allons  nous  occuper  d'abord  des  formules  (A),  (B),  (C). 

98.  II  convient  dc  remarquer  que  le  theoreme  de  Cauchy  conduirait  imme- 
diatement  a  la  formulc  (A)  de  cctte  premiere  methode. 
Nous  supposerons  d'abord  i  =  o ;  la  fonction  O  se  reduit  a 

soil  ci>o  le  coefTicient  de  j""'  dans  ^^;  on  aura 

x;''»  =  (i-+-(3«)-'»-*.v 

Posons,  pour  un  moment, 

pz=  n  —  /?i-hi,         ^=z/i-h/nH-i; 

on  aura 

parce  que  m  est  un  entier  nul  ou  positif;  le  terme  general  de  $,  est  egal  a 

on  doit  avoir 

r  —  s=  —  m,        d'oti        s^^r-^m. 

On  donnera  ensuite  a  r  les  valeurs  o,  -h  i ,  +  2,  . . .  et  a  5  les  valeurs  eorres- 
pondantes;  il  viendra  ainsi 

*  L  I.2.../71  I         1.2. ..(m  4-1)        ^ 

_^  p{p  —  i)  y(y  — i)...(7  — m  — 1)  «^  ^       ] 

1.2  1 . 2 . . .  ( //I  4-  2 )  ^        • . .  J 

On  aura  done 

.        F  _^  /t  — m-i-i  (/i-f-i)(/i-i-2)...(/t-t-m  +  i)  g, 


(n  —m -hi){n  —  m)  n(n-\'i),.,{n-\-m-\- 


1.2  (/?H-l)(/?l-h2) 


^(3'  +  ...l. 
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Si  le  nombre  n  est  tel  que  Ton  ait 

n  > —  m  —  I, 

la  serie  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (D)  se  termine 
d'elle-meme;  si  n  est  egal  a  Tun  des  nombres  —  a,  —  3,  ...»  —m  —  i,  on  a 
XJ*'"=  o.  Si  Ton  a  n<^—m  —  i,  la  serie  se  prolonge  indeflniment.  On  peut 
ecrire  alors,  en  employant  la  notation  employee  pour  repr^senter  la  serie  hyper- 
g^ometrique, 

/n^Y»,m__/                  P"*         (/i-ha)(/i-f-3)...(/i-4-m-M)^^_  „      ,    ^^.    ftJ^ 

(D,)  Xo'    ^{--i)rn-—— ,,^.,,;^ F(m-,i-.i,-/i~i,m-M,p«). 

Consid^rons  maintenant  le  cas  g^n^ral  oil  (  est  un  nombre  positif  ou  n^gatif 
difiT^rentde  z^ro;  en  faisant 

^    '  ap  a 

la  formule  (B)  donnera 

*=ee„ 

en  posant 

(ii)  {  e  =  (i  —  Pj )«-'«■»-« E^P^ 


.,=  (._  I)"-' E-?. 


Nous  allons  chercher  ledeveloppement  deO  suivantles  puissances  dey;  nous 
en  conclurons  celui  de  0,  en  changeant/  en  ->  m  en  —  /w,  v  en  —  v. 
On  a,  en  series  convergentes, 

/        o    x»   -.^1  /I  — m-M^  (n  — m  H-i)  (n  —  m)  a,   , 

(,  -  p^)n-m-4-l  ^  , ^ ^y  ^  V _J^ 1  p,^, 

t 

(/i-,m-M)(/i  — m)(/i  — m-^i)  ^, 
Evpr  =  ,  4- J  p  j^ -+- ^  (3  V -+- ^  py  4- . . . . 

Si  done  on  pose 


_         n  —  m  ~v\        V 

Ft  — y 

'  I  I 

_^        (/I  —  m-f-i)(/i  —  m)       n  —  m -f- i  v         v* 

•    I .a  I  I        I  .a 

(la)  [        __  (/it~m4-i)(/i  — m)(/i  —  m  — i)       ( n--m-h  i )  ( n  —  m )  v 

I. a. 3  I. a  I 

m 

n  —  m  -h  I    v*  v* 

I  1 .2        I  .a. 3 


256  CHAPITRE   XV. 

on  aura 

(i3)  e=zi  _p,pj.t.p,(3«j«-P3(3y4-.... 

On  fera  de  meme,  en  changcant  m  et  v  en  —  m  et  —  v, 

^         /^  -h  /n  4-  I        V 

Qi== H  -' 

I  I 

^   (n  -h  ni  -h  i)  (n  -h  ni)    ^    n  -{-  m  -h  i  ^         v* 

VI  —  — '  "^ i » 

1.2  I  I  I  .2 

(i^i)  \  ^   {n  -{-  m  -hj)  (n  -hm){n  -h  m  —  i)        (n  -h  m  -}- \)  ( n  -{-  m)  v 

1.2.5  1.2  I 

71  4-  m  H-  I    V*  V* 

H ! ri  y 

I  1.2  I .2.3 


et  il  viendra 

II  faut  maintenant  faire  le  produit  des  seconds  membrcs  des  equations  (i3) 
et  (i3,),  et  chcrcher  dans  ce  produit  le  coefficient  oi»  du  terme  en  y'"'". 
Si  i—  m  est  positif,  on  trouve 

au  lieu  que,  dans  le  cas  de  i  —  m  negatif,  il  vient 
On  aura  done ces  valeurs  do  X"'"  : 

2*»  «  <  m, 

(    )      \  x^-  =  (-I)--'•(l4-P')-«-»(3--'(Q,„-,•4-Q,„w^^P,P»^-0,„-,^,P,{3^^^ 

• 

Il  convientde  remarquer  que,  dans  les  formules  (E)  et  (F),  il  suttira  d'un 
nombre  de  termes  peu  considerable,  puisque  chaque  nouveau  terme  contient  un 
facleur  p*  de  plus  que  le  precedent. 

Les  quantites  P,,  P2,  ••  »  Qo  Q2»  •••  seront  calculees  par  les  formules  (12) 
et  (12,),  V  etant  defini  par  la  relation  (10). 


FOIVMlLtS    1>K    IIAXSKN,  2.>7 

a- 


Appliquons  ces  iorinules  au  doveloppement  do  —;  nous  auroiis  ilono/i  =  —  J, 
m  =  o;  les  ibrmules  i^i-i)  el  {^12^)  ilonneront 


I 


V  v' 


p.  r      I     H        -h 


P,  ^  1  -+-        ^ 


I  1  .'i 


V  V*  V* 


I  I . i     *      1.2.3 


Q.^i-";. 


V  V" 


V  V*  V* 


Qi  —  i 1 .,  > 

I  I  .  -2  1.3.3 


apres  quoi  la  formule  (E)  dcviendra 

X7*»^=:=(-l)'?'(l4-?*)(P/-+-P,^,Q,?«-4-P/MQ,?*-r..-K 

99.  Nous  allons  appliqucr  maintcnant  les  formules  (B')  et  i^C). 
Nous  considererons  en  premier  lieu  Ic  cas  de  1  =  0;  la  fonclion  <&'  se  reduil 
alors  a 

soil  Xq  le  coefficient  de  x-"'  dans  celte  formule,  on  aura 
on  arrive  ainsi  sans  peine  a  la  formule  suivanle  : 


xn.n.  _  (-0"  i3"('-  PM!::!'  r,  „ 


•4-  -^O  (/i  -+-  3).  .  .(/<  -I-  m  -!-  i) 


(//  4-  •>.)  (/i  -h3)  (/<  -+-2)(/*  i-3)...(/i4-//i-f-3) 
T.  -    I.  33 


^  I  ...1 
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On  voit  que  la  serie  qui  figure  dans  celte  formule  sc  terniine  d'elle-nieme 
lorsque  n  -\-  rn  -^i  est  negatif,  auquel  cas  la  serie  qui  entre  dans  (D)  se  com- 
pose au  contraire  d'un  nombre  illimite  de  termes. 

On  pent  done  loujours  exprimer  XJJ'"'  sous  forme  finie. 

Si  /I  -f-  2  est  positif,  la  serie  qui  figure  dans  (D')  n'est  pas  limitee;  on  peut 
ecrire,  comme  on  le  voit  aisement, 

On  veritic  facilement  Tidentite  des  formules  (D,)  et  (D,),  en  partant  de  la 
propriete  de  la  serie  hypergeometrique  qu'exprime  la  relation  suivante  : 

(i4)  F(«,  ^c,(3«)^:(i-(3*)— ''F(c-«,  C--6,  c,(3«). 

Enfin  on  a  aussi  cette  autre  propriete  [OEmres  de  Gauss,  t.  Ill,  p.  220,  for- 
mule (100)], 


qui  donne,  en  posant 


2a'=  m  —  n  —  i ,         c'  =  m  4-  i  : 


La  formule  (D,)  peut  done  s'ecrire 
ou  encore,  en  tenant  compte  de  la  propriete  (i4)» 

(I);)   XT  =  (-.)"•  ^'— ^-^^-^-^.^r/lr-''--  ©"'(.-e'r^F(?'^^^  '^'l±-',  «.  +  ..  e.) 

On  aurail  pu,  d'ailleurs,  demontrer  beaucoup  plus  simplement  ces  relations 
(Da)  et  (D'J.  On  a,  en  effet, 


-.27:    /„v    „  .  X.11C 


—z  — --  —    /       I  —  I       cos/MH'au' 


n-t- 

-  (i-e 


27:  J 
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oubien,  en  developpant(i  -h  ecosiv)~"~^  par  la  formule  du  binome, 

XJ'*"  ~  (i  —  c*)        y    (--i)P  ^ eP  —  f      cosPfvcosmwP'c^MP'   . 

Or  rintegrale  —  /     cosPcos/ww^rfw^  est  nuUe  si  p  est  plus  petit  que  m\  elle 

Test  encore  si,  p  etant  plus  grand  que  m,  la  difference  p  —  m  est  impaire  ;  dans 
le  cas  oil  cette  difference  est  paire, 

p  — m-+-2p',         p'^o, 

on  a 

lie  /  ,v 

I  1 . 2 . .   ( m  4"  2  p  ) 


27r  Jo 


QQgm+tp'  (^  QQg  ;y,(^  ^(|,  __ 


2'"-*-*P'    I  .2.  .  .  p'.I  .2.  .  .(m -h  p') 


II  viendra  done 

,p'  =  - 


p'=o 

on  v6rifie  aiscment  que  cette  formule  coincide  avec  (D^). 

Considerons  maintenant  le  cas  general  ou  i  est  un  nombre  positifou  negatif 
different  de  zero;  en  posant 


la  formule  (B')  donnera 

en  faisant 
(II') 


.V      ^ 


e;  =  (i  -h  |3j:-»)-''.E~''  «'^l-«^,         /*,  -  w  4-  2  -+-  /; 


nous  allons  chercherle  devcloppcment  de  0'  suivant  les  puissances  dea:;  nous 
en  conclurons  celui  de  0',  en  changeant  ^  en  ->  i  en  —  i,  v'  en  —  v'. 


X 

Or  on  a 


..  P 


X 


v'  «...  v'« 


E  «-^?^  =  n-- (i-hQj?)-»QxH (i-h3x)-«3«^»H-...: 

I  1-/1-  1.2  I-      /       r 


on  en  conclut 


v'  «         ,.   ..«  V* 


-;- 


•     •     • 
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On  pent  (leveloppor  les  puissances  do  i  -f-  ^r,  ol  ordonner  par  rapport  a  ^t; 
on  est  conduit  a  poser 

*  I  I 


,  _  ( n  -\-  rh  —  i)  ( n  -^  3  —  i)        /i  -h  3  —  /  v'        v'* 
*  a     -  -    .  _         -  -  -    -I- 


I  .  o,  I  11.:? 


(12') 


j>'  ._  ( ''  -^-  ''■  —  '^  ('2-^3  —  i)  (/I  -4-  4  —  /)__(//  -^  :^  —  /)  ( Ai  -^-  '»j;7  0  v^ 


n  -f-  'i  —  /  v'*  v'' 


I  .rk        I  .'.>..  3 


on  a  alors 

(1 3')  B'--:i-p;;3^-+-p;pvr«-p;?'.H-i-. 

On  fcra  de  memo,  en  cbangeant  /en  —  i  et  v'  en  —  v'. 


n  -  h  Si  4-  /        v' 


o;  -^  -- .      +  - ' 


1 


IJj    -  ----- 


1.9,  I  I  I  .  '2 

^  I .2.3  1.2  I 

— « 1 ^, 

I  1.2  I  .  2 . i 


cc  qui  donnera 

II  faut  maintenant  faire  le  produit  dcs  seconds  mcmbrcs  des  equations  (i3') 
et  (i3'J,  et  cherchcr  dans  ce  produit  Ic  coefficient  rl/  du  terme  en  x'-'". 

La  formule  (C)  donnera  ensuite  X"'";  on  trouve,  comme  prccedemment, 
qu'il  y  a  a  distinguer  deux  cas,  et  Ton  arrive  aux  formules  suivantes  : 

[         I"  />  m, 

(E') 

2"  I  <,m, 
(F) 


(  X?'"'  -  (-  ')'-"•  ■(',-+ e^yrr,'  ?'-'" [Pin. H-  I'i  „.M Q'.?'-i-  in-«..,0;P'  +-1. 


x-m  -,(...  ,)m-/  (^L  /Py„^'-  (3"- '  [0'„, .,  -,-  q;„.,„  P',  (3«  +  o;„.,,,  p', j3*  +...]. 
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2()I 


On  peutremarquer  quo,  si  I'on  developpe  suivant  les  puissances  do  rles  quan- 
tites  p  = 


I  -+-\/i  — <? 


r  et  v'  —  iVi  —  ^%  X'''"  sera de  Tune  des  formes 


^oe'-'"4-a,e'-"*-^* 


flr^e'-'"-^^^-. . ., 


Proposons-nous  comme  exemple  de  calculer  X*^*  au  quatrieme  ordre  pres 
inclusivement;  on  a  ici 


m  -r=  I 


//  --  o. 


/  ^r  /?!  m  . 


La  formule  (F/)  donno 


xr  =  n;7iS('^PtOtP'^-'^Q«P'-^--)' 


on  trouvc,  d'ailleurs, 


V\  =  3  -  V', 

P',=   6-4v'-h^v'«, 

a 

I  2^ 

^  a  I    "T~    ""     C       -~~"     7,-7    t?      -T-    .     .     .    , 


cVst  le  resultat  chorche. 


262  CHAPITRE   XVI. 


CHAPITRE  XVf. 


CONVERGENCE  DES  SERIES  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE 


100.  On  a  vu,  dans  les  Ghapitrcs  XIII  et  XV,  que  les  quantites  ->  m  —  ^, 

w  —  'C,  (- )  cos^MP^,  (-j  sinqiv,  oh  p  et  q  designent  des  nombres  entiers  posi- 

tifs  ou  negatifs,  peuvent  etre  developpees  en  series  convergentes  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  Tanomalie  moyenne  t.  Ces  series  convergent 
pour  toutes  les  valeurs  de  I'excentricite  comprises  entre  o  et  i ;  leurs  divers 
termes  sont,  les  uns  positifs,  les  autres  negatifs.  Si  on  les  groupe  autrement,  la 
convergence  pent  ne  pas  subsister. 

II  y  a  lieu  d'examiner  ce  qui  arrive  quand  on  ordonne  les  series  par  rapport 
aux  puissances  de  Texcentricite.  Laplace  (*)  a  montre  le  premier  que  les  series 
ne  restent  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  Tanomalie  moyenne  qu'au- 
tant  que  I'excentricite  est  inferieure  a  0,6627....  C'est  une  question  importante; 
car,  dans  la  theorie  analytiquc  des  perturbations,  on  est  oblige  de  negliger  les 
puissances  des  excentricites  k  partir  d'un  certain  ordre,  et  c'est  reellement 
suivant  les  puissances  de  ces  excentricites  que  Ton  ordonne  les  calculs. 

Pour  trailer  le  probleme,  nous  nous  appuierons  sur  les  resultats,  aujourd'hui 
bien  connus,  concernant  la  convergence  de  la  serie  de  Lagrange. 

Soit  I'equation 

(i)  5  — a  — a/(5)=:o, 

dans  laquelle  a,  a  et :;  designent  des  quantites  reelles  ou  imaginaires;  soit  S  un 


( » )  M^canique  c<f teste,  t.  V,  Supplement . 
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contour  ferme,  tel  que  i'on  ait  sur  tous  ses  points 

mod    -^^   ^  <  I ; 
z  —  a 

nous  supposerons  la  fonction/(3)  holomorphe  dans  tout  rinterieur  do  S. 

On  demontre  {voir  le  Cours  de  M.  Hermite  a  la  Faculte  des  Sciences  do  Paris, 
3*  edition,  p.  1G7;  1886)  que  I'equation  (1)  admet  une  racine  z  et  une  seule 
dans  rinterieur  de  S,  et,  en  designant  par  n(-)  une  fonction  holomorphe  quel- 
conque  de  cettc  racine,  on  a  ce  developpement  de  11(5)  en  serie  convergente 
suivant  les  puissances  de  a  : 


n  —  » 


n  =  0 


p«-l-l 

I 


d" 


n(.)  =  n(a)-.2r^:.T„^,)5«^[n'(«)/''^'(«)l- 


Nous  prendrons  pour  Tequation  (i)  Tequation  de  Kepler 


(2) 


//  —  C  —  esiuM  —  o, 


dans  laquelle  nous  supposerons  ^  et  e  reels. 

D'apres  ce  qui  precede,  si  i'on  pent  trouver  un  contour  ferme  S  sur  tous  les 
points  duquel  on  ait 


(3) 


mod T.  =  e  mod =  <  1 ; 


u-% 


u-K 


{'equation  (2)  admettra  une  racine  u,  et  une  seule,  dans  Tintericur  de  ce  con- 
tour, et  Ton  aura  en  serie  convergente 


/I  =  • 


(4) 


11  =  0 


Voici  comment  M.  Rouche  arrive  a  trouver  la  plus  grande  valeur  de  e  pour 
laquelle  la  serie  (4)  reste  convergente, ^elle  q^ue  soit  la  quantite  reelle  X,. 

Soient  A  le  point  de  I'axe  des  x  dont  I'abscisse  est  X,  et  Mle  point  dont  Taflixe 
estM.  Prenons,  pour  le  contour  S,  une  circonference  de  rayon  p  decrite  de  A 
comme  centre.  Faisons  mouvoir  le  point  M  sur  cette  circonference  et  designons 

par  9  Tangle  que  fait  le  rayon  AM  avec  I'axe  des x\  posons  d'ailleurs  y^—  i  =  1. 
Nous  aurons 


La  condition  (3)  revicndra  a 


(5) 


-  modsin(C-*-pE'?)<i. 
P 


^ 


1 
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Soil  F(p)  le  maxinuim  du  module  do  sin(^  -h  pE'"^)  quand  9  varie  de  o  a  21: 
ct  que  ^  prend  toutes  ies  valcurs  reelles  possibles;  si  Ton  donne  a  e  une  valour 
telle  que  Ton  ait 

la  condition  (5)  sera  verifiee  et  la  serie  (4)  sera  convergente  pour  toutes  Ies 
valeurs  reelles  de  ^. 

Si  Ton  determine  ensuite  la  valeur  p,  du  rayon  p  de  manierc  que  I'expression 

• 

yj-r  soit  la  plus  grande  possible,  et  que  Ton  fasse  e,  =  p7^>  '^  serie  (4)  sera 
certainement  convergente  quand  on  aura 

II  faut  trouver  d'abord  Texpression  de  F(p).  Or  le  carre    du    module    de 
sin(^4-pE'^)  est  egal  a 

sin(C  H-  pE'?)sin(C-f-  pE"'?)  "-  sin(C-^  pcos9  4-  (:psin9)  sin(C-4-  pcos9  —  /psin9) 

—  cos*(<'psin9)  —  cos'(;  H-pcos9). 

On  aura  done 


modsm(?-+-pE'i')  =1/  ( -, 1  —  cos*(C4-  pcos9). 

Le  maximum  de  cette  expression,  pour  une  valeur  donnee  de  p,  aura  lieu 

)    sera  le  plus  grand  possible,  c  est-a-dire  pour  sin^  —  i, 

et  qu'on  aura  en  meme  temps 

cos*(C-i- PCOS9)  ^  u,        cosCi-o,         C-^ih-- 

11  viendra  done 

Kp)-— ^ 

11  faut  maintenant  trouver  le  maximum  e^  de  Texpression 

EP-i-  E-P 

En  egalant  sa  derivee  a  zero,  on  trouve 

EP(p  —  i)  —  E-P(p  -h  i)  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  equation  prend  des  valeurs  de  signes  contraires 
pour  p  ==  I  et  p  =  2;  sa  derivee  p(EP-+-  E"P)  est  toujours  positive.  Done  cette 
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equation  admct  unc  racine  p<  positive  et  rien  qu'une;  on  trouve 

p,  =  1,9967...,  EP»-f-'E-P.   =^»^27--~^i- 


Done  les  series  sont  convergentes  pour  e<i  0,6627.... 

Les  excentricit^s  de  toutes  les  plan^tes  et  celles  des  ast^roides  compris  entre 
Mars  et  Jupiter  sont  toutes  notablement  inferieures  a  la  limite  ci-dessus;  il  en 
est  de  meme  pour  cinq  des  cometes  periodiques  actuellement  connues.  Done, 
pour  tons  ces  corps,  la  convergence  des  series  du  mouvement  elliptique  est 
assuree. 

II  est  facile  de  former  Tequation  transccndante  dont  depend  c, ;  si  Ton  eli- 
mine,  en  eflet,  Pf  entre  les  deux  equations 

'      EP«  -f-  E-P.  p,  —  I 

on  trouve  aisement  I'equation  cherchee 

101.  En  faisant  successivement,  dans  la  formule  (4)« 

IL(u):=:U  el  !!(«)■=  COSM, 

il  vient 

(6)  «  =  C  +  .s.nC  + +       — —  ^.-.      ^•••- 

(7)  cosii  =:cosC  — esin*C-- . . . ; — -=- — r— ^  — 

^'^  .  1.2.  ..(/n  — I)       c^"»-« 

Or  on  a  ces  formules  connues : 
Pour  m  pair. 


m 


sin'"C=     „.   .     cos/nf cos(/n  —  2)C  n ^ cos(/n  —  4)C  — •  •  • 


et,  pour  m  impair, 


m-I 


sm'"t=  ^^ ^ —    sm/nC sm(/n  —  2)C-h  — ^ sm(m  —  4)?  — . . .    , 

a"»-*      L  '  '-2  J 

T.  -  I.  34 
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On  en  tire  aisement 

^m-x      -  ^^r:Tl^''"'sin/n!:--  (m- 2)'«-»sin(m  -  2)C 

m{ni  —  i)  /v.»i-/  /vv       -1 

H -^ — ^(m  — 4)'«-«sin(/n  — /i)C  — ...     ; 

cette  formule  convient  aux  deux  cas  de  m  pair  ou  impair;  seulement,  elle  se 
termine  au  terme  en  sin 2^  dans  le  premier,  et  au  terme  en  sin^  dansle  second. 
On  trouve  de  meme 


r-1  ^rn-l  1^ 


cosmt^  —  —  (m  —  2)"*~*cos(m  —  2)C 


/w(m  — i)  ,  ,.^  •        /  /\v  1 

H ^— — — ^"-(m  — 4)'"-'cos(m— 4)C  — ...    , 

I  •  ^  I 

oil  Ton  doit  s'arreter  au  terme  en  cos2^  si  m  est  pair,  et  au  terme  en  cos^  si  m 
est  impair. 

En  ayant  6gard  aux  formules  (6)  et  (7),  on  obtient  ensuite 

u  —  C=:esinCH sinaC-t-. . . 

a 


>m 


7  I  m*"-*  sinmC (m  —  a)'"-*sin(/n  — 2)? 

(8)      {  1. 2...  771. a*"-*  L  "•        ,    V  /  V  /"• 

•    '^('^""0(m-4r-'sin(m-/i)?:--...l, 


1 .2 


r  e*  V        ^  V 

-  r=:  I  H eCOSC 008  2?  —  .  .  . 

a  2  1.2 


; r  I  /w'»~*cosmC (m  —  2)'«-*cos(/n  —  2)C 

I  —  l)2"*""*   L  ,    \  /  \  / 


(9)      >  1 .2. .  .(m 

mint  —  i)  ,  / V      •        /  / vw  1 

I 


102.  C'est  Laplace,  avons-nous  dit,  qui  a  trouve  le  premier  la  limite  e^  de 
Texcentricite  pour  la  convergence  des  series;  son  analyse  est  tres  remarquable. 
Disons  quelques  mots  de  la  marche  suivie.  Laplace  etait  arrive  facilement  a 
trouver  les  expressions  generales  des  coefficients  de  ^  dans  les  formules  (8) 
et  (9).  Considerant  le  dernier  de  ces  coefficients,  il  remarque  qu'il  prend  sa 

plus  grande  valeur  absolue  pour  ^  =  ->  quand  m  est  pair;  il  est  alors  egal  k 


A      — 


1 .2. .  .(m 


*  r  •       'w  ^  ^      .       mint  —  i)  ^  ,.^  ,  1 

—  l)2'"-*    L  '  1.2^  J 
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Laplace  trouvc  ensuite,  par  un  chcmin  asscz  difficile,  cette  expression  appro- 
cbee  de  A;„  quand  m  est  tres  grand 

.     .  . a  r    e(i-2(o)E    1^" 

(0  etant  determine  par  la  formule 


1 


(II)  ^— ::=:£ 

Ol) 

Si  la  quantite 

e(i  —  2co)E 


W/l  —  /.»\l-to» 


2C0*^(l  —  OJ) 

surpasse  Punite,  I'expression  (lo)  de  A,„  deviendra  infinie  avcc  m,  et  la  serie (9) 
sera  divergente.  La  limite  des  valeurs  de  I'excentricite  qui  font  converger  cette 
serie  sera  done 

(«2)  e^———^ rV-- 

(i  — 2a))E 


Si  Ton  tire  de  (i  i)  la  valeur 


= ir^r 


pour  la  porter  dans  (12),  il  vient 

2  v/co  ( I  —  co) 


d'oii 


1  —  20) 


I 

I  —  2(0=  » 

v/i4-e; 


_(l-Hv/l4-gO- 


I  —  o)  

CO  ej 


En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i  i),  il  vient 


on  retombe  bien  ainsi  sur  Tequation  deja  trouvee. 

Laplace  arrive  ensuite  du  meme  resultat  en  partant  de  I'expression  du  coefli- 
cient  de  e^  dans  la  formule  (9). 

C'est  Gaucby  qui  a  donne  une  demonstration  plus  directe  et  plus  rigoureuse 
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(les  resultats  dc  Laplace;  M.  Rouche  a  simplifie  a  son  tour  la  demonstration  de 
Cauchy. 

Nous  renverrons  le  Iccteur  a  une  Note  interessante  dc  M.  0.  Caliandreau 
(Butlelin  dslrvnomique,  t.  Ill,  p.  528);  Tauteur  considere  le  coefficient  de  e'" 

dans  le  developpement  de  -  suivant  les  puissances  de  e;  il  arrive  d'une  ma- 

niere  tres  simple  a  Texpression  asymptotique  de  ce  coefficient,  et  il  en  deduit 
facilement  la  limite  e^. 

103.  Nous  croyons  devoir  donner,  en  terminant  ce  Cbapitre,  quelques  indica- 
tions sur  d'autres  expressions  asymptotiques.  Reprenons  le  developpement  pe- 
riod i  que 

/• 

-  —  CoH-  Ct  cosCh-.  .  .  -h  C,rtCOS/wC-f-.  . . ; 
a 

le  coefficient  C,;,  est  une  fonction  de  e,  et  Ton  pent  se  proposer  d'en  trouver 
Tcxpression  approchee  lorsque  m  est  tres  grand. 

Laplace  a  traite  cette  question  (Mecanique  celeste,  t.  V,  Supplement),  et  il  a 
trouve  que,  pourm  tres  grand,  on  a  approximativement 


m  \Jm  \/2 t:  \  I  -h  v^i  —  e*  / 


m 


La  meme  question  a  ete  traitee  plus  completement  par  Carlini,  et  surtout  par 
Jacobi  {Astronomische  Ndchrichten,  n^  665  et  709-712). 
Considerons  en  second  lieu  le  developpement 


(-:y=...K, 


cosC-r. .  .-f-F;„cosm?4-. . . , 


d'oii  Ton  passe  aisement  a  celui  de  I'equation  du  centre.  Jacobi  a  donnc  pour 
les  coefficients  C;„  et  F;„  les  expressions  asymptotiques  suivantes 

\      '^2^         /     V  2  7:/n' L        8/?iC0S(p\        9C0S*<p/  J 

cos<p\      ^2^         /     \        3cos<p  V  7r/ncos(p  /' 

oil  Ton  a  fait 

€f  i=:sin9. 

On  voit  immediatement  que  la  premiere  partie  de  Texpression  de  C,^  coincide 
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avec  ccile  de  Laplace.  Dans  le  tome  XVII  desMaihemalischeAnnalen,  M.  Scheibner 
a  calcule,  dans  les expressions  asymptotiques  deC;„etF;„,  les  eoeflicients  de  puis- 
sances plus  elevees  de  -y=zy  et  il  a  rcsolu  le  meme  probleme  pour  les  develop- 

pements  de  (-]  cosqw  et  f  -  j  sinqw. 

Enfin,  M.  Flamme,  dans  une  These  soutenue  en  1887  devant  la  Faculte  des 
Sciences  de  Paris,  a  trouve  par  une  mcthode  rigoureuse  fondee  sur  de  belles 
recherches  de  M.  Darboux  (*),  les  expressions  asymptotiques  d'autres  deve- 
loppements  qui  jouent  aussi  un  role  dans  la  theorie  des  perturbations. 


(^)  Mf^moire  sur  lUtpprojcimation  de  fonctioiis  de  tres  gratids  nombres  (fournai  de  Afat/i<fmatiques, 
3«s6rie,  t.  IV,  1878). 
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CHAPITRE  XVII. 

sua  CERTAINES  FONCTIONS  DES  GRANDS  AXES   QUI  SE  PRfiSENTENT 
DANS  LE  DtVELOPPEMENT  DF  ^\  FONCTION  PERTURBATRICE. 


104.  Soient  2a  et  2a'  les  grands  axes  des  orbites  de  deux  planetes;  nous 
aurons,  dans  le  developpement  des  fonctions  perturbatrices,  a  developper  sui- 
vant  les  cosinus  des  multiples  de  la  quantite  reelle  ^  les  expressions  qu'on 
deduit  de  la  suivante 

( a*  4-  a'*  —  a  aa'  cos  ^ )""', 

en  donnanta^  les  valeurs  ->-,->  ^>  •••• 

Q   2   Q   2 

Les  fonctions  ainsi  obtenues  sont  des  fonctions  periodiques  de^k  periode  217; 

elles  sont  paires  e t  finies  pour  toutes  les  valeurs  reelles  de  4^,  si  a  est  different  de  a\ 

Nous  pouvons  done  poser 

(a*-h  a'*—  2aa'cos4')   *  =  -  ^^^^  -4-  A^*^  cos^^  ■+■  A<*^  cos2vJ;  4-. . ., 

mm 

ou  bien,  en  convenant  de  prendre  A^~'^  =  -+-  A^'\ 

(a* 4-  a'*—  2aa'cosvJ/)   *  =  -  X  A<^^  cos*^'; 

— • 
faisons  de  m£me 

aa'(a* 4- a'*  —  2 aa' cos vj;)  ^~  -  ^  B<^^  cosivj/, 


(0 


.1      I  ^^ 
a*«'"(a* 4- a'*— 2 aa' cos vp)   *  =  -  X  C^'^cos«\J/, 

a' a'* (a* 4- a'*—  2 aa' cos 4^)  *  =  -  X  D^'^  cos«\J;, 
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a^i 


En  supposant  a<a',  faisons  —  =  a;  a  sera  done  eompris  entre  o  et  i ;  la 
fonetion 

(i  4-  a*—  2aC0SvJ;)" 


i-s 


pourra  etre  developpee  suivant  les  eosinus  des  multiples  de  ^.  Nous  poserons 


■¥» 


(2) 


(i  -h  a'—  aacosvj;) 


(i  -f-  a*—  aacosip) 


(i  -h  a*—  aacos^/) 


(i  4- a*—  aacos^/) 


=  i  2  ^^'^  C^s « vj;,         6<-0  —  4-  6(') , 

—  « 


r=  -  V  e<'>  cos«4'»         e^-'>  =-4-  e<' , 


=  l2/^'^C0Sl\l;,         /(-O  =  -!./(/), 


et,  en  general, 

(A)  (i4-a*— 2aC0SvJ;)-'=:i  V  ^i'^C0S«\J;  =  ilft>i«^  4- ^J*^  C0Sv|;4-...4-lft»i''c0S«v|/4-. 


Les  divers  coefficients  WJ^  sont  des  fonctions  de  a;  on  aura 

t  i"  t  t 

En  faisant  dans  (i)  a  =  aa'  et  comparant  a  (2),  on  trouve  aisement 

Les  fonctions  A^'\  B^'\  C^'\  D^'\  ...  sont  done  des  fonctions  bomogenes  de  degre 
—  I  de  a  et  a'  qui  se  ramenenl  aux  fonctions  ift>^''  de  ia  seule  quantitc  a. 

105.  Cherchons  Texpression  analytique  de  in>i". 
Posons 


d'oii 


a  cosvJ;  =  z 


— 1 


acos«4'  =  5*-h-r-', 


(i  — a5)(i  —  a^-*)=  14-  a«—  2 a  cos 4^. 


272  CHAPITRE    XVII. 

La  formule  (A)  deviendra 
ou  bien 

(4)  (i-«5)-'(i-«--')-'=^  2  "••'"-'• 

— « 

Or,  le  module  de  z  etant  Tunite,  as  et  a5~*  ont  des  modules  egaux  a  a,  par 
suite  inferieurs  a  I'unite;  on  a  done,  en  series  convergentes, 

(i  —  as)-*     =14- -as     4--^ ^a*5*    4-...  4--^^ — ^ — ^. ^a's'4-..., 

I  1.2  I .2.3. . . I 

/  ,v      ,  ^  *  5(54-1)       ,         ,  5(54-0(54-2). .. (54-  /—  l)       ,         , 

I  I .2  I .2.3. . . I 

Le  coefficient  de  z'  dans  ie  produit  de  ces  deux  series  sera,  d'apres  la  for- 
mule (4)>  6gal  a  -iii>i";  on  trouvera  ainsi  sans  peine 

^      '     2       '  1.2.  ..«  L  '    '"+"'  '-^  («4-l)(«4-2)  J 

En  calculant  directement-i«Ky\  on  voit  que  la  formule  prec6dente  s'appliquc 

0  ( c    I    w  \         /  o    I    y     _  I  \ 

pour  I  =«  o  a  la  condition  de  remplacer  -^ -^^^ — ; —    -  par  I'unite. 

On  aura,  en  particulier, 

2  2.4.0.  .  .2*  L  2    2«4-2  2.4   (2£4- 2)(2£  4- 4)  J 

(^)      { 

I    ,,,      3.5.7. ..  (2/4- 1)    .r       3  2/4- 3    ,      3.5  (2«4-3)  (2/ 4- 5)    ^  1 

2  2.4.6.  ..2/  L  2214-2  2.4(2£-4-2)(2«-t-4)  J 

On  voit  que  les  coefficients  des  memes  puissances  de  a^  sont  plus  grands  dans  c^*^ 
que  dans  b^'^ ;  la  convergence  de  la  serie  qui  donne  ift>i"  diminue  quand  5  augmcnte. 

Pour  1  =  0,  il  faudra,  comme  precedemment,  prendre  egaux  a  I'unite  les 
coefficients  qui  precedent  a*  dans  les  seconds  membres. 

Voyons  comment  converge  la  serie 
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qui  figure  dans  le  second  raembre  de  la  formule  (B).  Nous  avons 

_  .v(5-h  i). . .  (5-f-  /I  —  i)  (5-4-0  (5  +  f -j-  i)...(.y-f- 1  4-/1  —  i)    ,^ 
"  1 . 2 . . .  /i  {i -\-  i)  (i -{-  2) . . ,  (i -^  n)  ' 

d'oii 

M„^,       s  -h  n  s-^  i-^  n    , 

=  or ; 

u„  /I  -+- 1   I  -f-  /I  -4-  I 


pour  /I  infini,  ce  rapport  tend  vers  a^  qui  est  plus  petit  que  i,  et  la  serie  est 

convergente.  Tous  les  termes  de  cette  serie  etant  positifs,  la  formule  (B) 

montre  que  Di>i''  croit  sans  cesse  quand  a  croit  lui-meme  de  o  k  i ;  pour  a  =  o, 

on  a  d'ailleurs 

\)l»i«'  =  2        et       ift>i'^  =  o       pour    /  ^  I . 

106.  Nous  aliens  exprimer  ift^y'  par  une  integrate  definie. 

Puisque  ifbi"  est  le  coeflicient  de  cosi^'  dans  le  developpement  de  I'expression 

(i-h  «*— 2acos^)-*, 

la  formule  (5)  du  n®  81  donne 

2  r"" 

(C)  ift>J'^=i-  I     (i^- a^  — 2 (xcos^y  COS i^d^; 

cette  formule  s'applique  aussi  pour  i  =  o. 
On  aura,  en  particulier. 


2     /*^  cosidf  ,, 

=  -    / T^^'^ 

Jo      (i4-a*— 2aC0SvJ;)^ 

2     Z*'^  cos/vL  ,, 

=  ^  i''*' 

/       (i4-a*— 2acosvJ/)* 


En  partant  de  ces  expressions,  on  demontre  facilement  que  A^'^,  c^'\  ...  sont 
infinis  pour  a  =  j ;  en  effet,  on  trouve,  pour  cette  valeur  de  a, 


6^0  = 


/        sm-^ 

I       /^^  cosri;  ,, 
I        Sin'  -^ 


T.  -  I. 


35 
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L'element  differentiel  de  chacunc  dc  ces  integrales  est  infini  a  la  limite  infe- 
rieure,  et  rapplication  d'une  regie  bien  connue  de  Calcul  integral  montre  que 
les  integrales  elles-memes  sont  infinies. 

107.  Nous  aliens  faire  connaitre  une  autre  expression  de  U^^  par  une  inte- 
grate definie. 
La  premiere  des  formules  {b)  nous  donne 

1  i//^        ,ri'3...(2£  —  i)      I  1 .3. . .  (21 4- 1)    .      J  .3  1 .3. ..  (21 -4- 3)    .  1 

-b^i)  =  (xi\ -^ ^H ]-  . -'a«H — ;  [oi''^,..     ; 

a  L      2.4. ..2«  22. 4. ..(2*4-2)  2.4a.4««.(2<-+-4)  J 

les  coefficients  de  a®,  de  -a^,  ...  s'expriment  par  des  integrales  definies,  en  par- 
tant  de  la  formule  connue 

/•  •«  I  ji       1.3...  (2/1  —  i) 
On  trouve  ainsi 

-6(0z=a'(    f  sxti'^^d^-h^  a}  f  sin*'+«vj;rf^ -h  ^a*  f  sin«'+*vj;rfij;  4-. . 


=  «'  /     sin*'vj;  (  I  4- -a*  sin*  vp  4-  -^a*sin*vj;4-. . .  )  d^. 

On  a  d'ailleurs 

I  4-  -  a'  sin*  J;  4 — -7  a*  sin* vL  4- . . .  =  • 

2  ^2.4  ^  v/i  — a«sin*^ 

il  vient  done 
En  coniparant  les  formules  (c)  et  (rf),  on  trouve  cette  relation  interessantc 

./o    V  >-+-«'— 2a  cos^'  ^0    vi--a*sin*4' 

En  faisant  dans  {d)  i  =  o  et  1  =  i ,  il  vient 

^.<«>=% r^'^iLrfi.^ 3 iff-  -^^    - ryAT^^iih^^iV 
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Si  done  on  designe,  suivant  Tusagc,  par  F,  et  E,  les  integrales  elliptiques 
completes  de  premiere  et  dc  seconde  cspece  relatives  au  module  a,  on  aura 

(e)  { 

7:       « 

Or  Lcgendre  a  donne  des  Tables  etendues  pour  le  calcul  numerique  de  F,  et 
de  E,  (Exercices  de  Calcul  integral,  t.  Ill,  p.  i25  et  suiv.);  Targument,  qui  est 
arcsin^,  ou  ici  arcsina,  varie  de  dixieme  en  dixieme  de  degre  depuis  o°  jus- 
qu'a  90®:  les  Tables  donnent  logF,  et  logE,  avec  12  et  i4  decimales. 

On  a  done  le  moyen  de  calculer  tres  rapidement  les  valeurs  numeriques  de 
&(•>  et  6^*^  pour  une  valeur  donnee  de  a. 

108.  Nous  allons  chercher  une  relation  entre  ift>i'\  ift>i'"**  et  lft>i'"*^ 
Partons  de  la  forraule  generale 


(6) 


—  « 


nous  en  tirerons,  en  difierentiant  par  rapport  a  Sj 


-+-• 


d'oii,  en  ayant  egard  a  (6), 

-♦-•0  5- « 

En  egalantdans  les  deuxmembres  de  cette  equation  les  coefficients  de  s^-\ 
il  vient 

sa  [\ft,i'-«»  —  ifl,i'>]  =  (I  -+-  «»)  (*  -  I)  ift>i'-»»  —  a  [(«  —  2)  i(l>i'-*>  4-  *Ul,i''], 

d'oii 

Cette  formule  est  tres  commode  pour  le  calcul  numerique;  elle  permet  de 
determiner  de  proche  en  proche  iii>^*\  uv>i",  . ..,  connaissant  \)i>i®'  et  \ij>i''  que  Ton 
calculera  directement  par  la  serie  (B),  ou  par  une  des  autres  formules  qui 
seront  donnees  dans  la  suite  de  ce  Chapilre. 
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La  formule  (F)  donnera,  en  particulier, 

o  6 

b^O  —  IL — ?e6('--»)—  -'.--  b^i-^\ 

21  —  I  -21  —  I 

cn  faisant 

I 

e  =  a-] 

a 

Ayant  done  determine  b^^^  et  b^*^  par  les  formules  (e)  et  les  Tables  de  Legendre, 
on  calculera  ainsi  de  proche  en  proche  b^^\  b^^\  . . . ;  on  verifiera  Tensemble  du 
calcul  en  determinant  directcment  la  dernierc  transcendantc  6-'^  dont  on  a  be- 
soin  par  la  premiere  des  formules  (b).  On  devra  remarquer  que  la  precision 
diminue  avec  le  nombre  des  calculs,  et  que,  si  Ton  vcut  avoir  b^'^  avec  un  assez 
grand  nombre  de  decimales,  il  faudra  en  prendre  davantage  dans  b'^^  et  b^*\ 

On  aura  de  meme 

21 —  3  21  —  3 

(f)  {  21-5^^  21-5  ' 

f(i)—  ?^"~  ^  ^f(i-l)^  lLt_  f(i-i) 

•^  21—  y   -^  21  —  7''         ' 


109.  II  est  facile  d'exprimer  i^i'  en  fonction  de  deux  des  transcendantes  qui 
se  rapportent  a  la  valeur  5  h-  i  de  I'indice  s. 
La  formule  (6)  donne  en  effet,  en  y  changeant  s  ens  hi^ 


[^,_^««^«^54.i^]-'-*^i2^H^i^'; 


apres  quoi  I'equation  (7)  devient 

—  «  — • 

Egalons  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  s'"*,  et  nous  trouverons 
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En  appliquant  cette  formule,  on  pourrait  done  obtenir  succcssivement 


les  quanlil6s  e^'^  en  fonclion  dcs  /f'\ 


mais  il  vaut  mieux  suivre  la  marche  inverse  et,  prenant  comma  point  de  depart 
les  fonctions  6^'^  qui  jouent  le  role  le  plus  important,  cliercher  a  en  deduire  suc- 
ccssivement les  c^'\  puis  les  e^'\  et  enfin  les/^'\ 
La  formule  (F)  donne  d'abord,  en  y  remplagant  i  et  s  par  i  -+- 1  et  ^  -i-  i , 

portons  cette  valeur  de  af5>iVV*  ^^^^  (^)>  ^t  nous  trouverons,  apres  reduction, 
(9)  ^u.^,»«^^l-."-C  +  ««)i.M-i.. 

d*ou,  en  changeant  i  en  i  +  i , 

(.0)  ^u...^,^«^i">.7C  +  «')^^';-.". 

Les  equations  (8),  (9)  et  (10)  permettent  de  determiner  les  trois  inconnues 

\ft»i7/^   '^^sli  ^^  ^iT/*  qui  y  figurent  au  premier  degre;  (9)  et  (10)  donncnt 
d'abord 


en  portant  dans  (8)  ces  valeurs  de  ifcy^""  et  \fi>ilV'>  on  trouve,  toutes  reductions 
faites, 

(»)  ^V.-  5(,_a«)« 

Cette  formule  rcsout  la  question;  mais  on  pent  obtenir  des  resultats  plus  sa- 
tisfaisants  au  point  de  vue  des  calculs  numeriques  en  procedant  comme  il  suit : 
cliangeons  dans  (H)  i  en  —  i  —  i ,  et  nous  trouverons 
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Nous  tirerons  ensuite  aisemcnt  de  (H)  et  (H';, 

2  "-'^'^^  ^  ^"'^»  J  -  25(1  -  a)«  ' 

^     ^  '  r  ,,  .-,         ,1  (/.i,  1  _('•-+-  ^)  ^'^i'^  +  (i  -  .9  -f- 1)  lft>i'-*  ^ 

-L»^.,-^^.i  J--      — ■2.,(r4-«y« 

Ce  sont  la  les  formules  dont  Le  Vernier  fait  usage  pour  calculer  numeri 
quement  les  aft),+|  en  partant  des  Db,. 
On  trouvera,  en  particulier, 

I  2  ^  ■'       ^  ^     2(1  —  a)* 


1  rc(0_-c('+»>]  =  (2i4-i)      , 

2  *-  -*       ^  ^    2(i-+-a) 


1  ^ 


on  appliquera  ces  formules  comme  il  suit : 


d'ouc^^^ef  c'^'K 


d'oiic^^^etc^^; 


2  "■  -^        2(1  —  a)* 

2  *■  ■*        2(14-  a)* 


i  fed)  ^  c<«)l  =z  3  -^^ , 

2  ^  -*  2(1  — a)* 

2  *•  ■"  2(1  -h  a)' 


On  voit  que  c^*^  c^\  . . . ,  c^'  *^  seront  calcules  deux  fois,  cc  qui  donnera  une 
verification  utile. 
On  trouvera  de  memo 


{k') 


)  2  ^  ■*       (5  (!  —  «)• 


(r) 


ip...  ■    ...n-|_   '    (2i  +  5)e(0~(2/-^3)eU^» 

2  Ly     -1-y       J  "  ,0  (I  — a)« 


2 -'•'  •'  ■*        10  ^14- a)* 


En  resume,  on  calculera  directement  i'^^  ct  4 '\  soit  par  les  series  deduitcs 
de  la  premiere  des  formules  (b),  soit  par  les  formules  (e)  et  les  Tables  dc 


SUR    CERTAINES    FOXCTIONS    DES   GRANDS   AXES.  279 

Legendre ;  les  relations  (/')  donneront  cnsuitc  b^^\  U^\  . . . ,  apres  quoi  on  trou- 
vera  les  c<'\  e^'^  et/^^^en  appliquant  successivementles  formules  {k),  {k')  et  {k"). 
Enfin  les  formules  (3)  donneront  les  A^'\  B<'\  O'^  et  D('>. 

HO.  On  pent  introduire  tres  utilement  dans  cette  theorie  la  serie  hypergeo- 
metrique 

F(A  B   C  :r^-i  i    ^'^  x  i   A(A +  1)  B(B  4- 1) 

La  formule  (B)  nous  donnera,  en  efTet, 

/    \  '   rtfii     5(5 -+- 1). . .(54-1  — i)    .-,,       ,   .  .  ,. 

(11)  -  1)1'''=:  -^^ -. ccYiSy  5-f-i,  «-hi,  «*); 

2        '  I .2. . .1 

on  aura  ainsi  I'avantage  de  pouvoir  employer  les  proprietes  bien  connues  de  la 
serie  hypergeometrique,  pour  lesquelles  nous  renverrons  a  deux  Memoires  de 
Gauss,  inseres  dans  le  tome  III  de  ses  OEuvres. 
On  a  d'abord  cette  relation  remarquable 

(12)  F(A,  B,  0,  X)  =  (I  -^)-AF^A,  0-  B,  C,  7^)> 
qui  donne,  en  y  faisant 

(l3)  A  =  5,  B=:5-+-«,  Ctz:£-|-I,  a?  =  «* 

et,  tenant  compte  de  la  formule  (i  i), 

2      *  1.2. ..«  (i  — a*)'      \'  '  '  I  — «*/ 

ou  bien 

i  i|(/)_^(-^-^0.  .  .(^-+-«  — i)        a'        r         5  5  —  1      a' 
,2    ''*  ~  i.2...«  (i— a*)'L         ii-hii  — a* 

(L)  V  /     L 

5(5-4-1)  (5  — 1)(5  — 2)  /    a«    y         "I 
■^     1.2      (£-+-i)(£-+-2)Vi-aV  "^"  J* 


Cette  formule  importante  est  due  a  Legendre;  si  on  la  compare  a  (B), 

c     1      /  ^        ,  w 

on  voit  que  le  facteur est  remplace  par qui  est  petit  quand  1  est  grand ; 

de  meme  — . est  remplace  par  ."     ;  la  formule  (L)  sera  done  beaucoup 

plus  avantageuse  que  (B)  pour  les  calculs  numeriques,  si  i  est  assez  grand.  La 
serie  qui  figure  au  second  membre  de  I'equation  (L)  precede  suivant  les  puis- 
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sances  de  -^^i^  et  il  est  aise  de  voir,  en  appliquanl  la  regie  relative  a  la  limite 
de  -^^^ J  qu'elle  est  convergente  tant  que  Ton  a  — — j  <  i ,  d'oii  a  <  0,707 — 

/E 

Si  nous  appliquons  la  formule  (12)  a  Ff  C  —  B,  A,  C,  —  ^^    j>  nous  trou- 


verons 


f(c-b,  A,C,-^)  =  (^H-^)  ''""f(C-B,C-A,C,^), 
d'oii 

F^A,  C-B,C,-^)  =  (i-^)C-»F(C-A,C-B,C,^), 

et,  en  portant  celte  valeur  dans  (12),  il  vient 

F(  A,  B,  C,  .r)  =  (I  -  arf-^-^  F(C  -  A,  C  -  B,  C,  x). 

Nous  avons  dejk  fait  usage  de  cette  formule  dans  le  n**  99;  si  nousy  donnons 
k  A,  B,  C,  X  les  valeurs  (i3),  et  que  nous  portions  le  resultat  dans  (11),  nous 
trouverons 

J    .11/1       5(54- i). .  .(54- 1— i)  a'  17,..  .  ,v 

-Di>V'i=- ^^ — : > ili7-TF(*  4-1—5,  1  —  5,  i4-i,a«) 

a  1. 2...  I  (i  — a')"-*     ^ 

ou  bien 

'    .w/1      5(54-1). .  .(54- «—i)  a'  r        I  — 5I4-I  — 5    , 

a      '  1.2...  I  (I  —  a*)""*  L  '         '"+■' 

^       ^       ^  (l-~5)(2-5)    (i4-l-5)(l4-2-5)  ■] 

I. a  (i4-i)(«4-2)  J 

La  serie  qui  figure  dans  le  second  membre  de  cette  formule  reste  finie  pour 

a  =  I,  si  Ton  a  5  =  -;  on  voit  done  qu'on  a  mis  en  evidence  le  facteur  ; '   ,    . 

qui  rendait  \Ji>i"  infini  pour  a  =  i ;  mais  la  serie  en  question  est  encore  infinie 

pour  a  =  I  lorsque  s=  --  (11  suffit  pour  le  voir  d'appliquer  une  regie  de  Gauss, 

(Xuvresy  t.  Ill,  p.  i^g.) 

La  serie  hypergeometrique  verifie  une  equation  diflFerentielle  lineaire  du 
second  ordre,  savoir 

ABF-[C-(A4-B4-i)x]^--(^-a:')^=o. 
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En  faisant  j;  —  a^  et  donnant  a  A,  B,  C  leurs  valeurs  particuliercs  (i3),  on 
trouve  sans  peine 

Si  Ton  pose  enfin  dans  cette  equation,  conformement  a  la  formule  (i  i), 

F=:  a-^ySVj^  X  par  unc  constante, 
on  obtient  finalement 

(M)       (a*-«*)l^^-^[a-(4^-^i)«']^ 

cette  equation  pourra  etre  utile  dans  certaines  recherches. 

111.  Indiquons  encore  pour  les  aft>"^  un  autre  precede  de  calcul  employe  sur- 
tout  par  Hansen. 

On  tire  dc  la  formule  (F) 

d'oii 


(i4)  {i-s)p^J^  =  (i^i) 


en  faisant 


I  4-  a*       i  -h  s  —  2 


.(/-i)    » 


Posons  encore 


(.6)  Y^J^=^LtllZ}       « 


I  -ha* 


) 


(17)  p'J'  =  ¥'J'y'/', 

et  Tequation  (i4)  donnera 

{i  —  s) .- y^J^  ~(i  —  j) (^i^s  —  2)  -. -7i-n> 

£  J -ha*'  '^      a  ^  '^  £ -h5-- 2       a       yi'  *' 

ou  bien 

T.  —  I.  36 
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(I'OU 


,(/-!)  —  ' 


(•8)  yi     -rr^iTTT^- 

oil  Ton  a  pose 

(.9)  f,>j>=(±=jp_L±lZl2l(^ 

^   ^^  ^^  1(1  —  I)  \n- 


a^ 


Supposons  que  y^'ait  ete  calcule  d'une  facon  quclconque;  an  en  deduira,  de 
proche  en  proche,  par  la  formule  (18),  les  valeurs  de  y['~*\  Y^^^  •••»  yI*'  ^" 
calculera  par  (16)  et  (17)  les  valeurs  de />y\  pT^\  ••  »  p[^f  apres  quoi  (i5) 
donnera 

(20)  {    '  ~    '  P'  P'  ' 


(0) 

s 


On  connaitra  done  ainsi  toutes  les  quantitesiih^'^en  partant  dela  premiere  ift^ 
que  Ton  oalculera  dircctement  par  Tune  des  formules  (B)  ou  (L). 

II  nous  reste  seulernent  a  montrer  comment  on  calculera  yI'*;  nous  aurons 
recours  a  la  formule  suivante  {(Muvres  de  Gauss,  t.  Ill,  p.  i34), 

F(A,  B-M,  C-+-i,^)  I 


F(A,  B,  C,  x)  a,.r 


^,.r 


6*,.r 
I  — . 


oil  Ton  a 


«1 

A  C   -B 

C  C  +  i 

A-hi 

C-HI 

— 

B 

^1 

"■ 

C-1-2 

C-+- 

3 

_  B-+-I  C  -f- 1  -  A 
,_B-h2C-+-2— A 


les  relations  (i  i),  (i5),  (16)  ct  (17)  nous  donnent 

\SWj^    _s-hi—i      F(.s  5 -h /,  £  +  I,  a*)  (/)_^ -<-*  —  »        «         ,/) 


d'oii 


I         (^j F(^,  /-4-5.  /  +  I,  a') 

I  -ha'  ''*  "~  F(5,  I  4-  .V  --  I ,  /,  a*; ' 
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on  aura  done,  en  appliquant  la  forinule  de  Gauss  mentionnee  ci-dessus, 


I  -ha'  '*  rtioc* 

I 


I  _ 


I 

I 


CxCf} 


(22)  /        avec 


«l 

i(I- 

i{i-\- 

_  (5-hI 

)(-> 

*) 

•    •   •    •   ■     •   • 

0(' 

1     •     •     • 

-t- 

•    • 

3)' 

•  •  » 

''»-  (l4-3)(£-|-4) 


Lorsque  i  est  grand,  a,  est  petit,  la  fraction  continue  se  calcule  tres  rapide 
ment;  /  tendant  vers  I'infini,  Y,^  tend  vers  i  -+-  a*,  et  la  formulc  (21)  donne 

ainsi,  quand  1  augmente,  les  uu^'  tendent  vers  les  termes  consecutifs  d'une  pro- 
gression geometriquc  de  raison  a. 

Resume.  —  Supposons  que  Ton  veuille  calculer  Di>i"',  ift>i*\  . . . ,  \a»y- ;  on  calcu 
lera  directement  mi^^^  commc  on  I'a  dit,  y^'  par  la  formule  (22),  puis 


*^5      > 

•  •  • »  *■  $  > 

par 

la  formule  (16), 

rs  > 

r-s   » 

•  •  • »  f*,*  » 

»               ('ON 

is        » 

( 1  ^ 

•  •  •  »    H's    > 

(18), 

A'*    » 

•  •  • »    ^*    » 

(17), 

apres  quoi  les  formules  (20)  donneront  enfm  \^^^\  di>^**,  . . . ,  \ii»i'\ 

112.  II  sera  necessaire  encore  de  calculer,  pour  le  developpement  de  la 
function  perturbatrice,  les  derivees  successives  des  fonctions  \^^l^  par  rap- 
port a  a. 

On  pourrait  sans  doute  les  obtenir  en  partant  de  la  formule  (B)  diflerentiee 
plusieurs  fois  par  rapport  a  a;  on  trouverait  ainsi 

2      '  *  jid  I  .  2 .  .  .  /i  I  .  2  .  .  .  ( £  -h  /I  )  ^      " 

(.3)       '  l^S-= 2  «•-*•"'. 
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en  posant 

On  en  conclut 

,  Bn^i  (l-f-2/l-+-l)(f  4-2/l-h2)  A„H-i  ,.     A«H., 

B„  (14-2/1— /?-hI)(«  -f-2/l—/?4-2)      A„  "      Art 

1*^/H-1  !•  A/14-1 

iin  -|7— ^  =  lim  —~  5  pour  n  =  oc  . 

"n  Art 

La  serie  (23)  est  encore  convergente  pour  les  valours  de  a  comprises  entre 
o  et  I ;  mais  la  convergence  est  moins  rapide.  En  efTet,  remarquons  d'abord 
que,  dans  la  formule  (23),  on  doit  avoir  i -i-  2n  —  p^o.  L'expression  de  k^  qui 
resulte  de  la  formule  (24)  donne  ensuite 

V  £-h  2/1 —/?  4-  2/  • 

ou  bien 

k„>(,+  .  P-' — y. 

On  voit  que  k^,  qui  tend  vers  i  pour  n  infini,  est  notablement  superieur  a  i 
pour  les  premieres  valeurs  de  n,  surtout  quand  p  est  grand.  La  serie  (23)  con- 
vergera  done  bien  plus  lentement  que  celle  qui  donne  1il»i'^ 

Exemple.  —  Considerons     .  [  ;  nous  trouverons  aisement 

§1  —       ^  ?J!  —  ii  ^ 

Bj~'^  a/  B,  ~  2    A,' 

B4___26A4  BgSSAs 

Ka  ~"  7    A3'  B4  ~~  12  A4* 


On  voit  qu'il  faut  aller  assez  loin  dans  la  serie  pour  trouver  une  diminution  des 
termes  aussi  rapide  que  celle  qui  a  lieu  pour  aib^*'. 

II  convient  done  d'avoir  recours  a  d'autres  precedes  pour  calculer   ^  '/  • 

Revenons  a  Tequation  (G)  et  differentions-la  par  rapport  a  a;  nous  trouve- 
rons 


-h-(=-j)]h--('-J)r=j2-'^ 


(I'oii 


—  oe 


— 00  — • 
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en  egalant  dans  les  deux  membres  de  cette  equation  les  coefficients  de  5',  il  vient 

LesM\is-^i  ayant  ete  calcules,  cette  formule  resoudrait  la  question  pour  les  de- 
rivees  premieres  des  ifc,;  mais  il  est  preferable  d'introduire  dans  le  second 
membre  les  iPo,  au  lieu  des  1ll),^., . 

La  formule  (G)  donne  d'abord 

et,  en  portant  dans  (N),  il  vient 

doL  *^'  *^*       a      ' 

Si  Ton  met  dans  cette  formule,  au  lieu  de  iP^'^^  et  de  ift)iVV»  ^^^^^  valeurs  (H) 
et  (H"),  on  trouve,  apres  reduction, 

Mais  il  serait  difficile  de  calculer  ainsi  les  derivees  suivantes. 

Nous  allons  trouver  une  autre  formule  qui  nous  sera  plus  commode;  en 
retranchant  de  (N)  ce  que  devient  cette  equation  quand  on  y  change  1  en  i  —  2, 
il  vient 

or  chacune  des  trois  parties  du  second  membre  de  cette  equation  pent  se  de- 
duire  de  la  formule  (G)  elle-meme,  ou  de  cette  formule  dans  laquelle  on  rem- 
place  I  par  e  —  i  ou  par  1  —  2;  en  operant  ainsi,  on  trouve 


(Q) 


Cette  formule  importante  ne  contient  pas  s  explicitement;  elle  s'applique 
done  aux  quantites  U^\  c^^\  e^\J^^\ 
Elle  pcrmet,  en  donnant  a  i  les  valeurs  2,  3,  . ..,  de  calculer  de  proche  en 

proche  -r^^  —^~  >  •  •  •  >  -j^  en  fonction  de  -j^—>  de  -^^  et  de  d»4  \  ui),  ,  . . ., 

ift>y*;  ces  dernieres  quantites  doivent  etre  considerees  comme  connues  par  ce 

qui  precede;  il  restera  seulement  a  determiner —r^  et  — ^• 

*       *  aa  (fa 
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En  differentiant  (/»  —  i)  fois  la  formule  (Q)  par  rapport  a  a,  on  trouvera 

En  faisant  dans  cette  fonnule  d'abord 

p^=z'x        et        «  ^=  2,  3,  . . . . 

puis 

/?  =z  3         el        e  —  2,  3,  . . ., 


on  obtiendra  de  proche  en  proche  toutes  les  derivees  des  divers  ordres  des 
fonctions  ifc^'  en  fonction  des  quantites  connues  et  des  derivees  des  divers 
ordres  de  0)1,^*^'  et  de  1Poi*^  II  ne  nous  reste  done  plus  qu'a  montrer  comment  on 

pourra  calculer     ,  /   et  — 3-p—  ou  bien 

dPb^^"^       dPb^^^       dPc(^^       dPc^^^       dPe^^^       dPe^^^       dP/^^^       dPf^^) 
doiP   '       d(xP   '       doLP  '     ~do^^      '^LatM  '       daP  '      1ioLP~ '        dxP 

113.  CommenQons  par     ,  ^    et     ,  ^  - 

En  faisant  dans  la  formule  (P)  s  —  -  et «  =  o,  puis  i  =  —  i ,  il  vient 

I  I  .^^m^m • 

doL    ~      I  — «'      '  da    ~    «(!  —  «*)  ' 

d'oii 

{q)  «(,_«.)^=afe(o;_fc(.>, 

Ces  formules  donneront  d'abord  -^—  et  -3—;  en  differentiant/?  fois  la  for- 
mule (<7),  ou  trouve 

^/>-hi^(i)  ^^p^(i)  fl^p-t^^n) 

(25)  {  —/?(/?  — 1)(^  — 2) 

__      c/''^»^oJ  dP-^b^^^       dPb^^^ 


c/a''- 


s 
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On  tire,  d'ailleurs,  de  {q  ) 

dPb^^^  dPb^^^         ,  ^dP-^b<^^) 

dP-^b^^^  dP-^b^^^  dP-*b^^> 

grace  a  ces  deux  dernieres  formules,  (25)  donno 

I     ,         ^^dp^'b^'^      ,.         ,  ^dPb^')       -  ,  ,     dp-'b(') 

Les  formules  (r)  et  ( r')  donneront,  de  prochc  en  proche,  les  derivees  secondes, 
troisiemes,  etc.,  de  U^^  et  i^'s  -.-^  n'est  pas  donne  par  la  relation  (r');  mais 
on  trouve  directemcnt,  en  partant  de  {q)  et  (9' ), 

114.  II  nous  reste  enfin  a  indiquer  le  calcul  des  derivees  des  divers  ordres 
des  fbnctions  c^'\  c^'\  e'\  t^'\  /« ,  /  •', 
Les  formules  {k)  donnent 

(I  ~h  a)'[c(^)—  c^»>]  "  b'^^^  -f-  />^»  . 

Kn  differentiant  ces  equations,  par  rapport  a  a,  une  fois  d'abord  et  ensuite 
p  —  I  fois,  on  en  tire  aisement 


is) 


I  2  L  ^a    "^  Va  J  ~  2(1- a)»  I  da    "      c/a   J  "^  i  -  a  ^^      "^  ^      '' 

2  L  t/a  doc  J        2(1  -h  a)*  L  t/a  t/a  J        i-f-  a  •■  -^ ' 

I  dPc^""^       dPc^^^       _2p_rdP2^c[^^       dP-^c^^n       p{p  —  1)  VdP-*'c^^)       rf/'-^di)"] 


_l_    — 


dPc 


_  i_ Vdpb^^  _  dpjy^n 

(1  —  <xY  y~doLP  daP   y 

(0)        dPc^^^  _    —ipYdP^^c^  ^dP-^c^^'i'\       p{p  —  i)  rdP-^c<^f       dP-^c^^n 
p  docP~  ~"  T^~a  I'daP-^  dxP'^  ]  ~   (i-h  a)*  [^a''"^  Sa^-*"J 

"^  (I  -f-  a7  I  "5^  "^  ~^'«^~  J  * 
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Os  foffiiuies  resohenl  la  question  pour  les  deri  vees  de  c  •  etc*  ;  on  en  trooTera 
d'anaio^ruef^  pour  les  derirees  de  e*'  el  e* ,  et  de  /*  et/* ,  en  partant  dcs  for- 
mules  (h^ )  eid").  Nous  renverrons  pour  plus  de  details  au  lome  X  des  Annates 
de  V OhservaUnre  de  Parity  p.  17-36,  oil  Le  Verrier  a  developpe  completement 
tous  cescalculs. 

115.  Dans  le  dcneloppement  de  la  fonction  perturbatrice,  il  nous  faudra  en- 
core calculer  les  expressions  suivantes  : 


1.2 p    daP 

1 . 2 . .  ./>    daP  ''  ' 

aP        d/'C^i 


1 ,2. .  .p    daP 


_aP       dP\i^[\^^,, 

1.2 p    daP  ''  ' 


Si  Ton  remarque  que  Ton  a*  a  cause  de  a  =  -» 
on  tirera  aisement  des  formules  (3)  les  expressions  cherchees,  savoir 

aP        (Jpb'^ 

'  f^f  j^'i)  -       ^ ^     , 

''  '      1.2.../;     doL'' 

''         1 . 2 . .  ./?  I         dcaP        '     dcuP-  »   J 

p         1 .2 . . ./?  L       "^'^  aa''-' 


116.  Nous  allons  terminer  ce  Chapitre   en  faisant  connaitre  une  maniere 

speciale  de  calculer,  soit  les  quantites  iJi,^'\  soit  leurs  derivees  des  divers  ordres. 

Nous  avons  dit  que  les  series  directes  se  pretent  mal  au  calcul  des  quantites 

-—fy-]  mais  il  est  possible  d'obtenir  un  resultat  satisfaisant  en  transformant 

ces  series. 
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Consideronsd'une  maniore  generale  la  serie  convcrgente 


(26) 


f{x)  —  A  -+-  Bo:  -I-  Cx^'\-  Do?*  -+-. . ., 


dans  laquelle  nous  supposons  o  <  ^  <  i.  On  pent  ecrire 


comme  on  le  voit  en  reunissant  les  termcs  qui  contiennent  A,  puis  B,  ....  Or 
le  coefficient  de  A  pcut  etre  rcmplace  par  -;^— ;  celui  de  B  —  A,  par  - 
On  en  conclut  cette  formule  importante 


A  4-  Bj7-f-  C^*  H-Da?'  4-.  .  .  =: 


X 


-+-  -^^  [B-A-+-(C-B)a;-+-(D-C)a:«4-...], 


1  —  X  I  —  X 


ou  bien 


(27) 


f{x)  =:  A  -+-  Bo:  -h  C^'-h  Dj7'  4-.  . . 


X 


I  —  X  I  —  X 


(di  A -t-a?3iB4- a;*o,C -h  J?M,D -4-. . .); 


nous  avons  introdait  ralgoritlime  des  differences,  en  posant 


(5,ATrzB  — A,        3iB  =  C~B, 


Nous  ferons  de  meme,  dans  un  moment, 


(5,A=i3,B-3,A,        d,B— d,C-3|B, 
^3  A  —  iJjB  —  3,  A,        5,B  —  (J,C  —  3,B, 


Appliquons  la  formule  (27)21  la  serie  S,A-f-a?S|B -+-  ...;  nous  trouverons 

(28)     0,  A  -+-  x5,B  4-  a?MiC-+-  xH^h  4-. . .  =  -^^  4-  — ^-  (d,A 4-  ccdjB  4-  x^o^C  4-  a:MjD  4-. . .) 


I  —  X  I  — X 


Nous  aurons  de  meme 


(29) 


o,A4-  xa,B4-.r«(J,C4-^*5,D4  ...=  -^?^  4- 


J7 


J  —  X  I  —  d7 


((JjA4-  XOzW  4-  ar*53C4-...), 


On  conclut  de  (27)  et  (28),  puis  de(27),  (28)  et  (29),  les  formules  sui- 
T.  --  I.  37 
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vantes  : 

(3o) 


La  loi  de  ces  diverses  formules  est  manifeste;  la  dernifere  de  toutes,  qui  est 
d'EuIer,  serait 

(32)  /(x)  — h  — ^—-  ij,  A  4-  ,    ^    ,,  3,A  4-  ,    ^    ,,  JjA  4- 

On  pourra  employer,  pour  le  calcul  de /(x).  Tune  des  series  (26),  (27), 

(3o),  (3i) (32),  en  admettant,  bien  entendu,  que  ces  series  soient  con- 

vergentes;  il  pourra  se  faire  que  quelques-unes  d'entre  elles  soient  beaucoup 
plus  convergentes  que  les  premieres. 

Appliquons  ces  considerations  a  la  fonction  iJi>i'^  :  si  nous  faisons 

.  .?(.V4- l).  .  .(54- «  —  l)  T»  5  5(5-+- l).  .  .(.V-+- 1) 

A  =1  2  : >  13  zz:  2  -    —. r^ >  •  •  •  > 

I  .2.  .  .  «  I  I .2.  .  .(«  4- l) 


«» 


1  —  «» 


nous  trouverons 

1)1,;''=:  a'(A  4-  Ba--+-  Ca*  -+-. . .), 

isWj^  =  a'-«j3« A  -f-  «'|3«{3i A  4-  a*3,B  -+-  a^^iC  4-. . .), 

WJ^  =  a^-*(3'(A  -+-  (3M,  A)  4-  a'(3*(3,  A  -+-  a»d,B4-  aM,C4-. . .), 

Dlf  =1  a'-«j3'(A  4-  P^iiA  -f-  (3*(J,A)  -+-  a'(3«(3,A  4-  a*3,B  4-  a^^^C-f-. . .). 
• 1 

'iil,i''  =  a*-»j3*(A -f- pMt  A  4-pM,A4- (3«d,A  4-. . .). 

C'est  en  suivant  cette  voie  que  Le  Verrier  est  arrive  a  obtenir  des  series  assez 
rapidement  convergentes,  soit  pour  iib^'',  soit  pour       y  ;  elles  lui  ont  servi  a 

df  \il>'" 

controler  les  valeurs  de  —f—  obtenues  par  la  methode  indiquee  au  n**  1 12 ;  pour 

les  details  nous  renverrons  le  lecteur  au  tome  II  des  Annales  de  V Observatoire  de 
Paris,  p.  10-17. 

J'enoncerai  en  terminant  un  theoreme  que  j*ai  donne  dans  le  tome  XC  des 
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Comptes  rendus  de  VAcademie  des  Sciences  (ro/rdans  le  meme  Volume  dcs  Notes 
intepessantes  sur  le  meme  sujet,  par  M.  G.  Darboux,  et  M.  0.  Callandreau). 

L'expression 


I  .'i, ,  ,p     d(xP 

I     3    5 

dans  laquelle  $  designe  Tune  des  quantites  ->->  ->  •  -5  tend  vers  zero  pour 

a<->  elvers  rinfini  pour  a  > ->  quand,  ids  restant  fixes, /?  croit  indefini- 
ment. 
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CHAPITRE  XVIII. 

DtVELOPPEMENT  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE  DANS  LE  CAS  OU  LES 
EXCENTRICITtS  ET  LES  INCLINAISONS  MUTUELLES  DES  ORBITES  SONT 
FEU  CONSIDERABLES. 


117.  Nous  alloDS  chercher  les  expressions  analytiques  des  coefficients  du 
developpement  de  la  fonction  perturbalrice  suivanl  la  forme  indiquee  au  n®  70. 

Considerons  deux  planetes  P  et  P',  les  rayons  vecteurs  r=  SP  et  r'  =  SP' 
menes  du  Soleil  S  a  ces  planetes;  designons  par  a  le  cosinus  de  Tangle  PSP'. 
Les  fonctions  perturbatrices  correspondant  aux  actions  de  P'  sur  P  et  de  P 
sur  P'  s'obtiendront  en  multipliant  respectivement  par  {ml  et  fm  les  quantites 
suivantes  : 

Ces  quantites  ont  une  partie  commune  -z^  Tinverse  de  la  distance  mutuelle 
A  =  PP';  nous  ferons 

(2)  R,  — i  —  (r»-4-r'*— 2/t'(7)'*, 

et  nous  nous  occuperons  d'abord  du  developpement  de  R^. 

Fig.  20. 


TraQons  une  sphere  de  rayon  i  ayant  son  centre  au  centre  S  du  Soleil  (yTg*.  20). 
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Les  parties  positives  des  axes  dc  coordonnees  la  perceront  en  a?  et  j;  soient 
NM  et  N'M'  les  grands  cerclcs  suivant  lesquels  la  sphere  est  coupee  par  les  plans 
des  orbites  des  deux  planetes  pour  I'epoquc  quelconque  /,  et  soit  G  le  noeud 
ascendant  de  la  premiere  orbite  par  rapport  a  la  seconde.  Les  rayons  vecteurs 
SP  el  SP'  perceront  la  sphere  en  M  et  M',  et  Ton  aura 

0-  =  cosMM'. 

N  et  N'  sont  les  noeuds  ascendants  des  deux  orbites  relativement  au  grand 
cercle  xy.  II  convient  de  rappeler  que  le  plan  de  Torbite  d'une  planete  a  un 
moment  donne  est  le  plan  qui  passe  par  le  Soleil  et  par  la  vitesse  de  la  planete 
a  rinstant  considere. 
Posons 

^N  +  NG  =  T,        XiV4-  N'G  =  t'; 
MGM'  =  J. 

La  premiere  chose  a  faire  est  dc  calculer  J,  t  et  t'  en  fonction  de  0,  0',  (p 
et  9':  cela  revient  a  resoudre  un  triangle  spherique  NGN'  connaissant  un  cote 
NN'  =  0  —  0'  et  les  angles  adjacents  NN'G  =  9'  et  N'NG  =  ti  -  9;  les  autres 
elements  NG  =  t  —  0,  N'G  =  1'  —  0'  et  NGN'  =  J  seront  calcules  sans  ambiguite 
par  les  formules  de  Delambre 

sm  -  sm  -^^ ^^ =  sm sm , 

22  22 

.    J        (T'-0')-^{r-0)  9-0'    .    9-9' 

sm  -  cos^^ — ^^ =  cos sm  -^ ^  > 

22  22 

^'^  ^         J    .    (t'-0')-(t-O)        .9-0'        94-9' 

cos-  sm^^ — =:sm cos-^^ ^> 

22  22 

J        (>c'-0')  —  (t-0)            0-0'        9  —  9' 
cos-  cos^ — ^^ =  cos •  cos- ' 

2  2  2  2 

On  en  tirera,  en  effet,  - ,  t  —  0,  t'  — -  0',  d'oii  J,  t  et  t'. 

On  peut  aussi  employer  pour  le  meme  but  le  groupe  des  formules  de  Gauss  : 

sinJsin(T— 6)  =     sin9'sin(0-^0'), 
sinJcos(T  — 0)  =     cos9'sin9-    sin 9' cos 9 cos (0  — 6'), 
(4)  {  cosJ  r-     COS9COS9M- sin9  sin9'cos((?  — ^'), 

sinJsin(T'—  0')  —     sin9  sin(^—  0'), 
sinJcos(T'-    0')  .^'-  COS9  sin9'  -h  sin9  cos9'cos((?—  0' ). 

Si  Ton  ajoute  les  deux  premieres  ou  les  deux  dernieres  des  relations  (3)  apres 
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les  avoir  multipliees  par  des  facteurs,  tels  que  —  sin    "!"      et  -+-  cos    "^    >  des- 


2  2 

tines  a  faire  disparaitre  -     —  ou du  premier  meinbre  de  Tequation  re- 

sultantc,  on  trouve  les  formules  suivantes: 


.      J  T-+-T' 

Sin  -  cos 

2  2 

.      J     .      T-hT' 

sin  -  sin 

2  2 

J        t-t' 

cos  -  COS 

2  2 

J     .     t-t' 

COS  -  sin 

2  2 


cos COS sin  ■^—    ^-  —  sin sin sin —  j 

222  222 

.     0-^0'        0-0'    ,    9  —  9'  0-\-0'    .     0-0'    .     94-9' 

sm cos sin  ^ ^  -f-  cos sin sin  - — —y 

222  222 


cos' 


0-0' 


COS —  -h  sin' cos  ^ 


2 


_0')(cos^?^-— ^-^<P 


-  sin{0  —  0')  [  cos  -: ' cos 


■■) 


Une  transformation  facile  donne  ensuite 


(5) 


.    J 

sin  -  , 

2               T-f-r' 
7  cos 


9        9 
cos  -  cos  — 

2  2 

.      J 

Sin  -  , 

2  .     T  -+-  r 

-  -  -         ,  sin 

9         9  2 

cos  -  cos  - - 

2  2 

J 

cos-  , 

—      ,  cos 

09'  2 

COS-  cos-^ 

2  2 

J 

cos  - 

2  .      T  —  t' 


=1  lang  ?  cos  6*  —  lang  —  cos  6', 


lang  ?  sin  0  —  tang  —  sin  0', 


=  1  -h  lang  -  lang—  cos(0  —  (?'), 


>  sin 


9  O' 

1  cos  ■*-  cos  -!- 

I  2  2 


=  lang  2  lang—  sin(0— -  (?'). 


Des  deux  dernieres  de  ces  formules,  on  conclut 


lang 


T-T' 


lang  ?  lang  —  sin  ( 0  —  0' ) 


I  -f-  lang  ^  lang-^  cos(0—  0') 


Or  la  relation 


vsin.r 
tang  V  z= — , 


dans  laquelle  la  valeur  absolue  de  v  est  supposee  inferieure  a  Tunite,  entraine, 
comme  on  sail,  pour  celle  des  determinations  de  y  qui  s'annule  avec  x^  le  deve- 
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loppement  convergent 


y  =:  V  sin  J? v'  sin2j?  -f-  «  v'sinSj?  — 

*^  2  3 


On  aura  ainsi,  dans  le  cas  actuel, 


(6) 


^^ — -  =  lang?tang2-  sin(0  — 0')—  -  lang«?lang«^  sin2(0  — 0') -f-. . . . 


Si  done  9  et  9'  sont  consideres  comme  de  petites  quantites  du  premier  ordre, 
la  difference  t  —  t'  sera  du  second,  et  Ton  pourra  prendre,  en  negligeant  seulc- 
ment  le  quatrieme  ordre, 

T  — t'=  2lang-  tang—  sin (0  —  0'). 

118.  Soient  ^  eti''  les  longitudes  des  planfetes  dans  leurs  orbites(y?^.  20); 
on  aura 

i.  =  a:N  -+-  NG  +  GM,        i>'  =  ^N'  4-  N'G  -h  GM', 
d'oii 

GM=:i>-T,  GM'=i>'-T'. 

Le  triangle  spherique  MGM'  donne  ensuite 

(7  =  cosMM'=::cos(i'  —  t)  cos( i'' —  t')  -h  sin(i'  —  t)  sinCi''  — t')  cosJ, 
<j=:cos{v  —  i^'-hr'— t)  —  2 sin'-  sin(t'~T)sin(i''— t'). 

II  convient  de  representer  sin-  par  yj  et  de  poser 

uizi^N'4-N'G-f-GM; 

on  aura  ainsi  cet  ensemble  de  formules 

(  J  ^ 

(7)  ^ 

(  (7=1  cos(u  —  i'')  —  2Y)*sin(u  — T')sin(i''  — t'). 

L' expression  (2)  de  R,  pourra  s'ecrire 

'  *■  L  r'-h  r'*— 2rr'cos('j  —  i>')    J 

Or  les  orbites  des  anciennes  planetes  sont  peu  inclinees  les  unes  sur  les  autres; 
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c'est  ainsi  qu'a  Tepoque  actuellc  on  a,  pour  Jupiter  et  Saturne,  J  =  i®  17',  pour 
Mercurc  et  Venus,  J  :=  8°  46';  la  plus  grande  valeur  de  J  est  12°  3o',  et  elle  se 

presente  pourMercure  etMars.  Meme  dans  ce  dernier  cas,  le  plus  defavorable, 
la  quantite  yj^  =  sin^-  est  petite,  et  il  en  sera  de  meme  de  Texpression 

.   .  4TQ''*/''sin(u  —  T')sin(t''  — t') 

^ ^ ^  r«  -f-  r'«  —  irr'  cos {^j  —  v' )  "  ' 

qui  est  inferieure  en  valeur  absolue  a 

rD rt  sin'-; 

le  facteur  sin*-  est  petit  et  Tautre,  j-,'^  \i^  "^  prend  jamais  de  valeurs  ires 

grandes,  parce  que  les  rayons  vecteurs  r  et  r'  de  deux  planfetes  sont  toujours 
notablement  difTerents. 

On  pourra  done  developper,  par  la  formule  du  binome,  en  une  serie  rapide- 
ment  convergenle  Texpression 

_i 

4n'/'r'sin(u  —  t')  sin(i»'—  t')"]    * 


[4n'/T'sin(u  —  t')  sin(i»'—  t')"] 
r'  4-  r'^  —  2  rr'  cos  ( u  —  i'' )     J 


et  la  formule  (8)  deviendra 

_i 

R,=  [r'-h  r"-— 2/'r'cos(j  —  «'')]    * 

—  rr'  [r'-f- r'-— 2r/-'cos(u  —  t'')]    *    2y)'sin  (u  -  T')sin  {v'  —  t') 
('«)      \             -|_  rV*[/-« H-  r'»—  2r/-'cos(u  —  r')]"*    6yj*  sin«(u  —  t')  sin»(r'—  t') 

_7 

—  /•'/•''[/•'+  r"--  2/v'cos(*j  —  r')]    '  20Yj*sin'(u  —  t')  sin'(i>' — t') 


-f- 


Les  quatre  premiers  termes  du  second  membre  suffisent  pour  toutes  les  an- 
ciennes  planetes. 

Si  Ton  considerait  les  planetes  Jupiter  et  Pallas,  le  developpement  (10)  ne 
serait  pas  toujours  convergent;  on  peut,  en  effet,  assignor  a  ces  deux  planetes, 
sur  leurs  orbites,  des  positions  telles  que  Texpression  (9)  soit,  en  valeur  ab- 
solue, superieurc  a  I'unite;  cela  tient,  d'une  part,  a  la  tres  grande  inclinaison 
de  I'orbite  de  Pallas  sur  celle  de  Jupiter  (34®  environ)  et  aussi  a  la  grande  ex- 
centricite  de  Pallas  (0,24)  qui  diminuc  notablement  la  difference  r'— r  a  de 
certains  moments.  II  faudra  done,  dans  Tetude  des  perturbations  causees  par 
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Jupiter  dans  le  mouvement  de  Pallas,  employer  un  autre  mode  de  developpe- 
ment. 

119.  II  faut  mainlenant  remplacer  dans  I'expression  (lo)  les  quantites  r,  /, 
u  et  v'  par  leurs  valeurs 

(11)  I  r  =ra  (i-f-x),  p=i/4-y, 

en  posant 

(12)  X=/4-t'  — T. 

Dans  ces  formules  (ii)  et  (12),  on  a  designe  par  a,  a\  I  et^/'  les  demi 
grands  axes  et  les  longitudes  moyennes  dans  les  mouvements  elliptiques  de 
I'epoque  /;  x  el  y  sonl  des  fonctions  connues  de  rexcentricile  e  et  de  Tano- 
malie  moyenne  /—  tzr;  elles  contiennent  e  en  facteur;  de  meme,  x'  et  y'  depen- 
dent de  e'  et  de  /'  —  tn',  et  renferment  le  facteur  t' .  On  a  donne  au  n*"  93  les 
premiers  termes  des  developpements  period iques  des  quantites  x,  y,  x'  et  y'. 

Les  excentricites  e  ^i^  etant  petites,  nous  developperons,  suivant  leurs  puis- 
sances et  leurs  produits,  les  diverses  parties  de  Texpression  (10)  de  R, ,  en  em- 
ployant  la  formule  de  Taylor;  le  premier  terme  de  cette  formule  sera  ce  que 
devientRi  quand  on  y  suppose 

et,  par  suite, 

Soit  Ro  cette  valeur  correspondante  de  R, ;  si  Ton  fait 

(\\)—aa!    [a»-ha'«  — 2aa'cos(/'— X)]"^  2yj«  sin  (/'— t')  sin  (X  —  t'), 

(III)  —  a»a'«[a«-h  a'«  -  2aa'cos(/' -  X)]"«   6y)*  sin»(/'—  t')  sin«(X  -  r'), 

(IV)  =  a»a''[a»-h  a'*  —  2aa'  cos(/'—  X)]~^2oyj«  sin>(/'-  t') sin»(X  -  t'). 


(i3) 


on  pourra  ecrire 

(i4)  Ro=(I)-(II)4-(I^)-^IV)-^ 

T.  -  I. 


38 
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Or,  dans  le  Chapilre  XVII,  on  a  appris  a  devclopper,  suivant  les  cosinus  des 
multiples  de  I'  —  X,  les  fonctions 

[a» -+-«''—  2  aa' cos  (/'  —  ).)]-', 

dans  lesquelles  s  recoil  les  valours  ->  - ,  — 


On  a  pose 


[a«4-a'»-  2aa'cos{l'-'l)]''=  I  ^  A^«  cosi{r—  I), 


2 
3 


(i5) 


aa'  [a* -h  a'*  -  2  aa' cos  (F—}.)]  '=  -  V  B")  cosiX^'— )i), 
a»a'»[a'-t-a'»— 2  aa' cos  (/'-  >.)]'*— -2]  O'^  cos/(/'- >.), 
a»a'»  [a'4- a'*- 2aa'cos(/'  —  X)]"*=:iyD^'>cosi  (/'—/), 

^5      ^^^^w 


L'indice  i  prend  toutes  les  valours  entieres  de  —  x)  a  -+-  ac;  on  a 

A^'\  B^'\  ...  sont  des  fonctions  homogenes  du  degre  —  i  do  act  a';  leurs 
valours,  quand  i  augmente,  diminuent  d'autant  plus  rapidement  que  le  rapport  - 

est  plus  petit  (en  supposant  a  <  a'), 

II  faut  maintenant  porter  les  expressions  (i5)  dans  les  formules  (i3);  on 
doit  chercher  a  n'introduire  finalement  dans  R^  que  les  sinus  ou  cosinus  des 
multiples  de  /'  et  X;  on  trouvera,  dans  ce  but,  paries  formules  les  plus  ele- 
mentaires  de  la  Trigonometric  : 

2sin  (/'— T')sin  (X  —  t')  -  cos(r— X)  — cos(/'4-X  — 2t'), 

8sin«(/'— t')  sin*  (X—t')=:  2-4-008(2 /'  —  2>0--2COS(2 /'—2t') 

—  2C0S(2X—  2t')  4-  C0S(2/'h-  2X—  4t'), 

(»6)    [  32sin'(/'  -  T')sin»(X  -  t')  =  9C0s(/'  — X)  4-  cos(3/'—  3X) 

-  9C0s(/'-+-X  —  2t')  —  3cos(3/'  — X—  2t') 

—  3cos(— /'  ^3X— 2t')-i-3cos(3/'4-X  — 4t') 
3  cos(/' 4-  3X  —  4t')  -  cos(3/'  -f-  3  X  ~  6t'). 


En  substituant  les  expressions  (iS)  et  (16)  dans(i3),  on  sera  amene  a  una 
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suite  (le  termes  de  la  forme 

oples  deux  2]  du  second  membre  sont  egaux,  comme  on  le  voit,  en  changeant 
dans  Tun  ien  — i,  ce  qui  reproduit  Tautrc;  on  a  done 

cosv  2  D('^  cos/(/'—  X)  =  2]  ^^'^  cos[i(/'  —  X)  +-  v], 

et  cela  aura  lieuaussi  quand  on  remplacera  D^'^  par  O'^  ou  B^'\  On  trouvera  ainsi 
aisement 

(11):=  iyjj2]B<'Uos(i-hi)(/'-X)    -iy3«2]  B(')cos[(/  +  i)(/'-X)4-2X-2t1, 

(111)=    I   ^*j  ^2]  O'^C0S£(/'-X)4-2]C<'JC0S(«4-2)(/'-X) 

-2  2]C(')C0S[(l4-2)(r-X)-h2X-2T'] 
-2  2]C('^C0S[|(/'~-X)4-2X-2t'] 

4-    2]C^'>cos[(/-f-2)(/'~X)4-4X-4T']j, 

(IV)  =  ^-0'  j  9  2]  D<') cos(i  +  i)(/'-  >.)  -H  2]  D(')cos(« -f-  3)  {I' -I) 

-92]D(')cos[(/-:   i)(/'-X)-h2X   -  2t'] 

-  3  2]  D^')  cos[(«  4-  3)(/'-  X)  -f-  2X  -  2t'] 
-3  2]D<')cos[(«~i)(/'-X)4-2X  -2t'] 

* 

+  3  2]  D»'  cos[(t  H-  3) (/'-  X)  4-  4^  -  47*] 
H-32]D«>cos[(*-i-i)(/'~X)-t-4X-4T'] 

-  2]B('Uos[(«-h3)(/'-X)-h6X-6T']|. 

On  peut  dans  ecs  2]  changer  i\  tantot  en  i  -  i ,  /  —  2,  /  —  3,  ou  t  -f- 1 ,  de  ma- 
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niere  a  ramener  toujours  sous  Ics  cosinus  le  coefficient  de  /'  a  etre  egal  a  i ;  on 
Irouvera  ainsi 

Ro=     ^M^^^  cos  i(l' -I) 

-h  2]  N(')  cos[/(/'   -  X)  -h  2X  -  2t'] 

('7)  \  4-  2]  P^'"^  cos[/(/'-  X)  +  4^  --  4t'] 

4-  2]  Q^'^  cos  [/(/'-  X)  f  6>  -  6t'] 


ou  Ton  a  fait,  pour  abr^ger, 

2  2  8  •'ID*^  -• 

2  4  **         10         "■ 

I 

8  ID        "■ 


I 


ID 


L'indice  i  prend  toutes  les  valeurs  entieres,  depuis  —oo  jusqu'a  4-qo;  on  voit 
que  lesquantitesM^^^N^'\  ...  dependent  dea,a'etdeyi^.  On  remarquera que  nous 
n'avons  neglige  que  y]%  c'est-a-dire  les  quantites  du  huitieme  ordre,  en  regar- 
dant Y)  =  sin  -  comme  une  petite  quantite  du  premier  ordre. 

II  convient  d'observer  que  chacun  des  arguments  de  la  formule  (17)  est  de 

la  forme 

/(/'—  X)  4-  2/?X  —  2/?t'; 

la  somme  des  coefficients  de  /'jXet^' est  done  egale  ai  — (1  —  -ip)  —2p;  elle  est 
nuUe;  on  voit  de  plus  que  le  coefficient  de  cos[e(/'  —  X)  4-  2p'k  —  2/?t']  est  de 

la  forme 

(x-n^p  4-  ^n^P-^^  4-  yn^p-^'^  4- . . . ; 

c'est  ce  que  Ton  verifie  aisement  pour  p=  i, p=  2,  etp  =  3,  d'apres  les  for- 
mules  (17)  et  (18). 
Si  Ton  fait  h  =  i  —  2/?,  I'argument  considere  ci-dessus  devient 

et  Texpression  (17)  de  Ro  rentre  dans  la  forme  suivante, 

(19)  Ro^  2]  '^^''''^  cos[iT~A>.-  («--  h)x']. 
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en  prenant  successivement 

(20)    .  { 

et  donnant a  i  toutes  les  valeurs  entiferes  de  —  x)  a  -f-  qo. 

120.  II  faut  maintenant  remplacer  dans  Texpression  (19)  de  Ro 

respectivement  par 

a(i-hx),      a'(i4-x'),     X-+-y,      Z'  +  y', 

t'  restant  le  meme ;  le  resultat  de  cette  substitution  changera  R^  en  R, . 

Faisons  d'abord  la  substitution  dans  K^''^\  qui  est  une  fonction  homogene  et 
de  degre  —  i  de  a  et  a\  que  nous  representerons  par  F(a,  a') ;  nous  aurons 
done,  en  designant  par  k  une  quantite  quelconque,  et  par  la  definition  meme  des 
fonctions  homogenes, 

F[^a(i-f-x),  ^a'(n-x')]=:  ~F[a(i-hx),  a'(i-i-x')]; 

d'ou,  en  prenant^  = ^> 

(21)  F[a(i4-x),  a'(i4-x')]=^,F[a(i4-^^),a']. 

On  peut  developper' 

¥(a-\-a ,  >  a' ) 

par  la  serie  de  Taylor  relative  au  cas  d'une  seule  variable  a^  ce  qui  donnera 


F ("a  -h  a %,  a')  =  F(a,  a')  -h  - 

\  I  +  x'       /  ^  '     '        , 


X— x'  a  dY{a,a') 


4-  x'   I         da 
(22)  {       ^ 

\i4-x'/    1.2         dd^  '"' 

cette  serie  convergera  rapidement  parce  que  —^-7  est  petit. 
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En  remettant  pour  F(a,  a')  sa  valeur  K<'•^^  et posant  d'une  maniere  generale 

(23)  I      '^  i.2..,p      daP 

les  forraulcs  (  2 1)  et  (  22)  donneront 


(I4-X')»      '  (I-^X') 

II  ne  nous  reste  plus  qu*a  reraplaccr,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule  (19),  K^'**^  par  I'expression  precedente,  et  X  par  X  4-  y,  /'  par  /'-+-  y';  nous 
Irouverons  ainsi 

(24)  R,^2K;f''')-^^^^jJJ,cos[ 

oil  p  devra  recevoir  les  valeurs  o,  -hi,  -4-2,  ...,  et  oil  il  faudra  remplacer 
ensuite  h  et  K^'**^  par  les  valeurs  indiquees  dans  le  Tableau  (20);  1  prend  du 
reste,  comme  on  sait,  toutes  les  valeurs  entieres,  depuis  —  qo  jusqu'a  -hx). 

Le  Verrier  a  pousse  son  developpement  jusqu'aux  quantiles  du  septieme  ordre 
inclusii^ement ,  en  considerant  y],  e  et  e'  comme  de  petitcs  quantites  du  premier 
ordre;  ce  degre  d'approximation  lui  a  suffi  pour  etablir  les  theories  des  an- 
ciennes  planetes.  On  devra  done  donner  a  p,  dans  la  formule  (24),  les  valeurs 

O,    1,2,    .     .J    y , 

On  voit  que  ce  qui  nous  permet  de  llmiter  le  developpement  actuel,  c'est  la 
petitesse  des  excentricites  des  orbiles;  en  resume,  dans  la  formule  (24),  les 
indices/?  et  A  seront  limites,  le  premier  par  la  petitesse  de  e  et  e\  le  second 
par  celle  de  yj;  Tindice  i  prendra  des  valeurs  qui  seront  d'autant  moins  nom- 

breusesque  le  rapport  —  sera  plus  petit. 

121.  On  remplacera  cos[i7'  —  AX—  (i  -  A)-:' 4-  iy'  -  Ay] par 

cos[f7'— /A  —  («  — /*)"']  (cosAy  cos/y'  i-  slnhysiniy') 
-f-  sin  [il'  —  /tl  —  (i—  h)-:']  (sin/iy  cosiy'  —  cos/jy  siniy), 


et(x  —  \'y  par 


I  1.2 
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et  la  formule  (24)  donnera  sans  peine 


ft  cJr,    .**»/ 


R.=     Ki,'-*>(cosAy^^  +  sin/.yi^,jcos[,T-/iX-(«-A)r'] 

+  Ki,'-*'(sinAy^^-cosAy?^')sin[«7'-/a-(e-/0r'] 

r                 cosiv'                       siniv' 
+  K'/''^'    X  cos  Ay ^,  4-  X  sin  Ay ^~, 


(25) 


cos 


•^   (l  4-x')*  "^  (l  H-X')*J  •■  v  /     J 


xr,/  /,>  r      .    f       cosiy'  , 

Ki'^'M  xsinAy  ^^_^^-;^,  -xcosAy 


siney 

-f- --' 


(n-x')' 


-sinAy^'^^^/y[  +  cosAy^'^^"';^'1sin[//^--/A-(/-/0Tn 

•^  (i  -h\'y  ^  (i -+-x')'j     "■  V       /    I 

wr/1/.^r               .         cos^y          P    „  t        t       x'cos^y' 
j^(i,A)        x/'cosAy  ; j^.  ~  ^  \p-^  cos/iy  , ^^^ 

p(p  —  1)        ,        ,      x^'cosiV 
+  ^r 1  y^p-t  cos/iy  7 ^^~:t  — . . . 

1.2  "^  (i  -i-\')p-^^ 


sin^y  /?  ^„_.   .    .„    x'siniy 


K-''^>  [ 


4-x^sinAy  ;^ ——r  —  ^  x/'-^sinAy  , j^—j 

4-  ^^^""')  x^-'sinAy  / '^'?'/',  _. . .]  cos[//'- /iX  -  (/- A)t'] 

.    ,        cos/y'          P    „  ,    .    #       x'cos^'v' 
x'' sin  Ay p—n  --  -  x''-*  sinAy rr^-r 

Pip  —  ^)    n  9   '    L     x'^cosiy' 
'   '^^'^        ^  x/'-'sinAy  •^ 


1.2  -^  (i  -}'\')p^^ 

,         sin/y'           P    „  i        t       x'siniy' 
\Pcosny ^^^-— T  -+-  -  x''-*  cos  Ay ^r^ 


_  PlP — L)  xP'^coshy  7^^?4J:^  4-. .  .1  sin[iT- AX- (i- A)t'] 


On  trouvera  cette  formule  ecrite  lout  au  long,  jusqu^a  /?  =  7,  dans  les 
pages  355-357  du  tome  I  dcs  Annates  de  rohservatoire. 

On  voit  qu'on  est  ramene  a  trouver  les  developpcments,  suivant  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  des  anomalies  moyennes,  de  facteurs  rentrant  dans  les 
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quatre  types  suivanls  : 

^  =  \p-9coshy,        '^x^=xP'9sinhy, 

pjp  —  i). ,  .(/J  — y-M)    x^^sinfY 

i,2...q  (I -f-x' )'»-*-> 


^'i  =  (--0^ 


Ces  quantites  nc  dependent  chacune  que  de  ce  qui  concerne  une  seule  des 
planetes. 

Les  formules  (36)  et  (37)d'une  part  et  (38)et(39)  de  I'autre,  du  n®  94,  don- 
nent  ces  developpements  (dans  les  deux  dernieres,  il  faut  accentuer  les  lettres). 

122.  Yoyons  maintenanl  quelle  sera  la  forme  finale  des  divers  termes  de  R,  ; 
nos  facteurs  ^sont  developpables,  comme  il  suit,  en  series  procedant  suivant 
les  sinus  ou  les  cosinus  des  multiples  des  anomalies  moyennes  ^  et  2^^ : 

^  =  2]  ^  cosnC,         ^1  =2  ^1  sinnC, 

X  etXi  sont  de  la  forme  e^^^P(p(e'),  p  designant  un  entier  positif  ou  nul,  et 
(p(c-)une  serie  convergente  procedant  suivant  les  puissances  de  e^;  de  memc 
X'  et  Sf^\  sont  de  la  forme  e"'''^'P'4'(c'^),  p'  designant  un  entier  positif  ou  nul.  Ces 
remarques,  qui  resultent  de  ce  qui  a  ete  dit  au  n°91,  nous  seront  utiles  dans 
un  moment. 

Portons  les  expressions  ci-dessus  de  ^,  ^,,  ^  et  ^^  dans  le  terme  general  de  la 
formule  (25);  nous  trouverons 

K^'''''(X  yL' cos nK cos n' K' -{- ^ I  ^\  sin nt: sin n'J:')cos[il'-' hi  — (i-'h)z'] 
-i-K^f'^^'C^iX'sinnUos/i'?:'- ^  X'iCOS/iCsinw'?:') sin[iT-AX  —  (i  — A)t']. 

Cette  expression,  dans  laquelle  figurent  des  produits  de  trois  lignes  trigono- 
metriques,  se  transforme  aisement,  par  des  formules  bien  connues,  dans  la  sui- 
vante,  qui  ne  conticnt  que  des  cosinus  : 

7  KJ/'^^'CXX'-  .%iX;  -  D^,X'-f-  ^J^\)  cos[il'  —  hl  —  {i—.h)z'-^nJ:  -h  n'C] 
4 

4 

-4-7K}/'*U''>^^'-+-^i'^'i  — ^'^i'^'— ^^i)cos[£7'--AX    -(f--A)T'4-/i?:— n't'] 
4 

4-  iK;;''^^(;n;,X'-+-X,at;,', -^-^)^lX'-^  y^^\)cos[a'—hl—{i    -A)t'— nC-l-n'C']. 
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On  a 


n'  —  l'  —  w',  C  --  /  —  CJ  —  ^  -f-  T  —  t'  —  GJ. 


II  convient  de  faire 

(27) 


C)  =:  CJ  -h  t'  —  T  ; 


on  aura 


(28) 


C  =  X-a3,  C'=r/'-Gj'; 


en  portant  ces  valeurs  de  ^  et  Xj  dans  Texpression  (2G),  on  pourra  Tecrire 
ainsi : 


/ 


(29) 


4 


jK^J'^^Ui^ 


X,)(DL'~X 


4 


4 


)  cos [( f  4-  /i') /'  -+-  (—  A  -4-  /i)X  —  no  —  n'cn'  —  ( e  —  /<)  t' ] 
)cos[(/— n')/'-h  (— /i  — /i)X  -h  /iw-h/i'cn'— (/ —  A)!^] 
)  cos[(/—  /i')/'4-  (—  A  -f-n)X  —  nw  4-  /I'cn' —  (i— /r)T'] 
)cos[(«-h/i')/'-h(— A  — n)X-f-  /lo  — n'sj'  — (1  — /<)t'] 


Le  developpement  de  R,  resulte  immediatement  des  formules  (25)  ct  (29). 
On  voit  qu'il  ne  contiendra  que  des  cosinus  d'arguments  D  renfermant  les  cinq 
quantites  X,  t,  to,  car'  et  t'  de  cette  maniere 


(3o) 


D  =  aX -f-  a'/' 4-  (3a)  4-  (3'gi'—  ayr', 


en  designant  par  a,  a',  p,  P'  des  nombres  entiers  positifs.  nuls  ou  negatifs,  et  par 
Y  un  nombre  entier  positif  ou  nul  (car  on  a  vu  que  i^=i  —h  ne  doit  recevoir 
que  les  valeurs  o,  2, 4»  •••)•  ^'  convient  de  remarquer  des  a  present  que  la  sommc 
algebrique  des  coefficients  a,  a',  p,  P'  et  —  ay  de  X,  l\  to,  tn'  et  t'  dans  D  est 
nulle;  cela  se  voit  immediatement  sur  Texpression  (29);  pour  le  premier  des 
arguments  qui  figurent  dans  cette  expression,  on  a,  en  eflet, 

a  -h  a'  -h  (3  4-  P'  —  2  y  =1  ( £  -h  n' )  4-  (—  /t  4-  /i )  ■—  /I  —  w'  —  ( /  —  /O  =  o, 

et  la  meme  constatation  se  fai  t  pour  les  trois  au tres  arguments  de  I'expression (29). 
On  peut  d'ailleurs  demontrer  autrement  la  relation  generale 


(3i) 


a  4-  a'  -f-  (3  4-  (3'  —  2  y  =  o, 


en  remarquant  que  la  fonction  R, ,  qui  rcpresente  I'inverse  de  la  distance  mutuelle 
des  deux  planetes  P  et  P',  doit  etre  independante  de  la  situation  de  Taxe  des  x 

T.   --:    I.  89 


il;iriH  W*  phri  fix^r  dfs  -rv;  il  ^loit  r-n  elr^  de  mf^rne  r|p  rhacun  des  airgnments  D. 
Or,  hi  Ton  fait  ionrner  d;iri»  ce  plan  I'axe  dei^  jt  d'un  angle  qaelconqoe  a,  les 
rifianfit/'fi  /,  /',  C7,  rr/,  z,  z"  aij/ment*-ront  toutfrs  de  a:  il  en  .sera  de  meme  de  X 
cl  oj,  en  vertij  de^  relationf^ 

/       '       r  -    T,         '#:  --   ^  —  r  —  r ; 

alor»,  d'aprfes  la  formule  <  V>;,  la  variation  de  D  sera  egale  a 

et,  cette  quantite  devant  etre  nulle  quel  que  soit  a,  la  relation  Oi;  en  decoule 
immediatement. 

123.  Nour(  avon.s  maintenanta  nous  rendre  compte  de  la  composition  gene- 
rale  des  coefficients  de  cosD  dans  le  developpement  de  R,. 

Considerons  pour  cela  la  premiere  ligne  de  Texpression  (^29)  :  JG  —  OG,,  qui 
depend  ^eulement  de  e^  ne  contient,  d'apres  une  remarque  faite  au  commence- 
ment du  numero  precedent,  que  des  puissances  de  e  de  la  forme  e***^  p  desi- 
gnant  un  nombre  positifqui  pent  etre  nul;  d'ailleurs,  le  coefficient  de  (o  dans 
Targument  correspondant  de  la  premiere  ligne  de  Texpression  (29)  est  egal  a 
—  /),  et  sa  valeur  absolue  est  +  n.  Done,  le  plus  petit  exposant  de  e  dans  le 
coefficient  de  cet  argument  est  egal  a  la  valeur  absolue  du  coefficient  de  co, 
augmentee  d'un  nombre  pair  qui  pent  d*ailleurs  etre  nul.  On  pent  faire  la  meme 
remarque  pour  les  trois  autres  arguments  de  I'expression  C29;,  et  aussi  pour  ce 
qui  concerne  les  exposants  de  e^  compares  aux  valeurs  absolues  des  coefficients 
de  c/  dans  0. 

En  decomposant  done  le  coefficient  de  cosD  en  diverses  parties  contenant 
cliacune  un  produit  lei  que  e"e'" ,  et  se  reportant  a  la  formule  generale  (25),  on 
pourra  dire  qu'un  terme  quelconque  du  developpement  de  R,  est  de  la  forme 

[2]CpK^"^]xe"e'«cosD, 

Oil  C^  designe  un  coefficient  numerique,  et  H  et  H'  ont  la  signification  sui- 

vante  : 

II  —\p\-^  un  nombre  pair, 

W"   l^'i  -i-  un  nombre  pair, 
en  representant,  suivant  Fusage  aetuel,  par|^|  et|^'|  les  valeurs  absolues  de 

Si  maintenant  on  reniplace  K^^^'  par 

gP       ()pK''''" 
i.2...p      daP 
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etque  Ton  ticnne  compte  dcs  formuies  (20),  on  trouvcra  que  K'^^'sc  compose 
d'une  suite  dc  termcs,  teis  que 


1 .2. .  .p     daP 


aP       dP\i^J^ 

„7r~  —  *^p  > 


1 .2, .  .p     daP 


multiplies  par  des  puissances  de  rj  dont  les  exposants  sont  27,  2Y-f-2,  ...; 
cela  resulte  des  formuies  (18)  et  des  remarques  qui  les  suivent. 

Done,  en  considerant  a  part  les  diverses  puissances  de  r\  et  envisageant  le 
developpement  de  a'R,  au  lieu  de  celui  de  R,,  on  pourra  ecrire  ainsi  la  forme 
generale  de  ce  developpement 


(32) 


et  Ton  aura 


D  --  a).  -4-  « /'  -4-  ?o)  -4-  ?'e'—  2yT', 

H  —  I  (3  I  -h  un  nombre  pair, 
11'=  |(3'|  H-  un  nombre  pair, 
F  —   2/   -•-  un  nombre  pair. 

Enfin  le  coefficient  N,  sera  de  la  forme 

(33)  N,  =  V(»a'A(»  -4-  \'('a'kf  -+-  W'i'a'k'i'  h . . . ; 

VJ/*  est  un  coefficient  purement  numerique  independant  de  a  et  a';  AJ/' pent 
etre  remplace  par  Tune  des  quantites  BJ/\  Cj/\  D)/^  dont  on  a  donne  les  valeurs 
au  n^  115  etqui  se  trouvent  ainsi  constituer  la  base  fondamentalc  du  develop- 
pement de  a'R,.  On  remarquera  d'ailleurs  que  a'AJ/^  est  une  fonction  homogene 

et  de  degre  zero  de  a  et  a\  ne  dependant  done  que  du  rapport  -;• 

L'ordre  du  terme  general  du  developpement  de  a'R,  defmi  par  les  for- 
muies (32)  et  (33)  est  egal  a 

(34)  H-+-H'4-F=|(3|-4-  |;3'|  -h2y  -\-  un  nombre  pair  qui  peul  ^Ire  nul. 

On  pent  donner  dc  cet  ordrc  une  autre  expressioh  tres  utile,  en  remarquant 
que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  plusieurs  quantites  positives  ou  negatives 
est  cgale  a  la  valeur  absolue  de  leur  somme  algebrique  ou  bien  a  cette  valeur 
augmentee  d'un  nombre  pair. 
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On  deduitde  la  relation  (3i) 

et  Ton  en  conclut,  en  observant  que  7  est  positif, 

(35)  'iy  H   |J3|  ^-  IJS'I  —  |a-r  a'l  -r  un  nombre  pair. 

l)e  la  cette  seconde  regie  : 

L'ordre  du  coefficient  de  cosD  dans  un  terme  queiconque  du  developpement 
de  a'K(  est  egal  a  la  valeur  absolue  de  la  somme  algebrique  des  coefficients  de 
/'  et  X  dans  Targunient  D,  ou  bien  a  cetle  valeur  augmentee  d'un  nombre  pair. 

Application  de  ce  qui  precede.  —  Considerons  les  termes  seculaires  du  deve- 
loppement de  a'R,,  pour  lesquels  on  a  simultanement  a  =  a'  =  o;  Tapplication 
de  la  derniere  regie  montre  que  ces  termes  seront  des  ordres  o,  2,  4»  — 

Considerons  en  second  lieu  les  termes  suivants 

C,  cos(—  2>  ^-  5/'—  Sw), 
CiCOs(—  2l-h  51'—  aw  — Bj'), 

CaCOS(—  2l-{-  oT—  W  — 2t'), 


qui  jouent,  comme  nous  Tavons  deja  dit,  un  role  considerable  dans  les  theories 
de  Jupiter  et  de  Saturne. 

On  voit  immediatement  que  C,,  Cj,  C,,  ...  sont  d'un  ordre  au  moins  egal 
a  la  valeur  absolue  de  —  2-4-  5  =  3;  ils  sont  done  au  moins  du  troisieme 
ordre.  De  plus,  la  presence  de  —  3(o  dans  le  premier  argument  indique  que  C, 
doit  contenir  le  facteur  e';  C^,  C,,  ...  renfermeront  de  meme  les  facteurs  e^ef^ 

C/  1 1     y    .... 

Nous  remarquerons  enfin,  en  terminant,  que  si  Ton  ne  voulait  pas  conserver 
sous  forme  de  monomes  les  coeflicients  de  cosD,  on  pourrait  presenter  comme 
il  suit  le  developpement  de  a'R| : 

(  a'R,  =  2]^^  cos D, 

(^^)  /a  \ 

I     .m  =  e\?\  e'\?'\  ^*^ ^  (  ^  >  eS  ^S  -n^ )  > 

$  designant  une  serie  ordonnee  suivant  les  puissances  de  e^,V^  et  y]^;  les  coeffi- 
cients des  puissances  et  produits  de  e*,  e'^,  y)^  seraient  des  fonctions  de  -,• 

Nous  allons  donncr  ici  le  developpement  de  R,  jusqu'aux  termes  du  second 
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ordrc  inclusivemcnt : 
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(37) 


-4-  -  e    y  [-  2iA<'^  -  A^/']  cos  [iT—  (£  -  I)  X  -  co] 

^-  :  ^''    21  [(2« -i-  0  A«'>  -H  AV^]  cos  [(14-  I)  /'-  A  —  13'] 

-+-ge«  2]  [(4«*"- 50  A('^-+- (/»!-- 2)  AV> -4- 2A;'^]  cos  [//'--(£-- 2)  X-2a>] 
4-^ee'2][(4«*-H  20A('^-2A'/^  -2A;"]cos[(/-+-i)r— (i-M)X  — cj'4-w] 

ge'«2][(4«"*4-9«'4-4)A^'^4-(4«'4-6)AV'4-2Ay»]cos[(i-+-2)/'---a--2Cj'] 
4-  f  rj*  y  B('-»>  cos  [iT-  (/  -  2)  X  —  2t']. 


Dans  cette  formule,  Tindice  i  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entieres,  de 
—  Qo  a  4- 00  ;  A^/'  et  A^'^  ont  la  meme  signification  qu'au  n®  115. 

Pour  Texpression  complete  du  developpement  de  R,  jusqu'au  septieme  ordre 
inciusivement,  nous  renverrons  au  Tome  I  des  Annales  de  robservatoire,  oil  la 
formule  qui  donne  R,  occupe  les  pages  277-330;  elle  ne  renferme  pas  moins  de 
469  termes. 

Dans  une  These  soutenue  en  i885  devant  la  Faculte  des  Sciences  de  Paris, 
M.  Boquet  a  etendu  le  developpement  de  R|  jusqu'aux  termes  du  huitieme  ordre 
inciusivement  {voir  le  Tome  XIX  des  Annales  de  rObservatoire). 

124.  II  faut  maintenant  passer  du  developpement  de  R^  a  ceux  de  Ro,i  et 
de  R|  0. 

On  a,  par  les  formules(i), 


(38) 


(39) 


/• 


Ro,i  =  Ri~pi^> 


Ri.o  =  Ri  -  ;i  (7. 


Occupons-nous  d'abord  de  Ro,i  :  quand  on  neglige  les  excentricites,  la  quan- 
tite 7j^,  en  ayant  egard  aux  formules  (7),  se  reduit  a 


(4o) 


^^cos(/'-X)4- J^,r)'sin(X-T')sin(r-T') 


■4iC0s(/'-X)-+-  -^ri*cos(/'-X)-4,^'cos(/'4-X-2r') 


3io 
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Or,  si  dans  les  formulcs  (17)  et  (18)  on  suppose 


a 


^(i)_^(-i)^_  -,         W^)^  — 


ia 


a 


n 


a 


It 


et  tons  les  autres  coefficients  A^'\  B^'\  0'\  D^'^  nuls,  on  trouve 


M(»^  =  - 


a 


a 


it' 


Ft  -^  -It '^'^ 

'2  a*       a* 


M^-»)-- 


a 


ia 


n> 


N^*>  = 


a'* 


tons  les  autres  coefficients  M-^\  N"\  V'\  Q^'^  sont  nuis,  et  il  vient 

Ro  —  [M^») -t-  M^-*)]  cos(/'-  )0  -+-  N^'^ cos(/'-+-X  -  2t'), 

Ro  =  f-  4?  -^  -^  -"A  cos(/' - 1)  -  4  r,»  cos(/'-i- 1  ~  2t'). 

C'est  precisement  Texprcssion  (/jo). 

Tous  les  raisonnements  et  calculs  faits  dans  les  n*^*  120,  121  et  122  ne  sup- 
posent  qu'une  chose,  c'est  que  K"**^  est  une  fonction  homogene  et  de  degre  —  i 
de  a  et  a";  on  pourra  done  les  appliquer  dans  le  cas  actuel;  seulement,  on  devra 
remarquer  que  Ton  a 

Oct  Oil  «'* 

et  que  les  derivees  suivantes  sont  nulles. 

11  suflfira  done  d'appliquer  la  formule  (37)  en  donnant  a  Tindice  1  dans  les 
divers  termes  les  valeurs  4-  i  et  —  i  et  prenant 


A(i)--A(-i)_-_ 


a 


a 


tt 


B(0)Z1Z  — 


2a 


TZ^ 


a 


k\'^T=zk\-'^  =:--  -^,  Ai>'  n=  A;-»'  ■-:=  0. 


a 


On  trouvera  ainsi,  en  negligeant  toujours  les  termes  du  troisienie  ordre  : 


a 


ft 


—  (R..,-R,) 


==  T-i-hi  (e*-+-e'*)-+-r)»l  cos(/'— X) 

3 
—  ee'cos(2/' —  2X  —  Gj'-f-  w)  H —  ecos(/'—  w) 


(40 


«cos(/'—  3>  -+-  w)  — ae'cos(2/'— X  —  bj') 

—  g  e*C0S(/'-hX  — 2w)—  ^  6»C0S(/'— 3X4-  20J) 
4-  3<?C'C0S(2/'— GJ'— Co)  —  Tj  e'*cos(/'-hX—  2Gj') 


8 


27 


— -^e'*cos(3r  — ).~2e')~"n*cos(/'-+-X  — 2t'). 
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On  verra  de  memo  quVn  negligeant  les  exccntricites  R,,o    -  l^i  dcvient 

Cost  a  cette  meme  expression  que  se  reduit  Ro  quand,  dans  les  formules  (17) 
et  (18),  on  suppose 


a'  w....  2«' 


^4(i)_^(-i)^_  ~,        B(^^  — - 


a*  a' 


tous  les  autres  coefficients  etant  nuls;  on  en  deduit 

da  a'  *  da^  '     a* 

d'oii 


a'* 


a'Ai,"^a'A!r"=-    (- O-^'C"  +  i) -y 


Alors,  si  dans  la  formule  (37)  on  donne  a  Tindice  1  les  valeurs  -+- 1  et  —  1, 
Texpression  correspondante  de  R,  se  confondra  avec  celle  de  R,,©  —  R|,  et  Ton 
trouvera  sans  peine 


^'  (R,.o--  R,)  r=  1^-  I  ^  1  (e*  -^e'*)  4-  yi«J  cos(/'-X) 


—  2ecos(/'-    2X4-o))4--^'cos(X  — Gj') e'cos(2/'—  i  —  cj') 


(/ji')    /  —  -x  e'cos(/'-;-X—  30)) ^  e'cos(/'— 3X  4-  2&)) 

—  ee'cos(2/'—  2X  —  Gj'-+-  w)  4-  3ee'cos(2X—  cr'  —  w) 

—  g  c'*cos(/'-f-  X  —  2ct')  -  g  e'«cos(3/'  — >  —  its') 

—  rj'cos(/'4-X  —  2t'). 

Les  divers  termes  dans  lesquels  on  developpe  ainsi  les  differences  Ri,©  —  R^ 
et  Ro.,  —  R,  rentrent  dans  la  forme  generale  (32);  dans  chacun  des  arguments  D, 
la  sommealgebrique  des  coefficients  de  X,/',  (o,gt'  eti'seranulle;  on  aura,  pour 
fixer  les  limites  inferieures  desexposants  de  e,  d  et  rj,  et  de  Tordredu  terme,  les 
memes  regies  que  pour  R,,  puisque  Ic  procede  de  developpement  est  identique. 

125.  On  pent  obtenir  aisement  Texpression  generale  d'un  terme  quelconque 
des  developpements  des  differences  R©.,  —  R|,  Ri.o-  Ri  J^  Taide  des  fonctions 
de  Bessel,  comme  nous  allons  Tindiquer. 


'\\2 
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On  a,  en  tenant  compte  des  formules  (7)  et  (38), 

r  r 

Ko.i~  Ri  ~ -t  cos(r  — r'-hr'  — T)-f-  ayj*  -7^  sin(i' —  r)  sin(r'  — r') 

on    l)ien,   en  introduisant   les  anomalies  vraies  w  el    ii/  et   posant  encore 

(O  =  CT  -+-  t' — T, 

r  /* 

Ro,i—  Ri  = Ti  cos(«'—  iv'-^-  0)  — ct')  -4-  27)*  -7j  sin(ii'-i- w  — T')sin(n''-4-cj'  — t'); 

llo.i  —  Ml  —  —  cos(ri)  — CJ  )  ( /cosii'  — rt ^  rsinir  — ^7^—  J 


(1^) 


sin(ri>-— ct')  (  r  sin 


COSiV 

ir  — Ti rcosiv 


sinir'X 


-f-  2y)'[/cosii'sin(6)  —  7')  -t-  /•8inn'C0s(&)  —  t')] 
-p^sin(Gy'  — t')4-  -pj-cos(cj  —  f  )J- 

Or  on  a  ohtcnu  dans  le  n"  86  Ics  devcloppements  periodiques  de  rcosiv, 
rsmwy  —,i-y      ,j- ;  les  formules  (m)  et  (n)  de  ce  numero  donnent 


-  cosiv^  V  A;,cos/?C, 


A«  = 


,]n-i(ne) 


n 


-  sinM'==  y^  BnSin/zC, 


(>i3) 


Ao  =  —  -e; 
2 


a'^  cos  it'' 


.'1 


2* 


'n,  COS/l's', 


—  00 


A'o  =0. 


^'*sin«'' 


/• 


2  B«'Sin/i'C', 


3D 


B;,r=v^r— e'*/i'J;,'_,(/i'e'). 


En  portant  ces  valcurs  dans  la  formulc  (  i^),  cllc  donnera 


a 


n 


a 


(Ro,t  — I^i)'"  —  cos(to  — ct')  y  y  (A„  A',,,  cos/iCcos/i'C'4-B„B^/Sin/2C  sin/i'D 


(44) 


-+-sin(&)--Gj')  ^^  (B;,  A^,  sin«Ccos/i'C'  —  ArtB^,cos/2C  sin/i'C) 
-h  2y)'rsin(G)  — t')  ^  A„cos/iC-+- cos(g)  —  "f')^  B„  sin/iH 
X  fsinCGj'— T')2]A;,cos/j'r-hcos(cj'~T')2]B;,sin/i'C']. 


DEVELOPPEMENT    I)E    LA    FONCTION    PEUTrRBATRir.E.  3lli 

On  mettra  sans  peine  le  second  menibrc  de  cette  formule  sous  la  forme  (32); 
nous  ne  ferons  pas  ce  caicul,  et  nous  nous  bornerons  a  deux  remarques  : 

En  premier  lieu,  A'^  n'etant  pas  nul,  on  voit  que  le  second  membre  de  la  for- 
mule (44)  pourra  bien  contenir  des  termes  independants  de  Z,  mais  qu'il  ne 
renfermera  pas  de  termes  independants  de  'C,';  la  difference  R,,,,  —  R,  ne  con- 
tiendra  done  pas  de  termes  sdculaires. 

En  second  lieu,  les  formules(43)  montrentque  A;,  et  B^sont,  relativementa  e, 
de  Tordre  /i  —  i ;  A^,  et  B'„,  sont  de  meme  de  Tordre  n'  —  i  relativement  a  e^. 
Cela  pose,  en  examinant  attentivement  la  formule  (4 4)»  on  reconnaitque  le  coeffi- 
cient d'un  argument  contenant  ±  /lA  d=  w7'  sera  de  Tordre  des  quantites  A^A),,, 
B^B^,, ,  B;,A),, ,  A^B)^,,  ou  de  Tordre  de  ces  quantites  multipliees  par  rj*.  L'ordre 
du  coefficient  considere  sera  done  egal  a/i— iH-n'— i  =n  -h  n'—  2  plus  un 
nombre  pair. 

En  general,  en  prcnant  D  sous  la  forme  (32),  on  pourra  dire  que  Tordre  du 
coefficient  C  est  au  moins  egal  a 

Cette  limite  pourra  etre  plus  elevee  que  Tancienne  |  a  4-  a'  | ,  qui  ne  cesse  pas 
d'ailleurs  d'etre  applicable  ici,  comme  pour  R,. 

Exemples.  —  Considerons  de  nouveau  les  termes  dont  les  arguments  sont  de 
la  forme 

q  contenant  gj',  (o  et  r:\  mais  non  /'  ni  X. 

La  regie  ci-dessus  montre  que  Tordre  des  termes  de  cette  nature,  qui  pro- 
viendront  de  Ro^,  —  R,,  sera  au  moins  egal  a  24-5  —  2=5,  tandis  que  les 
memes  termes  qui  provenaientdeR,  etaient  du  trpisieme  ordre. 

Dans  la  theorie  des  perturbations  de  Pallas  par  Jupiter,  les  arguments  de  la 
forme 

sont  tres  importants  a  considerer,  parce  que  la  difference  entre  7  fois  le  moyen 
mouvement  de  Pallas  et  18  fois  celui  de  Jupiter  est  tres  petite.  DansRf,  le  coef- 
ficient de  cosD  sera  de  Tordre  18  —  7  =  1 1 ;  tandis  que,  dans  Ro,i  —  Ri»  il  sera 
de  I'ordre  7  -h  18  —2  =  23;  les  termes  de  la  forme  indiquce  seront  entierement 
insensibles  dans  Ro,i  —  R| . 

126.  II  resulte  de  ce  qui  precede  que  les  developpements  de  Ro,i  et  R|,o  sont 
de  la  forme 

(45)  r/'Ho,,  =  X  Ne»e'"  Yi*  cosl),        a'R,.o  ^  V  N'6'»»e'»'  VcosD, 

T.  -  1. 


4o 
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ou  Ton  a 

I)  =r  a>.  -{-  ol'I'  H-  ;3a)  4-  (S'gj'—  277', 

a4-«' 4-3-4- (3'  — 37  =  0; 

(46)  {  r      r  ^ 

II  =:  I  a  I  4-  un  nombre  pair, 
W'z-  \ol'\-\-  un  nombre  pair, 
F  =:  iy  4-  un  nombre  pair. 

N  et  N'  sont  des  fonctions  de  -7?  qui  pcuvent  etrc  differentes  a  cause  des  termes 

provenant  dc  R^,*  —  Ri  etdc  R,,o  —  Ri- 

Par  leurs  definitions  memes,  forniules  (i),  ies  fonctions  R©,,  et  R,,©  doivent 
etre  completement  independantes  et  de  la  position  du  plan  fixe  des  xy  et  de 
Torientation  de  Taxc  des  x  dans  ce  plan.  II  doit  en  etre  de  meme  des  argu- 
ments D,  et  il  est  bon  de  le  verifier.  Cela  est  facile,  car  on  peutecrirc 

D  =  « (/ 4- t'- t)  4- a'r  4- (3(CT  4- t'- t)  4- {3'cy'— (a  4- a'4- P  4- P')t', 

(47)  D  — a/4-a'/'4-(3CT4-(3'cy'  — (a4-(3)T-(a'4-{3')T'. 

Cette  expression  est  symetrique  par  rapport  aux  elements  des  deux  planetes. 

Designons  maintenant  par  L,  L',  (2,  Q!  Ics  longitudes  moyennes  des  deux 
planetes  et  Ies  longitudes  de  leurs  perihelies,  toutes  ces  longitudes  etantcomp- 
tees  sur  Ies  orbites  respectives  des  deux  planetes,  a  partir  du  point  G  de  la 
fig.  20.  Nous  aurons 

L.ZZ/-T,  L':=i/'-t',  a^-XS-r,  12'=:Cj'-r', 

et  laformule  (47)  deviendra 

(48)  I)  -  olL  -h  ol'L'  4-  {312  -H  (3' £2'; 

cette  expression  est  maintenant  tout  a  fait  independante  de  la  position  des  axes 
de  coordonnees ;  il  en  est  de  meme  des  fonctions  perturbatrices,  qui  peuvent 
s'ecrirc 

j  a'Ro,i=^<tC^)e"e'«'  [sin  i  jV  cos(aL  4-a'L'4- PO  4- (3'Q'), 

(49)  I  \. 
«'Ri.o  ^-  21  ^'(5)  ^"^'"  G'"  \  ^y  cos(aL  4-  a'V  4-  (3£2  4-  P'i2'). 

Ce  sont  des  expressions  reduites  qui  ne  dependent  plus  que  de  la  situation 
relative  des  deux  orbites,  et  non  de  leurs  situations  absolues. 
11  n'y  figure  que  quatre  arguments  L,  L',  12, 12'. 


«/r 
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127.  En  parlant,  au  n®  70,  du  calcui  general  des  perturbations,  nous  avons 
suppose,  pour  chacun  des  termes  du  developpement  de  la  fonction  perturbatrice, 
una  forme  un  peu  differente  de  celle  que  nous  venons  de  trouvcr,  savoir 

a  cos(a/  4-  a' /' 4-  (3gj  -+-  ^'xn'  -hjO  -hfO'), 

le  coefficient  C  dependant  de  a,  e,  9,  a\  e\  9'.  Nous  allons  demontrer  ce  re- 
sultat. 

Les  expressions  des  coordonnees  rectangulaires  x,  y,  z  trouvees  au  n"*  32 
peuvent  s'ecrirc 

-  =  cos  r  -f-  2  sin  (?  sin  ( i^  —  0)  sin*  -  > 
r  2 

^  ~.  sinr  —  2  cosQsinfc  —  9)  sin*  -» 
^  =  sin(r  —  (?)sin(p; 


x'     y'     z' 


on  a  des  expressions  toutes  pareilles  pour  -r?  ~  >  -,>  et  Ton  en  conclut 


X    3C  V    V  Z     "  CD 

fj=.  — 7  4-  •!  *—  4-  -.  ~  —  cos(i''—  r)  4-  2 sin*  -  sin ^  sin  (r  —  ^)cosi''4-. . . 


Nous  avons  ecrit  dans  le  second  membre  la  partie  independante  de  9  ct  9',  et 
seulement  Tun  des  sept  autres  termes,  qui  sont  du  second  ordrc  ou  du  qua- 
trieme,  si  Ton  regarde  9  et  9'  comme  de  petites  quantites  du  premier  ordre.  On 
transforme  les  produits,  tels  que  sinO  sin(r  —  0)  cosr',  en  sommes  de  cosinus, 
et  Ton  trouve  ainsi 


cr  —  COS(i''—  (')  4-  -  Q, 


en  faisant 


Q  rz:  (  —  2 sin*  -  —  2  sin*  - — h  2  sin*  -  sin*  —  )  cos  iv^  —  c) 

V  2  2  11)^' 


4-  sin9sin(p'cos(i>'—  v  —  ^' -\-  0)  4- 2 sin*  -  sin*~  cos(i''—  v—iO'-^iO) 


2  2 


00  00 

4-  2  sin*  -  COS*—  cos(i'' 4-  r  —  lO)  4-  2  sin*—  cos*  -  cos(i''4-  v  —  1O') 
22  22 

—  sin <p  sin  9' COS ((''4-  v  —  0  —  0'). 
Nous  poserons  en  meme  temps 

/*4-  /•'*—  in'  cos(i''—  r)  =1  P, 
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(le  telle  sorte  que  la  formule 


nous  donnera 


A*=r*-f-  r'-  —  2rr'(j 


K,zzzi:z.(P_r/'Q)     ^ 


Q  est  du  second  ordre,  et,  pour  le&anciennes  planetes,  la  valeur  absoiue  de 
rr^  ~  est  petite;  on  peut  developper  (P  —  /r'Q)  ^  par  la  formule  du  binome,  ce 
qui  donne 

2  2.44...2A 

II  faut  mettre  pour  r,  r',  i',  r'  les  valeurs 
on  commencera  par  faire 


Ri,  P,  Q  se  changeront  en  Ro,  P©  et  Qo,  et  il  viendra 

Po  =  a*-h  rt'*—  2aa'cos(/'—  /); 

Oo=:  I  —  2  sin'  -  —  2  sin* 2.  4-  2  sin*-  sin*  ?-  )  cos(/'— /) 
\  2  2  22/ 


(5o) 


-+-sin(psin(p'cos(/'—  /—  ^'4-  0)  -h  2  sin*-  sin*?-  cos(/'—  /—  26'  4-  2  0) 

-+-  2 sin* 2  cos*  —  cos(/'4-  /—  2O)  4-  2 sin*  —  cos*  2  cos(/'-h  I—2O') 
22  22 

—  sincp  sincp'  cos(/'-+- 1—  0  —  0'); 


Ro.=  Po'*-+--aa'Po*Qo-^.. 


i.3...(2X-i)  -(*..l) 


II  convient  dc  poser 


(5i) 


langi=:x,         laiig^=x'. 


Les  coefficients  des  divers  termcs  dc  Q,  se  developperont  aisemcnt  suivant  les 
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puissances  des  petites  quantites  x  et  x',  ct  ces  tcrmes  eux-mcmes  scront  de  la 
forme 

(52)  x^W^'cos(ocl  -\-  a' I' -hje  -hf  0'), 

les  entiers  G  et.G'  etant  egaux  aux  vaieurs  ahsolues  dey  et  y',  ou  a  ces  valeurs 
augmentees  de  nombres  pairs;  c'est  ce  que  Von  constate  sur  la  formule  (5o); 
on  peut  remarquer  en  meme  temps  quey  -f-y'  est  pair  et  que  Ton  a 

II  faut  maintenant  eiever  Qo  a  la  puissance  k  et,  au  lieu  des  puissances  de 

cosinus,  n'introduire  partout  que  des  cosinus  des  multiples  des  arcs  /,  t,  0  et  0'. 

II  est  facile  de  voir  que  les  divers  termes  de  Qj  seront  encore  de  la  forme  (32); 

on  aura  encore 

G  =  |y  I  4-  un  nombre  pair, 

G'  =  If  I  -+-  un  nombre  pair ; 

la  demonstration  se  fait  d'abord  pour  QJ  et  s'etend  ensuite  de  proche  en  proche. 
Les  remarques    faites  sur  les  sommes  y -+-y'  eta  4- a'-hy -f-y'  subsistent 
pour  Qj.  Nous  aurons  ensuite 

(53)  PT^*"*"'^  =  i  ^'"^  1  4-  iil»<*'  1  cos(/'  —  l)-h ny*'  1  cosa(/'—  /)  -+-..., 

et  il  faudra  multiplier  cette  expression  par  a*a'*Qj;  les  divers  termes  du  produit 
seront  de  la  forme 

(54)  MoxGx'<i'cos(a/4-a'/'4-ye-+-y'^'), 

Mo  etant  une  fonction  homogene  de  a  et  a\  de  degre  —  i ;  on  aura  encore 

parce  que,  dans  chacun  des  termes  de  Texpression  (53)  la  somme  des  coeffi- 
cients de  lett  est  nulle. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  le  developpement  de  R© ;  pour  passer  a  celui  de  R, ,  il 
faut  remplacer  a,  a\  /,  /'  par  a  4-  ax,  a'-f-  a'\\  /-+-  y,  /'  -+-y';  tous  les  raison- 
nements  et  calculs  faits  dans  les  n^'  120,  121  et  122  subsistent  identiquement, 
et  Ton  arrive  a  cette  conclusion  qu'un  terme  quclconque  de  la  fonction  per- 
lurbatrice  peut  etre  mis  sous  la  forme 
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M  designe  une  fonction  homogene  de  degre  —  i  de  a  ei  a';  les  differences 
H  —  |^|,  H'—  |P'|,  G  —  |y|,  G'—  I/I  sont  des  nombres  pairs  positifs  ou  nuls;  la 
sommey  -+-/  est  toujours  paire,  et  enfin  on  a 

(X-i-a'-i-^  -h^'  -i-J  -hf  -~0. 

128.  Rpprenons  la  premiere  forme 

\  Me"e'"  (sin- I  cos  I), 
(A)  V       2/  ' 

(  I)— aX-j-a'/'-t-Pco-i-P'cj'— 277'. 

II  ne  sera  peut-etre  pas  inutile  de  transformer  directement  (A)  en  (a). 
On  aura  d*abord 

D  -  a  (l-\-  2  ~-)  ^-  a'/'  -H  P  (w  -4-  2  ^^-^)  H-  P'CJ' -  2/  (^-^  -^  ^-^) 


OU  bien 


I)  r3  A  —  2  y  ^^ ^^ 2  «5  ' ^ 


en  faisant 

f    0  ---  a  -i-  p  —  y. 

Designons  par  p  un  nombre  entier  posilif  qui  pourra  etre  nul;  nous  aurons  a 
transformer  Texpression 

Br^  I  sin  -  j  cos  (  A  —  2y 20 j 


OU  bien 


.    J\*P 


(56)  e==zu(sin^) 

en  posant 

(57)  U  r^  ^sin  '^j  %os  ^A  -  2y  ''^-  -  25^^j 
11  y  a  lieu  d'introduire 

V—  (sin  -  j    sm  (  A  —  2y 20 j 
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On  aura 


T-+-T'       ^>  /~tT— r 


(58) 


U-hVv/::^  =(sin  ^)'^E^^-E-  ^^^'-.^E-'''-'-^. 


Or,  si  Ton  a  egard  aux  formules  (5)  et  (5i),  on  trouve 


sin-E  *    = —  * 

2  ^i  _|_  x^  y'l  -+-  x'^ 

E       *  = — J  — ; 

cos  -  V^I  H-  X*  V^l  4-x'* 


en  portant  dans  Tequation  (^8),  il  vicnt 


U  +  Vy'-l 


E^>-MxE-Qv^-'-x^E-'^'v^)'^[i-'-xx^E'Q'-Q>v^]*^ 

/  |\26  ' 

(  COS  -  j     (I  -+-  x*)YH-5  (I  4-  x'«)Y-^ 


U  sera  la  partie  reeile  du  second  membre. 
Orie  termc  general  du  developpement  de  ce  second  membre  est  de  la  forme 


AxP-7x'«v-p-7  j,,,„,o-tiT-„e'^„0'-o,i  ^=T, 


(^COS  -)*\l  4-  x')Y^-5(l  4-  x'*)T-^S 


oil  A  est  un  coefficient  numerique,  p  ei  q  deux^entiers  positifs  ou  nuls,  infe- 
rieurs  ou  egaux  respectivement  a  2y  et  2S. 

On  en  conclut  la  valeur  de  U,  et,  en  tenant  compte  de  (56),  il  vient 


(sin*  -  j 
(59)     S:=  -  —~^ ''-L -  Y,  AxA'-7x'«T-p-7cos[A-(,.4-7);0-(2y-/>-^)e')]. 

(cOS-j     (l-f-X«)Y-^(l-4-x'«)Y+5 


On  tire,  d'ailleurs,  des  formules  (5), 


.    J  J  __  x*-4-x'*--2xx'cos(0  — 6') 


(i4-x«)(i4-x'*) 

si  Ton  porte  cette  valeur  de  sin^-  dans  la  formule  (Sq)  et  que  Ton  remplace  A 

par  sa  valeur  (55),  on  voit  sans  peine  que  0  se  compose  d'une  serie  de  termes 
de  la  forme 

x^x'^' cos  (a  /  4- a' /' 4- (3ct  4- P'cj' -+-y  e -i-y'6'), 
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avec  la  condition  que  Ton  ait 

G  —  \j\  -H  an  nombrc  pair,        G'=z  \/  \  -\-  an  nombre  pair; 

C'cst  Ic  re8ultat  que  nous  avions  obtenu  precedemment  dans  le  n**  127. 

Le  Vcrrier  a  employe  constamment  la  forme  (A)  dans  ses  theories  des  an- 
ciennes  planetes;  il  a  eu  ainsi  Tavantage  de  reduire  les  arguments  a  cinq  au  lieu 
de  six,  en  ajoutant  a  /  et  gt  la  tres  petite  correction  t'—  t. 

Mais  les  equations  diflerentielles  (A)  du  n°62  supposent  la  fonction  pertur- 
batrice  dcveloppee  sous  la  forme  (a). 

Pour  utiliser  le  developpement  (A),  il  est  necessaire  de  transformer  les 
equations  differentielles  :  c'est  ce  qui  vafaire  Tobjet  du  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  XIX. 

TRANSFORMATION  DES  DIFFIERENTIELLES  DES  fiL^MENTS  ELLIPTIQUES, 


129.  Nous  considerons  specialemcnt  deux  planetes  P  et  P'  auxquelles  cor- 
respondent les  fonctions  perturbatrices 


m' 


(i)  R— fm'Ro,i= — /i*a'Ro,i         oft    fjL=i-i-m, 

(2)  R'=fmRt,o=  ^/i'*«"Ri,o        oil    fx'— i-4-m'. 

Nous  avons  d'ailleurs,  d'apres  le  Chapitre  precedent, 

(3)  a'Ro,i=2]Ne'^e"^'Y)/cosD, 

(4)  a'R,,o  =2]  N'tf^ke'^'-n/cosD, 

(5)  D  =  a  -^  r/'  -hk(^-h  k'w'-^uT\ 

(6)  i -\-  i' -h  k  -h  k' -h  u  =  o; 

f,  i\  k,  k  sont  des  en  tiers  positifs,  nuls  ou  negatifs;  u  est  un  cnticr  pair  ncgaMf 
ou  nul;  N  et  N'  sont  des  fonctions  homogfenes  et  de  degre  —  i  de  a  et  a\ 
A,  A',  /  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls,  et  les  differences 

h-^\kl     yi'-|A:'h     f^\u\ 

sont  des  nombres  pairs,  positifs  ou  nuls. 
Les  relations 

dans  lesquelles  t'  —  t  ne  depend  que  de  (p,  9'  et  0  —  0',  nous  montrent  que  nous 
T.  —  I.  4i 
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aurons 

dc  d\   ^  diss  d(Mi 

Nous  allons  maintenant  effectuer  les  substitutions  (i)  et  (8)  dans  les  for- 
inules  (A)  du  n®  62;  en  meme  temps,  nous  eliminerons  des  expressions  de  -j- 

ct  de  Yf  la  valeurde  ^-y^y  au  moyen  de  Tequation 

riO  _  m^  no f)Ro,t 

^^  ""  "f  v/T^=^sin9     ^? 

Nous  trouverons  ainsi  sans  peine 

a^  fjL  ok 


(A) 


(«) 


c^£              m'       ,<?Roi        ^*  nae\l\  —  tf'  ^R«  ,       ^         o    ,       dO 
at  jjL  da  fJL    ,  _j_  ^, e«     ae  °  2        ^  a/ 

rfe  _       m'  na\/i  —  e*  <)Ro,i        m'  nae\l\  —  e*  dRo,i 
dt  ~       IX  e  dci)  f^    n-  ^i  _e*     ^^ 

cfrn  m'  /la  v^i  —  e*  dRo  i       ,        o    ,       d9 

d9  _       m'  /la  c^Ro.i 

? 
^  _  _  /n' wa  dRo.i        m'  ^  2  /dRo.i       ^Ro.A 


Nous  aurons  de  meme 


da'       2m    ,    ,,  ^Ri,o 

dt         ix'  dU 


(A') 


-77  =  — 2-7/i'a'*-^  -i-  -7  —    -)- --TT^  -+- tang -^  sm 9' -77  > 


^       _  m  />^r7Vr  — g'*  dR,,o   _  m  riTare^JT^W^  dRi.p 
c^^  —       /i'  e'  dm^  ~~  [x'     i  _^.  y/TTTTi       d/' 

Crist'  m  /t'^rV'  — e'*  <>Ri  0  ?'    .      ,^9' 

Tt^     ]x'-    -V--d^-^^^"S7^^"9^> 


r/{)'  _       m  /I'flr'  dR,.n 


c/^  \x'  y/T— e'^sin^'    ^?' 

^  __  _  m  n'fl'  dR,,o  _  m  '^  ""  ^^"^  2   /dR, .0       (^R|,o\ 

r//  ~"      ix'  y/rZ^«sin9'    ^^'         f'  '  s/T^^^*"  \  df  "^   dw'  / 


•  • 
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130.  II  nous  faut  transformer  les  equations  (a),  parce  qu'il  y  figure  Ics  dcri- 
vees  partielles  de  Roj  par  rapport  a  9  et  0  et  que  Texpression  (3)  de  Ro,i  ne  con- 

tient  pas  directement  (p  et  0,  mais  les  quantites  t',  t  —  t'  et  y^  =  sin  -,  qui  sont 

des  fonctions  connues  de  9,  0,  9'  et  0'. 

Nous  auronsy  en  ayant  egard  aux  formules  (7), 


(9) 


(10) 


^Ro,t . 


Or'     d^ 


dz'       ( 


'0,1 


d^ 


&t'    dO 


dz'      / 


—  ^^  »  — ^         -  -• ^'  cos 


dw  J       dO 


dn 


2  de 


La  premiere  chose  a  faire  actuellement  est  done  de  calculer  les  coeflicients 
diflerentiels 


d(^ 


dO 


Jv      OO 


II  suffit,  pour  cela,  de  differentier  totalement  les  formules  (3)  ou  (4)  du 
n®  117  ou  mieux  d'appliquer  au  triangle  NGN'  de  \^Jig.  20  du  meme  numero 
les  formules  differenlielles  connues  de  la  Trigonometric  spherique 


(II) 


^A  —  —      cosc^H—  cos  6  ^C  f- sine  sin  Be/a, 

sinXdb  —  sincc^  4-  sin6cosAc/C  h  coscsinBc/a, 

sinAdc  =  sinccosAe/B  -h  sin  b  dC  -f-cos6sinC</a; 


elles  donnent  ici 

(  dJ^ 

(12)    \  sinJ d(7  ^  0)  — 
{  sinJc/(T'-e')  = 

On  en  conclut 


cos(t 

cos  J  sin(T 

sin(': 


(?)c/9-  cos(t'-^')c/9' 

e)d^-h  sin(T'-6')c/9' 

{?)^9-^cosJsin(T'-'&')e/9' 


sin9'sin(T' 
sin  9' cos  (t' 
sin9  cos(t 


-^0^)diO^O'). 
-0')d(0-6'), 
-  0)d(0^e'). 


(i3) 


/   dJ 
d9 

(^9 

dz 
de 


—j=^C0S{7'-e), 


=1       cos(t  — 0), 

== 777  =  sin9sin(T  — 0)=:sin9'sin(T'  —  ff). 


^9 

de 


de 

cos  J  sin  (t—  e) 

: — f y 

sin9^cos(T'—  e') 
siiiJ 

sin(T-^) 

= i > 

SI  II J 

sin9C0s(T  —  0) 

-. — |—  —  > 

sinJ 


dr  _      sin(T'— ^') 


de' 

d^' 

de' 


sinJ 
sin9'cos(T' 


-e') 


I  — 


sinJ 
cos  J  sin(T'—  e') 

'• — i > 

sinJ 
sin9C0s(T  —  e) 


siiiJ 
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On  tire  de  la 

(i4)  .         — -iang-sin(T-(?), 

.  ^.  {)(t^— t)  _  sin9C0s(T  — 0)  — sin9^cos(r^— -y)  __    _  (?(t— -t^) 

^'""^  W^"  sin  J  '""        ()0'      ' 

Cettc  derniere  expression  doit  etre  transformee,  car  nous  savons  d'avance,  par 

la  formule  (6)  du  n®  117,  que      ^ ,T"-—  doit  etre  une  petite  quantite  du  second 

ordre,  et  cela  n'apparait  pas  dans  la  formule  (i5). 
Or  la  formule  connue 

(i6)  sinBcosc  —  sinAcosC-4-  sinCcosAcos^ 

donne,  quand  on  I'appliquc  au  triangle  NGN'  de  lay?^.  20, 

(17)  sin9'cos(T'--  ff)r=z—  cos<psinJ  -+-  sin^p  cosJcos(t—  9); 

si  Ton  elimine  cos(t'--  0')entre  (i5)  et  (17),  il  vient 

(18)  ^  ^ — '  rrriang  -  sm9C0s(T—  0)  —  2sm'  -• 

Nous  rcmarquerons,  en  passant,  qu'en  partant  des  formules  (5)  du  n**  117  on 
arrive  aisement  a  cette  expression  plus  elegante 

,        .  <?(t— t')  2  2  2 

(•9)  —de-  = ^1 

cos*  - 

2 

Les  formules  (9),  (10),  (i3),  (i4)  et  (18)  donnent  maintenant 


(20) 


(21) 


od  = V— V — -  -T^/-  4-  -  cos-  cos(t—  9)  — r^ 

-tang.sm(T-(?)(^---4.--lj, 

gR^^sin9Cos(r--())^       i^^^J  .^     ^      ^ 

69  smJ  dx'        1        1       ^       ^         '    On 

-^[tangisin,cos(.-e)-.sin«|](^-^^) 


Si  Ton  porte  ces  valeurs  de  —^  el  de  --—^  dans  les  formules  (a),  on  trouve 


(B) 
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qu'elles  deviennent 

J 

sin9  -j'= — = sm(r  — 6')-3-Vi  h ,  cos(t— 0)  —r^ 

37^— , cos(t~^)  -3-,- ■-    — -sin(T—  9)  —^ 

-2i'"-;rLl..(.-»)(%+^). 

131.  II  faut  maintenant  faire  dcs  calculs  correspondants  pour  la  planete  P'. 
Si  I'on  conservait  dans  ces  calculs  la  fonction  R,,©  sous  la  forme  (4)»  les  derivees 

T^  et  -TKT  introduiraient  —j^  et  -^  a  cause  de  t'  —  t  qui  figure  dans  les 

formules  (7);  il  y  aurait  aussi  —jjr  et  -^-^  qui  existent  deja  dans  les  equa- 
tions (a').  Ce  serait  un  inconvenient  que  Ton  evite  comme  il  suit. 
On  pose  pour  un  moment 

Texpression  (5)  de  D  devient 

(5')  D  =  il  H-  i'V  4-  Arcj  -h  ^'w'-^  wr, 

car,  si  Ton  retranche  (5')  de  (5),  on  trouve 

o  ~  (z'  —  r)  (i -^  i' -h  k  -h  k' -h  «), 

condition  qui  est  satisfaite  d'apres  (6). 

Pour  plus  de  clarte,  nous  mettrons  des  parentheses  aux  derivees  partielles 
de  R<,o  prises  dans  Thypothese  oil  D  est  mis  sous  la  forme  (5'). 

Nous  aurons 


2  ^9' 
J  35 


^      ^        d(?'    "y  Oz  J  c^9'        L W^'  /       \  ^w'  /J        ^?'  a    <^r) 

^"^^  ^        (?©'    ~  V  ^  /  <^^'        L\  OV  )'^\  di^'  )\        OB'        "^  2     ()r) 

calculous  d'abord        ,"7  ^     par  la  formule  (i5)  que  nous  transformerons  au 
moyen  de  la  relation 

sin9  cos(t  —  0)  =z:  cos9'sinJ  4-  sin9'cosJ  cos(t'—  0') 
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conclue  de  la  formule  (i6);  nous  trouverons 

(i8')  \r,—  =  — lang  -  sino'  cos(t'—  0')  —  asin'  ^• 

Les  formulcs  (20')  et  (21')  nous  donneront  ensuite,  en  tenant  compte  de(i3) 

et(i8'), 


—T-r  = ^-^ — i — - 1     •>      I cos  -  cos(t  — ^ ) 

0^  sin  J         \   dr  J       2         2  '' 


dv 


tang  -  sin 


dO'  sin  J         ^ 


r  —  0)  {— r^  ) cos  -  sin9'sin(T'  — 6')  -^ 

\  (h  J       2         2       ^  on 

II  n'y  a  plus  qu'a  porter  ces  derivees  particllcs  dans  les  formules  («');  mais 
nous  reviendrons  en  meme  temps  a  la  premiere  forme  (  j)  des  arguments  D  dans 
le  developpement  de  Ri^o?  ^^^^^  aurons  evidemment,  par  le  simple  rapproche- 
ment de  (5)  et  (5'), 

\  (h  J"    <k'  '         \  or  J-    dl'  '         {doi'  J'~   dm'  ' 

et  nous  trouverons  fmalement 

«'a  tang- 


(B') 


7r^-(''-*')('>-^^) 


^  /  (   /  ^i>  n'a'  COS  -  •      ._. 

-f-  =r  — cos(t  —  6)  -3-7^  H 7  —  -    sin(T'—  0')  ^^^ 

dt        fx'  ^,  — e'*sinJ  ^  2fx'    ^,__e/i  ^    ^y) 

/I'a'tang- 


132.  Nous  allons  ecrire  de  nouveau  Tensemble  des  formules  auxquelles  nous 

d^p       d}p' 

venons  d'arriver;  nous  y  joindrons  celles  qui  donnent  -^  ^^"^  d'apres  la  for- 
mule (28)  du  n^  75;  enfin,  dans  les  coefficients  des  derivees  partielles  de  R©,, 
et  R^^o*  nous  ferons  avec  Le  Verrier 

(aa)  e  =  sin'>j;,        e'=:sin|'. 
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Dans  I'expression  de  ^y  nous  remplacerons  —^  par  savaleur  tiree  de  la  pre- 
miere des  equations  (A). 

Cela  pose,  les  formules  (A)  et  (A'),  (B)  et  (B')  deviendront 

D  =:  A  V  i'l' 4-  Aw  -h  k'm'-huz'; 

I 

c/^  |jL  Ok  dl^  fx  aA 

-5-  =  —  2  —  «a*  -^^^  H na  cosd^  tang  -  —r-^  -h  tang  ^  sin  9  -7-1 

de  m'     na     dW^A       .         ^         ,     i     t/a 

c/^  fjL  lang'}    (?w  2         ^  ia  dt 

(C)    /  (icj  m'      /la     dRo,i       .         o    .       dO 

^?  =  _  -'  J!£^  r    ■     ^  +  ,a„g  £  (^«y  +  ^'^l  cos(r  -  9) 
^/  fjL   cos  ^{;  L  Sin  J     OT  '^\  <^^  ^w  /  J 

r  cos c-^  sin  (t  —  0), 

2   jjL   cos  4^         2     {/rj 

smo  -77  = r    -7-7  --T^^'  4- tang-    -^  4-  -r^  )    sin(T— 0) 

^  ^/  fjL   cos^'IsinJ    (k'  °  2  \  dA  ^«  /  J 

H r  cos 3-^  cos(r  —  0); 

2  fjL   cos^*        2    dn 

D  —  A  -h/7'-hA:<k)  H-  A'cj'-f-  «t'; 

-7-  =—2—  n'a'*  -3-V-  4-  -7  /I'rt' cos i' tang -^  -^^  -+- lang -^  sin9'  -r-, 
' de'  _       m     n'a'     dRi,o  4*'         i'     '     ^^' 

(C)   {  dm'  m     n'a'     dR,,o       .         9'    .      ,  ^^' 

-^7--     ??^S^-d^-^^«"^7^'"?  7/7' 

^=      -J:1:^I      '     ^^^tangJff^^^^^ 

t/^  |jl'  cos^  LsinJ     dr  ®  2  \  d/'  <^  /J 

H -,  n  cos -^  sin(T'—  h'), 

2  [i.   cos 'I  2     dyj 

.      ,  dO'  ni    n'a'    V     i      dR,.o       .         J  /dR,.o        dR,,oM    .    ,  ,      .,, 

sin9'  -7-  =      -7 r-,    -^-T  -^/-  4- tang --^  4-  -Vr)    sin(T'— &') 

^    rt^  y.'  cos 'I   L  SI  11 J     dr  2  \  d/  ara'  /J        ^  ' 

1  ni    n' a'          J  dRi  n         ,  ,      r,^ 
: n  cos .-    -  cos(t  —  y  ). 

2  fx'  cos  4/'         2     Ofi 
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C'est  la  forme  employee  par  Le  Verrier  dans  ses  theories  des  anciennes  pla- 
netes. 

133.  II  n'y  aura  aucune  diflTicuUe  a  former  les  derivees  partielles  de  Ro,i  et 
R,,o  en  partant  de  lours  developpements  qui  viennent  d'etre  rappeles  en  tele  des 
formules  (C)  ct  (C) ;  il  y  a  lieu  cependanl  dc  donner  quelques  explications  pour 

ce  qui  concernc  ^-^^  et  ^-5-^'- •  On  trouve  immediatement 

*  oa  da' 

aa'  ^^  ^-^a^  e*e"''r/cosD, 

t 

Considerons  maintenant  le  developpement  de  a'R,  =  ^,  et  faisons 

II  resulte  des  formules  (4 1)  et  {\i')A\x  n"  124  que  Ton  a 

N  =  N,  -+-  Q  -, ,         N'=  N,  -+-  Q'  ^* , 
oil  Q  et  Q'  sont  independants  de  a  et  a' .  On  en  tire 

La  fonction  N,  etant  homogene  ct  de  degre  zero,  on  a 

,  dN,  dN, 

il  en  resulte 

Les  formules  (23)  donnent  ensuite 
On  est  ainsi  ramene  au  calcul  de  -.—  • 

da 
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Or  on  a  vu  au  n"^  123  que  N,  est  de  la  forme 

(26)  N,  =  V^>)a'A^>)  4-  yfa'K'i^  4-  ^f  a' Kf  4-. . . ; 

y^J\  V/',  . ..  sont  des  coefficients  independants  de  a  et  a';  A^^  est  Tunc  des 
fonctions  X^J\  B^\  C^^  D^^  definies  au  n''  101 :  on  a  fait  en  outre 


On  en  tire 


da 


4(7)                   "                                   . 

I. a... /I     da'' 

1 , 

^/i4-iA(y) 

1 .2.  .  .(/I  —  i)     da'^          r.2. . 

./i     c^a"-^* 

Les  formules  (26)  et  (27)  donnent  finalement 

(28)      «  ^  =  V^»a'A7^  -h  V^^KA'/'  4-  2a' A^']  4-  W^i^lia' X'i'  4-  3a' A^']  4-. . . . 

On  voit  ainsi  que  le  calcul  de  -^  se  trouve  ramene  a  celui  des  fonctions  A'„'* , 
BJ/\  . . . ,  calcul  qui  sera  fait  par  Ics  formules  (T)  du  n®  115. 


T.  -  I. 


42 


33o 
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PEUTUUBATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  DES  tL^MENTS  ELLIPTIQUES. 


134.  Nous  adoptons  Ics  notations  tres  claires  employees  par  Le  Verrier  dans 
les  tomes  II  ct  X  dcs  Annates  de  V Observatoirc . 

Nous  nous  occupcrons  d'abord  de  la  planete  P,  et  nous  partirons  des  for- 
mules  (C)  du  n^  132;  nous  poserons 


(«) 


dt 

dX 

~dr 


d9 

de 


\i.  ok 

ni'  r^Ro,, 

/x  da 


d*\ 
dt" 

d^ 
dt 


m'  /iacos4'  ^Ro.i  ^(f' 

a         e  c^co  dt 


—  /iflrcosd>     ,  *  > 
fx  ^    de 

J 

,  /lacos  -  ^r» 


I  m' 

ITT 


na  I  <)Ro.t 


cos  -  cosd* 
a        ^ 

J 


dt 


fA         C0S4'        \   <>A  d&>   / 


Nous  fcrons  de  plus 


(0 


/jL    a 
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alors  les  formules  (C)  du  n®  132  nous  donneront 


33 1 


(b) 


dt  ^     da 

^  :i::B/icos^J.]^  A^Ne^*-«e'^»'Yj/sinD. 


B/i  cos  - 
I  Si 


2        cos 


I         B/i 


2  J  , 

COS  -  COSd* 
2  ^ 


B/I  tang  - 


2wNe''c'^'n/-«sinD, 


cos^l^ 


2(i4-A')Ne*e''^'yi/sinD; 


(c) 


dt 

de 
dt 

dxs 


dX 


d*p 
'di^ 


dl^ 


df  d.i      ^        o    ,      de 


d^ 


Tn  =  ^-tan&7C0s^  — 


I    dl 


dt 

d.i 


2 


9 


2  a   dt 
dO 


^■:77  =  :77-^^ia"gf  sin?:^> 


c^^        c// 


2 


6^^ 


d(^ 
dt 


^^sm(r-0)--hCOs(r-6)(^^^j 


cos 


Pour  la  premiere  approximation  par  rapport  aux  masses,  d'apres  ce  qui  a  ete 
dit  au  n**71,  ilfaut  remplacer,  dans  les  seconds  membresdes  equations  (6)  et(c)y 
les  elements  a,  ^,  . . . ,  a\  e! y  ...  par  des  constantes  a©,  ^o>  •  •  • »  ^'o»  ^o»  •  •  • »  ^^ 
seront  douze  con5/an/e5  cTinte grot  ion  ^  dont  les  valeurs  devront  etre  determinees 
ulterieurement  par  la  comparaison  de  la  theorie  avec  les  observations;  les  con- 
stantes Aio  et  n^  dependront  de  a^  et  a^  par  les  relations 


/ijtij=  f(i  -h  /n)  =  ffjL,         n'^a'^  —  f(i  4-  m')  —  f/x'. 


Xi'i 
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On  aura  eiisuile 


/•o  '^0  ^  ~^~  ^0  "^~  ^U  ^0' 


Do  —  (//'o-r  i'^i'i,)^  -+-  Ico-H  r^o"^  /«CIo-i-  A'oJp—  (l  -i-  A) To  —  (I'-r  A')?^. 

En  calculant  4^o»  A©,  . . . ,  V^  par  Ics  fornoulcs  (4),  on  aura  a  effectuer  des  qua 
(Iratures  que  Ton  calculera  commc  il  suit  : 


/ 


.    ,^    ,  cos  Do 

SinDo"^=:— V    i  y 


f 


It  J.  sin  Do 


l/«o  -t-  £'/!, 


r  ^sinDo^/^*-- 


sin  Do 


135.  Pour  abreger  I'ecriture,  nous  omettrons  les  indices  zero,  en  nous  rappe- 
lant,  bien  entendu,  la  signification  de  a,  ^,  . . . ,  a\  e\  ....  qui,  dans  les  seconds 
inembres  des  equations  (/>)  et  (r),  seront  des  constantes  d*integration. 

Nous  poserons 


(•-*) 


/I 

n 


et  nous  trouverons 


(d) 


y 


9A\a    y  ^-^Ne''6''^''r/cosD, 

a.=i-     2B      y -^-U-r/^e^'e'^'V/sinD, 

^it-i^j      da 

Bcos'l  y  ^;y-Xe''  'e'^''-n/sinD, 


rf      — 


U^=- 


^  Jmd  I  -\-  I  -J 


ff 


I 


D  cos  - 


2     COS 


^-_ 


I 
2 


COS 


-^    y  -:-^  \6'^'6''^''r/-»  sini), 

-? y  -r-^  Ne^'e'^''Y3/-«  cosD, 

-  cosJ^ 

2  ^ 


V 


Btang- 

r^  — ,  ^     y-'"t-.f-Ne^'e'^''Yj/cosI). 

cos  4^  .^^  /  -H  /  V 
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On  voit  que  ces  valours  de  •;,  A,  . . . ,  V  sont  de  la  forme 

C  =  ^AcosD,  A  =r2]^-sinl), 

a^  rii  ^  E  cosi),  A.,  3-_  2]  C  sinl), 

^  ri^GcosD,  J  zT:^l>sinI), 

V  rr.  2]  U  cosD,  (,'  zz:  ^  TsinD. 

On  a  les  expressions  analytiques  des  coefficients  A,  C,  . . . ,  U  qui  correspon- 
dent a  chacun  des  arguments  D,  etl'on  pourra  calculerleurs  valeurs  numeriques 
quand  on  connaitra  celles  des  constantesa,  e,  . . .  . 

On  trouvera  Tordre  de  chacun  des  coefficients  A,  C,  . . .  ,  en  faisant  la  somme 
des  exposants  de  e,  e'  et  y)  dans  ces  coefficients;  car  nous  considerons  toujours 
e,  e'  et  yj  comme  de  petites  quantites  du  premier  ordre. 

Peut-etre  convient-il  dc  remarquer  qu'il  resulto  de  ce  qui  a  ete  dit  au  n"^  126 
que  les  expressions  ci-dessus  de  ^,  A,  . . . ,  V  ne  dependent  en  aucune  fagon,  ni  de 
la  position  du  plan  fixe  des  xy^  ni  de  Torientation  de  I'axe  des  x  dans  ce  plan. 

Nous  ferons  encore  observer  que  Ton  conclut  des  deux  dernieros  for- 
mules  (d), 

U          /4- A-    .  ,  J 
TT  —  2 sm*  -, 

de  sorte  que,  sauf  le  cas  de  m  =  o,  les  divers  termes  de  V  seront  beaucoup  plus 
petits  que  les  termes  correspondants  de  G. 
Les  equations  (c)  donneront  cnsuite 

Oj  £  r=  .1,  -t-  ri  lang  -  -+-  tang  ?  sin  9  di  0, 
(/)  /  0,  6' ~  a'-- lang -^  cos4' -^> 


2  •    2<7 


edixjsz^  ^  4  e  lang  -  sin 9  6, 6*, 

3,9  =:  -  y  sin(T  —  9) -f- (G  4- V)C0S(7  —  0), 
sin9  5,  e--f-  C,'cos(7  -  ^)  -h  (C  -4-  V)  sin(T  —  6). 

Si  Ton  rcmplace  dans  ces  formules  les  quantites  4^,  A,  ..  . ,  V  par  leurs  va- 
leurs (e),  on  aura  les  expressions,  analytiques  ou  numeriques,  des  inegalites 
periodiques  du  premier  ordre  des  elements  de  la  planete  P. 
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Dans  le  casoii  le  diviseur  i  -\-  ?'v  qui  figure  dans  les  formules(rf)  est  tres  petit, 
on  a  les  inegalites  a  longues  periodes  dont  il  a  ete  question  au  n°  74. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  calculer  S,  p  par  la  formule 


Sip  =  I dindtzi^-^  -^  I  i^adt; 


elle  aurait  conduit  au  meme  resultat  que  celui  que  nous  avons  tire  de  I'equa- 
tion 

136.  Les  formules  (rf)  cessent  d'etre  applicables  lorsque  i  et  t  sont  nuls 
simultanement,  car  alors  le  denominateur  i-^-i'^  est  egal  a  zero. 

Dans  ce  cas,  il  faut  remonter  aux  expressions  (6)  et  les  integrer  apres  y 
avoir  fait*  =  o,  t'=  o,  eten  regardant  D  comme  une  constante.  Si  nous  con- 
siderons  Tensemble  des  termes  de  la  fonction  a'Ro.i  pour  lesquels  i  =  i'  =  o, 
tcrmes  que  Ton  appelle  sdcidaires,  comme  nous  i'avons  deja  dit  au  n®  73,  nous 
aurons 

D  =1  A' CO  4-  Xr'cj'-f-  ut'. 


Pour  siihplifier  Fecriture,  nous  employons  ici  les  memes  lettres  N,  A,  h\  /, 
k,  k\  Uy  que  precedemment. 

Celapose,  nous  tirerons  des  formules  (ft). 


{g) 


<)N 


J  =      B«^cos'^2/<Ne^'-»e'^'V/cosD, 


() 


^  — 


J 

cos  - 


-  B«/ 1 

2  J 


C0Sl|» 

I 


cos  -  C0Sd» 
2  ^ 


tang 


2MNe^e''*'n/-«sinD, 


V==: 


cosq;       ^^ 
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Nous  aurons  ensuite,  pour  determiner  les  variations  seculaires  du  premier 
ordre  des  elements  de  la  planete  P,  les  formules  suivantes  : 

di  I  =die  =:<X  4- Jiang  ^  -h  tang  -  sin95i^, 

(h)  {  .  o 

edjBy  =  JH-elang  -  sino  diO, 

2 

5,9  =— gsin(T— ^)-h(G-hV)cos(T  — ^), 
sin9  d^e—-^  gcos(T  —  6)  H-  ( G  -f-  V)  sin  (t  —  0). 

On  retrouve  le  resultat  du  n®  73  :  dans  la  premiere  approximation,  le  grand  axe 
n'a  pas  d'inegalites  seculaires,  tandis  que  les  cinq  autres  elements  e,  e^  csr,  (p,  0 
en  sont  affectes. 

II  sera  facile  de  calculer  par  les  formules  (g)  et  (A)  les  variations  annuelles 
de  ces  cinq  elements;  il  suffira,  en  effet,  de  faire  /  =  i,  en  supposant  que  n  et  n' 
soient  exprimes  en  prenant  Tannee  julienne  de  365^  2.5  pour  unite  de  temps.  On 
trouvera  ces  valeurs  numeriques  pour  les  anciennes  planetes  dans  le  tome  II  des 
Annates  de  V Observatoire  de  Paris^  p.  loo  et  102.  II  faut,  bien  entendu,  faire  la 
somme  des  valeurs  obtenues  en  combinant  la  planete  P,  d'abord  avec  P',  puis 
avec  Jr  y  • .  •  • 

Si  Ton  faity  pour  chacun  des  elements,  la  somme  des  inegalitesperiodiques  et 
seculaires  donnees  par  les  formules  (/)  et  (A),  on  aura  Tensemble  des  inega- 
lites  du  premier  ordre. 

137.   Occupons-nous  maintenant  de  la  planete  P'. 

Nous  nous  bornerons  k  reproduire  les  formules  sans  explication,  vu  qu'elles 
sont  tout  a  fait  analogues  a  celles  que  nous  venons  d'obtenir. 
Nous  posons 

dX'  m    ,   ,,  c^Ri.o  d$'  m    ,   ,        ,,dR,.o 

(«')  rf«'  _         m  n'a'co%'\,'  <JR,,o  rf(,"  _      i  »»  "  **  *^®^  a  «JR,. 


0 


1 


dt  fi'         e'  dm'  de  a  p'     cosi]/'       dn 

'  't       ^ 
rfS'  ^       1  m         n'a'         i  (?R,.o  ^V'  >»  ""^      ^^a /<?R..,       <>R,  .\ 


m  n'        m 


(!')  __^         vrrrB'. 
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Les  formules(C')  du  n*'  132  nous  donncnt 


(//) 


(It 


dt- 


dV 
dt 


di' 


dt 


/  ^^^    rr:l^/^cos'y  ^  A'N'e^'c'^*'-* r/ sin I), 


W  n  cos  - 


r---    y/iN'<?"^''*'r/-»cosl), 

4  COS  •}  ^^ 


dCr'  I  H'/l 


COS  -  cos,p 

2  ^ 


...,  H'/Man?:- 

d\'  ^  rh   '\r^ 


-^//\6'''e'^''r/-«sinl), 


dt 


n—  y^{i'-^k')\ef*e''^'T/^\n\)x 


da^  _  d.^C  c^y       d'  V 

dt    ~~    dt  '  dt-    ~     dt^ 


dt'       d.V       ^         iL'  dri'       ^         9'    .      ,  dO' 
-  ^  -^  -+-  lang  X.  _  .|.  tang  1-  sin  9'  -^ , 


^/^ 


2    r/^ 


dt 


W) 


I 


de'  __  dr 
dt 


__tang^-cos^^^, 


,  ^cj'     ^.r 


r/6' 


6-'-^  = -.- +  e'tangl.  sino' -^, 


^^ 


^^        '     ^    -^""^    54     -"T      ^^ 


I 

(It 


'-=      sin(-'-</')^'' 


l_ 
dt 


\    S 


.      ,  rf&'  -  ,      r's  d'ii'         ■    ,  ,      f,.  I'd&'       dV'\ 
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M- 


On  trouvera  sans  p(»ine,  en  partant  dcs  fornuiles  (//), 


I" 


A'----  -3B'v  y  ^  .,     ,  N'6>V^''Y]/sinl), 

-Ad  (/  4-  /  V)- 


(cl') 


V- 


(    i)\ 


B'      V-,    ',-(./";  V -f-N')6>^' e'^'r/ sin  I). 
^^  I  ^  I  V  \     On 


.r 


//' 


I    (iv    _ 


a 


rz-B'cos-y^^        .    N'e"f?''''-»Vcosl), 


B'  cos  - 


(r 


Co' 


/ 


^     y  -^'-,.-  N'e^'e'^'r)/-*  sin  I) 

'>.     cos  v}/         -*^  /    »    /  V 


i  ,^~       -  y  ^"  .,-  ^e''e'"'  r/- »  cosD, 

cos  -  cos'4> 


J 


v  .--^  - 


B'lang-  .,^ 

—  ,.-     y  V    '  .  -N'6'''e''''r)-^cosD. 

COS'sJy  -*^  /  -'■  t  V 


Lcs  inegalites  periodiques  do  la  planeto  P'  seront  determinecs  par  les  for- 


niules 


o.«'-C         0,0'-.  \\ 


''  '  'V  o' 

o,£'  =  .I/h- J'lang  —  -f-  tang  -^  sin9'5,S'', 


(/') 


o\/' 


^.  ' 


0,  6' 


—  a"— tang -^  cosV  -^» 


o 


-  .T'  +-e'(anir  —  sino'^,  0\ 

'      SI 


o^9'=r      (r  sin(T'  -  0')  -  (c^'-i-  V')cos(t'-  0'), 
sin 9'  '5,{;'  .^  -  (i'cosCt'    -  0')  -  (C'-f-  V)  sin(T'    -  6'). 


On  aura  enfin,  pour  le  calcul  des  inegalites  seeulaires. 


a'H,.„-=  y  N'f'''6''^''r/cosD, 


D—.k(s)-}-k'^'-^uT' 


T.  -  I. 


/li 


'{■{H 
el 


(A''; 


(/'') 
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>"  -r  >,. 


A'  =  o. 


.    -»'-,{ 


B'/,/2(« 


VU''e'''  t/cosI), 


■J 


r  r       Fr/i/cos-y^/iNe^'e'^'-'r/cosI), 
a"  -     Fr/i/cosy^rNe^'e'^'-'r/sinD, 


J 

cos  - 


d" 


C' 


-  B'/i/       ji       y/NVe'^'r/-'  cosD, 

'P.  cosy         --fc^ 


ir' 


COS  -  COS  •> 

v.  ^ 

4 

lang- 


B'/i/       p;       y  (£'4-  X')N'^''^''''>/sinD; 

cosy        -^d 


0|  /     := 


o,         o,p'~o, 


■V 


Oil'  —  -Ao' '\-  J' tang  —  -I-  lang^  sino'oi^', 


o,e' 


r-.  <r, 


^,o,cy' 


o.  ?' 


sino'a.y 


.f' 4- e' lang  ^  sin  9^0,  ^', 

(,"sin(T'— y)-(t'H-V')cos(T'— ^'), 
-  (rcos(T'  -  y)  -  (r.'4-  V')sin(T'-  y). 


Lo  l(»ctcur  trouvera  une  application  Ires  detaillee  des  formulcs  ci-dessus  dans 
lo  lonie  X  des  Annates  de  V Observatoire  de  Paris,  pour  Jupiter  et  Saturne.  Les 
Tableaux  nurnoriques  donnant  les  valeurs  des  quantites  A,  L,  ...,  T  y  occupenL 
les  pages  iio  a  i25;  les  pages  127  a  1^2  sont  remplies  par  les  Tableaux  qui 
repondent  aux  foriiiules  (/).  Les  donnees  correspondantes  pour  Saturne  se 
trouvent  dans  le  niemc  volume,  p.  i4  >  a  i(>3  et  p.  164  a  t83. 


138.  On  pent  presenter  sous  une  forme  un  pen  differente  le  calcul  des  per- 
turbations du  premier  ordre  de  9  et  0,  9'  et  0'. 
On  a  trouve 


(^0 


(jsin(r-9) 
gcos(T-(J) 


(Cr-f-  V)COS(t-  0), 

((5  4- V)  sin  (t- 9), 


Supposons  que  Ton  eliange  de  plan  fixe  et  que  Ton  adopte  la  position  du  plan  de 
Torbite  de  la  planete  P'  a  un  moment  donne  /« 5  nous  savons  que  les  quantites 
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(j,  C  ct  V  ne  seront  pas  affectecs  par  ce  cliangement.  On  a,  en  general  {Jig-  21), 
NG  =  T  — 0;  aTepoque/oi  legrandcercleN  G  estcouche  snv  xy\  on  a  NO  —  o.  La 


I'ig.    u. 


•         ♦  •    -    -      5 


quantite  t  —  0,  qui  est  ainsi  nulle  a  I'instant  /o,  sera  petite,  de  I'ordre  dcs  masses, 
a  I'epoque  /.  Comme  il  s'agit  ici  des  perturbations  du  premier  ordre,  on  pourra 
faire,  dans  les  formules  (2),  t  —  0  =  o  et  sin^  =  sin  J.  Les  valeurs  corrcspon- 
dantes  de  0, 9  et  S,  0  seront  les  perturbations  de  Tinclinaison  et  du  noeud  ascen- 
dant de  Torbite  de  P  sur  le  plan  primitif  de  Torbite  de  P',  quantites  que  nous 
designerons  par  $  et  0;  ainsi 

Les  formules  (2)  donneront  done 

(0  o,*i^t4-V,        sinJdiB    -(/. 

Ces  equations  offrent  une  representation  physique  interessante  des  quantites 
(?  -+-  V  et  (j . 

Les  formules  (2),  entendues  dans  leur  ancienne  generalite,  pourront  s'ecrire 

(  0,9  —  cos(t  --  6')o,4>  --  sin  (t  —  6')sinJo,6, 

f  sin^o,  B  —  sin  (t  —  (/)o,4>  -t-cos(T  —  (/)sinJ  0|6. 

Si  Ton  a  egard  aux  expressions  {d)  de  (j*,  a  et  V  et  que  Ton  pose 

H  cos  - 

2      C0S'j»      I  -h  I    V 

(3)  ':  J 

//  t-  2(1  4-  X)  sin*- 

K  — '  ;- . :, '-^e^*e'^^n^-\ 

2  J  ,  ^  ~h «  V 

cos  -  COS'i^ 

•J         ^ 

on  pourra  ecrire  les  formules  (/)  comme  il  suit  : 

(X)  oj4>  -^  V  K  cosi),         sin  J  o^B  ---  ^  H  sin  I). 
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En  portant  ccs  valours  dans  (y),  il  vient 


0,  9^2  ^^^(  '^    r-  T  -  ^)  -  2  ^^^^^  COS(l)  -  T  -+-  0), 

(0  { 

I  sin 9 01^=:^  V  — ^  -  sin  (D  -I-  T~  ^)  -i-  V  — ^^— sin  (D  —  r-f-  ^). 

On  obtiendra  ainsi  les  diverses  inegalites  periodiques  du  premier  ordre  de  9  et 
deO. 

On  sail  qu'a  un  argument  donne  D,  dans  lequel  le  coefficient  de  t'  est  w,  cor- 
respondent les  valeurs  —  w,  —  w  +  2,  —  //  -4-  4,  . . .  de/;  si  Ton  pent  negliger 

sin^-  devant  Tunite,  il  sera  permis  de  faire/--  -  u;  les  formules  (3)  donne- 


2 
ront 


2  cos  ^f  I  -h  I  y 
les  expressions  (/)  se  simplifient  et  deviennent 

(/,)  oio  —  ^  IIcos(D-+-T  — ^),         sin9o,0i:^  V  IUin(D -+- t  —  0); 

les  formules  (X)  deviennent,  dans  la  meme  hypothese, 

(A,)  o,<t  ^  V  II  cosD,         sin  J  OiB  ^  2]  **  ^*"^- 

On  voit  qu'on  passe  de  (A, )  a  (/< )  en  rempla^'ant  simplement  D  par  D  -f-  t  —  0. 

Si  les  formules  (/, )  et  (X'l )  ne  sont  pas  entierement  rigoureuses,  elles  donnent 
du  moins,  sous  une  forme  Ires  simple,  les  parties  les  plus  importantes  de  0,9 
et  G,0. 

Dans  ses  theories  des  diverses  planetes,  Le  Verrier  calcule  les  inegalites 
periodicjues  du  premier  ordre  de  9  et  0  par  les  formules  (k)  et  (/). 

Faisons  les  monies  modifications  pour  la  planete  P\ 

Soient  4>'  et  0'  Tinclinaison  et  la  longitude  du  na»ud  ascendant  de  Torbite  de 
V  par  rapport  a  la  position  qu'occupe  a  Tepoque  (0  le  plan  de  Torbite  de  P. 

On  trouvera 

(T)  a^a>'=:t/-+- V\         sinJo\e' :=!(/; 

on  porlant  cos  expressions  dans  les  formules 

5,9'  z=L     (/sin(T'  -  0')  -  (G'4-  V)  cos(t'—  (;'), 
sin9'oi  0'=zz--  C/cos(t'-  9')  -  (G'-h  V)  sin(T'-  0'), 
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on  aura 

.,  j  a,  9'  — -  c()s(t'-  0')  d,*'-i-  sin  (t'-O')  sin  J  5,0', 

•^  I  sin<p'd,  ^'=:-sin(T'-6')d,4>'-cos(T'-0')sinJd,e'. 

On  pourra  poser 

(A-^  ^i  *'  ^  21 J^'  cosD,        sin J5,e'  =  21 "'  ^*"^ ' 


on  en  deduira 


H-hK  ,.        .     ,.        ^H'-K' 


a,9'z:^-2  •CQS(l)-|-7-6^)-t-2]   — ~— C0S(D-t'-+-^'), 

sino'o.yz^:-  y  ."!±J^'sin(D-+-T'-^')-  V  M^A' sin  (D  -  t'-+- $'). 


139.  II  nous  faut  donner  encore  les  formules  qui  permettent  de  calculer  les 
perturbations  du  premier  ordre  de  z'  et  r],  quantites  qui  figurent  explicitement 
dans  les  developpements  des  fonctions  perturbatrices;  la  connaissance  de  ces 
perturbations  est  tres  utile  pour  le  calcul  des  inegalites  du  second  ordre. 

La  premiere  des  formules  (12)  du  n""  130  donne  d'abord 

^  :=:cos(t~^)^  -+- sui  (t  —  0)  siu 9  ^  —  cos(t' —  6') -^  —  sm (t' —  $')  sm9'  -^; 

en  rempla^ant  ^  ^t  ^  d'une  part,  -^  ^^  -jr  d'autre  part  par  leurs  valeurs  (c) 
et  (c'),  on  trouve  aisement 

On  peut  ensuite  mettre  la  troisieme  des  formules  (12)  du  n"  130  sous  cette 
forme 

dt  ^  ^  dt  ^  '        '  dt  ^  '  dt 

(5)     /         _cos(T'-6')sin9'-^  -  (1  -  cosJ)  sin(T'- 6') -^ 

d^' 

-+-  [  sin  9' cos  (r  —  0' )  —  sin  9008(7—  0)  -+-  sin  J]  -7-- 

Les  quatre  premiers  termes  du  second  membre  se  reduisent  J*  ^  H — 77 
quand  on  y  remplace,  comme  plus  haut,  77'  ^'  ^'  777  V^^  leurs  valeurs  (c) 
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(10' 

ct  (c').    II  y  a   lieu  de  Iransformcr  le  coefficient  do  --r-  en  y  mettant  pour 
cos(t  —  0)  et  cos(t'—  0')  leurs  expressions  tirees  des  relations 

cos9'=:  C0S9  cosJ  -t-  sin9  sin  J  cos(t  —  ^ ), 
C0S9  =  cos9'cosJ  —  sin9'sinJcos(r'—  0'). 

On  trouve  ainsi 

,,,/•,,.  ,        /i,        .    ,       siii'J— (1  —  cosJ)  (coso -h  coso' ) 

•  sill  V 


=  lang-  [  2cos' C0S9  —  COS9  ] 

=  2  lang  -    sin*  -^  -h  sin* sin'  -  )» 

°  2  V        2  2  2 


et  la  formule  (5)  donne  finaleinent 


.  •    ^t'      dii      da'  .  ,  J    .    .  ,      r.f.do' 

sinJ  --r  =  -3;  -H  -77  —  2  sin*  -  sin(T'—  B')  -}- 

dt        dt        dt  2        ^  ^  dl 


{^)  {  ,         J 

2 lang-  , 

H : — r-    sin*  ^  H-  sin 

sin  9'     \        2 


in* sin*  -    sin  9  -,- 

2  1)       ^   dt 


Les  deux  derniers  termes  du  second  membre  de  cette  equation  seront  Ires 

petits;  car  les  coefficients  de  -^  et  sin^'  -r-  sont  du  second  ordre  par  rapport 

aux  inclinaisons. 

En  integrant  les  equations  (4)  et  (G)   multipliees  par  rf/,  on  obtient   les 
expressions  suivantes  pour  les  perturbations  du  premier  ordre  de  J  et  de  z'  : 

o\j=:(g;  -f.v)-+-(e'-+-V'), 

sinJo,T'-(,*-Hy'-2sin*  -  sm(T'  — 6')(5,9' 

J 

2  lang  - 


H ; — ^— (  sin*  -^  -H  sin*  ^ sin*- )  sin9'(5i9'; 

sin9     \        2  2  2/        ^ 


d'oii,  a  cause  dc  r.  —  sin  -» 

*  2 


J  ((^-v-V^-l-(c^'-f- V) 

diTi  =:  cos > 

2  2 


cos  - 

2 


-h  lang  -  (  sin*  ^  -h  sin*  2-  —  sin*  -  )  0|  ^' 
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Lc  plus  soiivent,  ces  formules  pourront  elro  mluites  a 


(»«.) 


Oil  encore  a 


(/O 


o,r,  — 


'A 


Tjo,?'  —  -  [sinJ3,04-  sinJoiB'l, 


formules  dans  lesquelles  on  devra  remplaccr  S,*,  sinJo,©,  S,*',  sin  15,0'  par 
leurs  expressions  (k)  et  (X-),  si  Ton  veut  avoir  les  inegalites  periodiques  de  y] 
et  de  t'. 

On  pourra  ohtenir  aussi  les  inegalites  seculaires  du  prenaier  ordre  de  T^  et  t', 
en  rempla^ant  dans  les  formules  (m),  (J,  g,  V,  (/,  g',  V  par  leurs  expres- 
sions (g)  et  (^),  et  0,^',  0,0'  par  les  valeurs  (A');  on  voit  ainsi  que  les  quan- 
tites  T]  et  T  sont  affectees  d'inegalitcs  seculaires. 

110.  Nous  avons  dit  deja  au  n°  63  que,  quand  les  inclinaisons  9  et  9'  des  or- 
bites  sont  tres  petites,  il  est  souvent  avantageux  d'introduire,  au  lieu  des 
quatre  quantites  9,  0,  o\  0',  quatre  nouvelles  variables  p,  q,  p\  q'  definies  par  les 
relations 

!p  —  tang 9  sin  5',  q  =  tang9  cos^, 

/?'—  tango'sin^',         7' — -  tang9'cos^'; 

on  y  trouve  cet  avantage  que  les  variations  de/?,  q^p\  q*  sont  toujours  petites; 
il  n'en  serait  pas  de  meme  de  la  variation  0  si  9  etait  tres  petit;  de  plus,  Tin- 
troduction  des  variables/?  et  q  facilite  le  calcul  des  perturbations  de  la  latitude 
heliocentrique. 

Hln  differentiant  la  premiere  des  formules  (7)  et  remplagant  ^  et  -^  par 

leurs  expressions,  on  trouve  successivement 

o 
ta  ncr 
dp  ^dO         sin^   do       cos 6'    .       d^J        sin  9  do  ^2  .    r  ^? 

dt  ^^  dt         cos*  9    dt         cos  9  '   dl         cos  9    dt  COS  9  ^  dt 

9 
sill  {/I         .    ,         ,    dii  ^         ./dC^       dX  .-]       ''^^^^Ido 

C0S9  L  ^^^  \'^^         ^^fJ]  ^'« 


1S9 


dt 
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Cost  ainsi  qu'on  obtient  les  formules  suivantes  : 

dp  da        .      fd(?       d\  \  o  do 

cos:>   -J-   —      COST  -r  -h  sinr  (  -.-  -r-  —  -     -4-/?  tang  -  -7, 
dt  dt  \  dl         dt  )      '         ^  1    dt 

da  .        dii  fd^        d\\  o  do 

coso  ~  =—  sinr  --  -+-cost  (—, — i — r-  I  -+-7  lane  -  -~y 
•     dt  dl  \dt  dl  J        '         ^  1    dl 

,dp'  ,dii'  ,        ,fdCr'         d\' 

COSCJ    -^      —  —  COST    -; s'"*  ' 

dl  dt 


(8) 


,dn'  .       ,di{'  ,fd^'       d\ 

COSO    —J-  —  4-  sin  T    ->     —  COST  I  —J-  H 

'     dl  dl  \  dl         at 


,        ,  fdCr'         d\'\  ,  9'   do' 

.j^^tangj^. 


On  peut  avoir  besoin  d'exprimer  J,  t  el  t'  a  Taidc  de  /?,  y,  /?'  et  q' \  pour  cela, 
il  y  a  lieu  de  se  reporter  aux  deux  dcrniercs  formules  (4)  du  n°  117,  et  de  les 
multiplier  respectivement  par  cosO'  et  sinO',  ce  qui  donno 

sin  J  sinT'—  sin  9  cos  0' sin  (^—  0')    -  cos9sin9'sin{5''  4-  sin9COS9'sin6''cos(^  —  S'), 

d'oii 

« 

7  sinT'  — tango  sin9  —  tang9'sin^' 

C0S9COS9  ^^ 

^^^  [—  C0S9'  sin9  4-  COS9'  sin9' cos(^  —  9')  4-  cos 5'  sin(9  —  5'  )1 

COS  9  ^  ^  V  /.I 


ou 

sinJ 


— ;  sinT'^p  — />'  H  cjsin* ^  sin(6'  —  {/')cos9', 


cos  9  COS  9  2      cos  9 

« 

en  remplacant,  dans  le  coefficient  de  — ^)  sinO  par 
^    ^  C0S9  • 

sin9'cos(9  —  ^')  4-cos^'sin(9—  9'). 

C'est  ainsi,  et  par  des  calcnls  analogues,  que  Ton  arrive  aux  formules  ci 
dessous  : 


(9) 


(9') 


SI"  J  .  I  .   ,  9  tang9     .    ,^      ^,,        .. 

7  sinT  — p  — A?  4-  2sm*  -  — ^^  sin(0  —  9  )cosQ, 

cos  9  cos  9'  2    cos  9 

sinJ                              ,          .   ,  9  tang9'    .    ,.      ^,.   .    ^ 
r  COST  —7  —  q—  2sm*  -J- ^-J-  sm(&  —  t/')smy: 

cos  9  cos  9  2     COS  9 

f        sin  J  .     ,  ,  .   .©'Iang9    .    ,^       ,,,        ., 

I g,jj^'_-p  —  p'-+-  asm--! ^  sm(©    -  9')  cos 6', 

1  COS9COS9'  '       '^  2   COS9 

-cost' =7  —  q  —  2 sin*  2-  _ — ^  sin(^  —  0')  sin^'. 


9  cos  9 
sinJ 


cos  9  cos  9  2     cos  9 

D'autre  part,  la  formule 

cos  J  =:  cos  9  cos  9'  4-  sin9  sin  9'  cos(0  —  0') 
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donne 

cosJ  i=:cos9  cos9'(i  -+-/>/>'  ^-<77'); 

or 

d'ou 

cos'9COs'9'~ 


il  en  resuite  successivement 

cos'J  - (■+/>/->- 77')* 

I 

Les  formules  (9),  (9')  et  (10)  sont  rigoureuses  et  determinent  avec  precision 
les  quantites  J,  t  et  t',  en  fonction  des  auxiliaires/?,  q,  p\  q' . 

En  negligeant  les  cubes  des  inclinaisons,  les  relations  (9')  donnent 

i  sin  J  slnr' =/>-/>', 
(  sin  J  COST— 7  —  7'. 

D'autre  part,  la  forniule  approchee 

T  —  t'-:  -  Iang9lang9'sin((;  —  5'), 

demontree  au  n""  117,  donne,  en  exprimant  t  —  t'  en  secondes, 
(,2)  T_-'  — /-A  ^  ;^  . 

sin  2 

On  tirera  des  equations  (8)  les  formules  suivantes  pour  calculer  les  pertur- 
bations du  premier  ordre  des  quantites />,  q,  p\  q'  : 

I  C0S9  hxp  ~      &  COST  -h  (S  -+-  V)  sinT  4-  p  lang  -  5,9, 
f  cos 9  5j  q  ==—  0*  sinT  -h  ((5  H-  V)cosT  -h  q  lang  -  0,9; 

cos9'o,/>'  =z  — (J^cost'—  ((^'-+-  V')sinT'-h/?'tang  —  ^,9', 
('3')  { 

COS9' a,  7'  r:z  -h  g'sinT'  —  (C'  -+-  V')cost'  -h  q'  Ung  2-  0,  9'. 


T.  -  I. 


4'4 


346  CUAPITRE   XX. 

On  pcut  ecrire  encore,  a  cause  des  relations  (i)  et  (<'), 


(o) 


(o') 


COS9  Oip  z=r      sinr  o,<t  -f-  cost  sinJo,0  -h p  tang  ^  (3|9, 
cos  9  0,  y  =:      COST  (5,4>  —  sinT  sin  J  6,6  4-  7  lang  -  6,9; 


cos9'o,/>'  =  — sinT'0|4>'--  cost' sinJo,0'-i-/>' tang  —  6,9', 
cos9'oi7'  =  — cost'o,4>'  i-  sinT'sinJd,6'4-7'tang  ^  6,9'. 


Ces  formulcs  permettent  de  calculer  Ics  inegalites  periodiques  du  premier 
ordre  dc/;,  y,  p\  q\  et  aussi  leurs  inegalites  seculaires,  ou  plutot  leurs  varia- 
tions annuelles. 

En  tenant  compte  des  relations  (X)  et  (X'),  on  pent  mettre  les  formules  (o) 
et  (o')  sous  cette  forme  : 


COS9  6,/>  =:       V sin(D  -^  t)  -+-  V  sin(D  —  t)  -h^  tang  -  6,9, 

C0S9  djr/  rzr       V cos(D-ht)  —  V  — ; —  cos(D  —  t)  -4- ^  tang  -  5,9; 


3 

H 

K 

a 

H' 

K' 

a 

II' 

R' 

cos9'3,/?'=:—  V sin(D  h-t')  —  V  sin(D  — t')  -H/>'lang  ?-  6,9', 

cos9'd,7'  =  —  V cos  (I)  -t-T')-i- V  — ^ —  cos(D  —  t')  -i- 7' lang  2-  ^19'. 

Les  derniers  termes  des  seconds  membres  de  ces  equations,  ceux  qui  contien- 
nent  §,9  eto,^',  seront  le  plus  souvent  negligeables;  on  en  tiendra  compte, 
s'il  y  a  lieu,  en  ayant  egard  aux  relations  (/)  et  (/'). 

11  nous  reste  enfin  a  calculer  les  inegalites  du  premier  ordre  de  t'—  t;  elles 
nous  seront  necessaires  pour  calculer  celles  de  X  et  co  par  les  formules 

X  ==  /  -H  t'  —  T,  Ci)  =  CT  4-  t'  —  T, 

en  partant  des  inegalites  de  /et  gj,  lesquelles  ont  ete  considerees  deja;  or  on 
tire  de  la  formule  (12) 

^P)  o,{z'-T)^\{p'd,q^q'&,p-pi,q'^q6,p'); 

40 

done,  en  tenant  compte  des  formules  (o,)  et  (o'J,  on  aura  les  perturbations 
cherchees,  lesquelles  sont  d'ailleurs  tres  petites  et  negligeables  dans  un  grand 
nombre  de  cas. 
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La  (lifferonco  t' —  t  sera  aJFectee  d'une  petito  inegalite  soculaire  dii  premior 
ordre. 

141.  Les  troistermes  de  Texpression  (/i)  deo,/=o,£contiennent/cnfacteur; 
soil  (7/ la  sommc  deccstrois  termcs;  on  voit  que  Texpression  de/,  fournie  par  la 
premiere  approximation,  sera  dc  la  forme 

(i4)  nt  -j  £  -^-  at  h  les  pcrlurbalions  periodiques; 

(Jt  represente  les  inegalites  seculaires  du  premier  ordre  dc  I'element  £. 
Le  coefficient  de  /  dans  cette  formule  (i4)  est  egal  a  /i,,  en  posant 

■ 

c'est  lui  que  Ton  obtiendra  directement  quand  on  comparera  deux  valeurs  de  la 
longitude  moyenne  deduites  des  observations  faites  a  deux  epoques  separees  par 
un  intervalle  de  temps  considerable.  II  est  naturel  de  determiner  une  quantite 
a,  par  la  relation 

(i5)  n\a]  —i(i  4- w); 

on  a  deja 

n^a^—  f  (i  -f-m), 

et  Ton  en  conclut 

d'oii,  en  negligeant  n^  qui  est  de  I'ordre  de  m'^ 

(.6)  „  ^  „,(,.,.  I  ^^). 

On  pourra  ecrire  ainsi  I'expression  (i4) 

/ii  /  -+-  £  H-  les  perturbations  p6riodiques ; 

on  calculera  a,,  puis  a  paries  relations  (i5)  et  (i6);  partout  oil  a  figurait  direc- 
tement, on  devra  doncmettre  sa  valeur  (i6).  Sous  lessignes  sinus  et  cosinus,  ce 
quientrejusqu'ici  dansnos  formules,  c'est /i/  =  (/i,  —  a)/;  on  devrait  doncfaire 
cette  substitution  si  Ton  tenait  a  ordonner  rigoureusement  suivant  les  puis- 
sances des  masses  perturbatrices.  Mais,  dans  Tapproximation  suivante,  il  fau- 
drait  remplacer  /  par /i|/ 4- £ -h. . . ,  c'est-a-dire  arriver  finalement  a  mettre  n^ 
au  lieu  dc  n;  il  vaut  done  mieux  le  faire  des  la  premiere  approximation. 

Quand  n  figure  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus,  il  n'est  la  que  pour 
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abreger  Fecriture  et  rcprcscnte  I'exprcssioni/-^^-^;  c'est  ce  qui  arrive,  par 


m' 


exemple,  pour  le  coefficient  —  na^  qui  entre  dans  la  premiere  des  formules  (a). 
On  ne  doit  pas  y  remplacer  n  par  /i,,  mais  ecrire 


-  —  na*  - 


—  i'i  ^»4  /  _^  -_-  4 /_  m'\/a  -z  i/-  m'sfaAi  -+-  4  —  ); 


toutefois,  pour  la  premiere  approximation,  on  pourra  ne  pas  tenir  compte  du 
terme  en  a  de  I'expression  precedents  car  cela  reviendrait  a  introduire  imme- 
diatement  un  terme  de  I'ordre  du  carre  des  masses;  on  voit  done  que,  dans  la 


ni'        «        ni' 


premiere  approximation,  on  pourra  prendre  -    na^  =  —  ^ifl|»  ce  qui  revient  a 

p  p. 

remplacer  partout  n  et  a  respectivement  par  n,  et  a, ;  mais,  dans  les  approxima- 
tions suivantes,  il  faudra  proceder  comme  nous  I'avons  indiquc  (* ). 

Donnons  quelques  indications  sur  le  calcul  de  a,  par  la  formule  (i5);  nous 
appliquerons  cette  formule  au  mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil  en  met- 
tant  deux  accents  aux  lettres;  nous  aurons  ainsi 

(17)  f(l-^m^)r-:„7a7, 

En  eliminant  f  entre  (i5)  et  (17),  il  vient 


* 


Tunite  de  longueur  etant  arbitraire,  nous  la  choisirons  de  maniere  que  a"  =  i, 
ce  qui  nous  donnera 

_       n^        y\  -+-  m 


2  a" 


6  n\ 


La  formule  (i7)montre  que  Tunite  de  longueur  se  trouve  etreactuellement  le 
demi  grand  axe  de  Torbite  d'une  planete  Active  qui  ne  serait  soumise  qu'a  Tac- 
tion du  Soleil,  et  serait  animee  d'un  moyen  mouvement  egal  au  moyen  mouve- 


(* )  Pour  ne  pas  multiplior  a  Toxc^s  les  notations,  nous  laissorons  //  et  a  la  odi  nous  devrions  meltre 
//i  et  <7i. 
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ment  apparent  (le  laTerro.  On  a,  par  les  obscM'vations,  pour  lo  moyen  niouve- 
uient  (le  la  Terre,  en  line  annee  julienne  de  365^25,  n^  •-  i  29 > 977",  38.  Le 

Verrier  adople  nf  =  r,—- ^ — >  et  il  a  frouvc,  par  la  llieorie  du  inouvement  de  la 

Terre,  a"—  -h  2", 507.  Les  formules  ci-dessus  deviennent  ainsi 

a^^=-  (4,0750645)  v^ I  -H  /n/ij  •, 
a'^  ZT-.  1 ,000001  29; 

le  nonobre  mis  entre  parentheses  dans  la  premiere  dcces  formules  designe  un 
logarithme. 

Remarque.  —  Le  changement  de  n  en  n,  permet  de  tenir  compte,  avec  la 
meme  forme  analytique,  des  inegalites  seculaires  du  premier  ordre  de  I'ele- 
ment  £. 

Nola.  —  Outre  le  lome  X  des  Annates  de  I* Observatoire  de  Paris,  on  pourra  consuller 
avec  fruit,  pour  Tapplication  des  formules  de  ce  Chapitre,  un  travail  de  M.  Perrotin  sur 
les  perturbations  de  Vesta  {Annates  de  UObservatoire  de  Toulouse,  I.  I). 
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CHAPITRE  XXI. 

PERTURBATIONS  I)U  PREMIER  ORDRE  DES  COORDONN^ES 

HtLlOCENTRIQUES. 


Quand  on  connait  les  perturbations  des  elements  de  I'orbite  d'une  planete  P, 
il  est  facile  d'en  deduire  les  perturbations  des  coordonnees  heliocentriques. 
Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  perturbations  du  premier  ordre  par  rap- 
port aux  masses. 

142.  Perturbations  de  la  longitude  h61iocentrique.  —  Considerons 
d'abord  la  longitude  dans  Torbite,  {^.  L'anomaiie  moyenne  est  egale  a 

et  Ton  a,  on  se  reportant  a  Texpression  de  Tequation  du  centre,  y,  donnee  au 
n^  93, 

(  y  =^  Cj  sin(X  —  ci))  -HC,sin2(X  — w)  -h. .  .=:C|Sin(/  — ct)  -h  C,sin2(/— Gj)  -f-. . ., 

avec  ces  valeurs  de  C,,  Cj,  . . . , 


On  volt  que  la  valeur  de  ^  depend  des  trois  quantites  /,  e  et  ts.  II  n'y  a  qu'a 
remplacer  ces  quantites  par  leurs  valeurs  en  tenant  compte  des  perturbations 
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(lu  premier  ordre  determinees  dans  le  Chapitre  precedent,  savoir 

On  trouvera  par  la  formule  de  Taylor,  en  negligeant  les  carres  et  les  produits 
dc  S,  /,  S,  e,  S,  xs  que  nous  laissons  actuellcment  de  cote  comme  contenant  m!^  en 
facteur, 

d,  i'  — -  d,/H-  C|  C0S(X  —  Ci))Oi/-+-  2C,  C0S2  (>  —  Ci))d, /-I-  .  .  . 

H — j-^  sin  (X  —  oj)  d.e ^  cos(X  — w)  ed,cy, 

(3)  ^  ''^ 

-+-  -7-^  sin2(X  —  &))  o,e cosa(X  —  ci))ed,cy, 


On  tirera  d'ailleurs  les  valeurs  de-^\  —>  •  •  des  formules(2),  savoir 


de      de 
dC, 


de 

(■1)  {dC, 

de 


Les  formules  (J)  et  (A)  du  n®  135  donnent  les  expressions  de  S,/,  S,e  et 
e^txs.  Si  nous  considerons  specialement  dans  ces  expressions,  ce  qui  con- 
cerne  un  meme  argument, 

D  1=  a  4-  i7'-h  A  w  t-  yt'cj'H-  i/t', 
et  si  nous  posons  d'une  maniere  generate 


i/Cy3,/=.2]^s'"^' 


(5)  '     ^  S^ez:z^i)\LcosD, 


J  -^eoiW :=:^  XsinD, 


la  formule  (3)  nous  donnera 


5iPz=  Oi/-f-  V  [a^sinDcosy  (X  —  w)  -+-  OrLcosDsiny(X  — w)  —  JC>  sin D  cosy  (X  —  w)] 
ou  bien 
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On  peutfaire  une  remarque  utile  :  Cycontient  des  termes  en  e^,  e^"^^,  e^^*,  ...; 
e  etant  suppose  petit,  le  premier  dc  ces  termes  sera  de  beaucoup  le  plus  impor- 
tant, et  Ton  aura  a  peu  prcs 

(7)  ^>^/!i>. 

D'autre  part,  en  se  reportant  aux  formules  {d)  et  (/)  du  n*'  135,  on  voit  que 
les  parties  principales  de  l^e  et  eS,Gj  ont  pour  expressions 

e^,xs  =  ^z=z    B  y  -.-^Ne''-«e'^''n/sinD. 

^^  i-^  I'y 

Si  on  les  rapprochc  des  formules  (5),  on  trouve 

;)TL^-  "^  B  .     -.7-  Ne''-»e''*'yi/, 
de      i-^i'v  ' 

^^     /^  B  -.    "-.,-  Ne'^-»e''^'n/. 

En  tenant  compte  de  Tequation  approchee  (7),  il  vient 

^  -_^ 

on.  —      A:' 

Or  les  valeurs  de  h  sont  egales  a  |  A  |  ou  |  ^  |  -f-  2,  . . . ;  les  termes  les  plus  impor- 
tants  correspond ront  a  A  =  |  ^1,  ce  qui  donne 

Done,  dans  Texpression  (6),  Tune  ou  Tautre  des  quantites  OIL  -h  ^  et  oil  —  dt; 
sera  voisine  de  zero,  et  il  en  resultera  une  simplification  notable. 

On  calculera  de  mcme  les  perturbations  de  la  longitude  qui  repondent  aux 
inegalites  seculaires  de  e  et  gt.  Toutcfois,  il  convient  de  dire  que  les  astronomes 
ont  rhabitude  de  ne  pas  faire  figurer  les  inegalites  seculaires  deer  dans  le  calcul 
de  l^v\  cela  tient  a  ce  qu'ils  calculent  Tequation  du  centre  par  les  formules  du 
mouvement  elliptique 

•J 

(8)  y  =  aesinC  -H  ^e'sin'aC-H..., 

4 

mais,  en  y  introduisant  la  valeur  de  xs  affectee  de  ses  inegalites  seculaires.  lis 
emploient  generalement  aussi  dans  ce  calcul  la  longitude  moyenne  /i/  +  £  du 
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inouvcment  elliptique  augmenlee  de  sos  inegalites  a  longues  periodes.  L'ex- 
pression  (  8)  de  y  est  convertie  en  Table  d'argument  J^ ;  c'est  cet  argument  sur  le- 
quel  on  fait  porter  ct  les  inegalites  seculaires  de  gt  et  les  inegalites  a  longues 
periodes  de  /. 

On  voit  done  que,  dans  la  formulc  (3),  2,  gj  doit  representer  Tensemble  des 
inegalites  periodiques  de  cret  S,/  Tensemhle  des  inegalites  du  premier  ordrc 
de  /,  en  omettant  celles  qui  ont  de  longues  periodes.  On  a  vu,  a  la  fin  du  Cha- 
pitre  precedent,  que  /  pent  etre  considere  comme  n'ayant  pas  d'inegalites  secu- 
laires du  premier  ordre ;  la  variation  seculaire  de  Tequation  du  centre  ne  pro- 
viendra  done  que  de  la  variation  seculaire  de  Texcentricite.  On  la  calcule  comme 
il  suit : 


On  a 


dy  _  c^(»^  —  C)  „  ^. 
^e  "'         de  de'* 


les  formules 


1  I  \  -\-  e 

2  y    I  —  e 


lang-iv^i/  —  —  tang-  i/, 


donnent 


On  aura  done 


u  —  esinw  =  C 
dn  sin//  .       i-f-ecosc»^ 

-r—    :=:: =:  Sin  U ; > 

oe        I  —  e  cos  ii  i  —  e' 

dw       %\n\v  du        sint^         .        i-+-ecos«v        sintv 
oe        sin  <i   de        i  —  e*  i  —  a*  i  —  e* 


J.  .      ,  ,  2  -h/?C0S(i'--CT)  . 

d,y  ^^smCi'  — cj) i Oje. 


Si  Ton  attribue  a  S|e  sa  variation  seculaire,  on  aura  pour  S|y  une  expression 
de  la  forme  a/;  a  est  une  fonction  de  v  ou  de  ^;  on  donnera  sa  valeur  dans  la 
Table  meme  dont  on  a  parle  ci-dessus,  a  cote  de  la  valeur  de  Tequation  du 
centre  qui  resulte  de  la  formule  (8). 

Quand  on  aura  obtenu  les  diverses  inegalites  periodiques  de  v^  on  y  remettra 
/  4-  t'  —  T  et  GT  H-  t'  —  T  au  lieu  de  X  et  a>.  On  reduira  ensuite  en  un  seul  tons 
les  termes  dependant  d'un  memo  arc  gt-^  p,  et  Ton  construira,  une  fois  pour 
toutes,  une  Table  numeriquc  avec  t  pour  argument,  donnant  la  valeur  de  Tine- 
galite  en  question. 

On  passera  de  la  longitude  v  dans  Torbite  a  la  longitude  heliocentrique  v^ 
par  les  formules  (/)  du  n°  33, 

lang^-  tang^ - 

p— : — j-^  sin2(r—  b)  H ; — --  sin4(t'  —  ^)  — . . ., 

^  sm  I  sm2'' 


\\  —  v  -+-p; 


T.  -  I. 


45 
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les  inegalites  de  p  seront  generalcment  inscnsiblcs,  et  on  les  attenucra  en  rem- 
plaganti^  par  sa  valcur  porturbee;  il  y  aura  lieu  toutefois  dc  tenir  compte  de  la 
variation  seculairc  de  p  provenant  de  celles  de  9  et  0. 

143.  Perturbations  du  rayon  vecteur.  —  On  a,  en  se  rcportant  a  la  valeur 
de  X  donnfie  au  n^  93, 

(9)  r  —  a  -i-  a\  -  ak^-^  aAi  cos(/-  m)  -\-  aAjC0S2(/—  cj)  -h. .  ., 

avee  ces  valeurs  des  coefficients, 


A,:-.     !-.(- 


e-' 


(10)  <    '  v^ 


■v--.(^)-:-3m-5(j 


•     •     •      • 


-'^'""-^G7"t(0~-"- 


On  tirera  de  la  les  derivees 

</Ao      </A,      dk^ 

dc  de         de 

apres  quoi,  si  Ton  remplace  dans  la  formule  (9)  a,  e,  /  et  gt  par  a -h  o,a, 
e  -f-  o<  e,  /  -!-  0,  /,  GT  -f-  0,  GT,  on  aura,  en  negligeant  les  carres  des  masses  pertur- 
batrices,  Texpression  suivante  de  o^/-, 

/  6| /•  -  -  Ao«5irt  +  Aicos (X  —  &))  Oja  4-  Ai  cos2  ().  —  co)  5|a  4- . . . 
<tAi  sin(}.  —  oj)  Oi/—  2a  A,  sin2().  —  co)0|/  — . . . 

/..\       ;  adkf.  ^  t\  \  dk\  ^  ,\  \  dk^  -s 

(»  0      \  -i    — ,-^  Oie-hacos(A—  0))     ,-  bie-i-  acos2(A  —  o)  -.—  0|e  -f-.  . . 

^  de  ^  ^  de  ^  '    de 

-\-  — -  sin(/ —  w)  co,c5  -f- sin2(/  —  wleo.  w  -h. . . . 

Considerons  les  termes  qui  contiennent  un  meme  argument  D,  et  posons 

-  Ay  Oi  fl  —  y  11  cos  D, 
-  jakjOxi  -     V  K  sinD, 
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en  portant  dans  (i  i),  il  viendra 

I    O,,-      :   2   [        (»  -  K     r      -  ;-^)  COS(D     f-y>      -y^>) 

n  -  K  h  *— ^)  cos(D  -yx  \-j  0))! . 

On  verra,  conime  pour  o,  i',  que  Tune  ou  Tautre  des  quantites  P  -f-  Q  et  P  —  Q 
sera  generalement  tres  petite. 

On  construira  une  Table  numerique  donnant  la  valeur  de 

(i4)  -  --  Ao  -f- A,  cosC  i-  A,cos2?  -f-. . . . 

(I 

Dans  chaque  calcul  de  r,  a  Taldc  de  la  Table,  on  determinera  la  valeur  de  I'ar- 
gument  *C  ~  /—  gt,  en  affectant  cj  de  ses  inegalites  seculaires,  et  /de  ses  Inega- 
lites  a  longues  periodes.  Ces  inegalites  de  gt  et  /  devront,  bien  entendu,  elre 
omises  dans  les  formules  (12).  La  variation  seculaire  de  r  proviendra  unique- 
ment  de  celle  de  e;  on  la  calculera  comme  il  suit : 

dr  ,        du  e  —  cos  u 

-r-  =  —  a  cos  u  -h  ae  sin  u  -r--  —  a tt:  —  a  cos«^', 

Oe  de  I  —  e  cos  u 

dj  /•  r-  —  t7  cos  ( r  —  W  )  5|  e. 

Si  Ton  attribue  a  o^e  sa  variation  seculaire,  on  aura  o,r--  y/,  y  etant  une 
fonction  de  ^ou  bien  de  l;  on  inscrira  la  valeur  de  y  dans  la  Table  qui  repre- 

sente  Texpression  (i4)'  ^  cote  de  la  valeur  de  -•  On  reduira  finalennent  en  un 

seul  tousles  termes  periodiques  de  o,r dependant  d'un  meme  argument^/  -f-  p, 
et  Ton  construira,  une  fois  pour  toutes,  un  nombre  de  Tables  numeriques  egal  a 
celui  des  arguments  gt  -^-  p. 

Remarque  importante.  —  Les  perturbations  du  premier  ordre  de  la  longitude 
et  du  rayon  vecteur,  calculees  comme  on  vient  de  Texpliquer,  contiendront  des 
termes  dependant  de  Tanomalie  moyenne  JJ.  Nous  representerons  ces  termes  par 
SsinJJ-i-  TcosJJ  pour  la  longitude,  et  par  S,sin2^ -h  T|Cos2^  pour  Ic  rayon  vec- 
teur. Dans  le  mouvement  elliptique,  la  longitude  contient  le  terme  C,sins,  et, 
de  meme,  le  rayon  vecteur  renferme  le  terme  aA,  cosJ^;  on  pourra  done  ecrire, 
en  ne  considerant  dans  v  et  r  que  les  termes  en  sin^  et  cos^, 

(i5)                         r  =  . . .  -h  (C| -f- S)sin(/  — gt)  f-Tcos(/— cj) -h. . . , 
(16)  .         r  — . . .  S,sin(/  -  ..      1   (aAt -1- T, )  cos(/ —  cj) -+- 
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On  a,  d'ailleurs, 

v>|  2  t?    """■     -J   C     "T"  ...» 

4 

Cela  pose,  concevons  que  Ton  remplace  les  constantes  e  et  cj  par  e  -i- Ae  et 
cj  -h  Agt,  les  petites  corrections  Ac  et  Act  etant  de  Tordre  des  masses  perturba- 
trlces  m\  /w",  ...;en  faisant  cette  substitution  dans  les  formules  (i5)  et  (i6), 
on  pourra  laisser  invariables  S,  T,  S,  ct  T,  (les  variations  de  ces  quantites  don- 
neraient  des  termes  de  Tordre  de  m'^)\  on  pourra  de  meme  negliger  les  produits 
tels  que  S  Ac,  S  Act,  .  .  . ,  et  Ton  prendra  simplement 


r/C,  _  ^Al  _  _ 

de      ^''         de  ~     '• 


On  trouvera  ainsi 


(17)  i'~. . .  -h  (C,  -I-  S  4-  2Ae)sin(/—  xs)  h-  (T—  ae  Acy)cos(/—  cy)  -f-    . . , 

(18)  r  — .  . .  (Si—  ac Its)  sin(/  —  gj)  h-  (aA| -h  T|  —  at  Ae)  cos(/—  w)  H-. .  . . 

Or  on  peut  'disposer  des  indeterminees  Ac  et  Act  de  maniere  a  avoir 

S-f-2Ac  — o,         T-— acAcy— o; 

d'oii 

Ae--  -S,  elxs^.-\--l, 

'X  2 

ot  les  formules  (17)  et  (18)  deviendront 

(19)  r  "  .  . .  H  C,sin?  -+-..., 

(20)  /'  —  (flfAi  4-  TjM-  -  <7S  j  cosC  -h  (  Sj rtT  j  sinC-+- 

On  voit  que,  grace  a  Tartifice  employe,  la  longitude  v  ne  contient  pas  de 
terme  en  cosJ^,  et  qu'en  outre  le  coefficient  C<  de  sin!^  est  le  meme  que  dans  le 
mouvement  elliptique.  Mais  Texpression  du  rayon  vecteur  contient  un  terme 
en  sinZ^,  ct  un  autre  en  cosZ^;  le  coefHcient  de  ce  dernier  n'est  plus  le  meme  que 
dans  le  mouvement  elliptique.  II  faudrait  encore  remplacer  c  et  gt  respectivement 

par  e  —  -SetcTH ;  dans  les  autres  termes  de  {^  et  r,  qui  dependent  de  2^, 

3?^.  . . . ;  mais  ces  termes  contiennent  c^,  c', . . . ,  et  la  modification  qu'il  y  aurait 
lieu  de  leur  apporter  serait  insensible.  Enfin  il  n'y  a  pas  lieu  de  faire  la  substi- 
tution en  question  dans  les  perturbations  du  premier  ordrc  de  r  et  v,  car  cela 
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reviendpait  a  tenip  comptc  des  carres  des  masses  pcpturbatpices.  On  se  bornepa 
done  a  prendre  dans  v  le  meme  coefficient  de  sinJ^  que  dans  le  mouvement  ellip- 
tique,  et  Ton  calculera,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  coefficients  de  sin  s  et 
cos 2^  dans  r;  eet^  pesteront  des  constantes  dont  la  valeup  scpa  fournie  pap  les 
obscpvations.  Ainsi  se  trouve  fixee  d'unc  maniere  ppecise  la  signification  des 
quantites  e  eits  qui  n'etaient  jusqu'ici  que  des  constantes  d'integpation,  et  dont 
les  valeups  pouvaient  dependpe  des  ppocedes  de  calcul  employes. 

144.  Perturbations  de  la  latitude  h^liocentrique.  —  La  latitude  heliocen- 
tpique  s  est  donnee  pap  la  formule 

(21)  sin5=:  sin 9  sin (i'  —  0), 

ou  bien,  en  intpoduisant  les  quantites/^  =  tang^sinO,  q  =  tang^ cosO, 

(22)  s'\ns=i  cos 9  {qsinv  —  pcosv). 

Noussupposepons,  confopmementarusagegenepalementadopte,  que  la  longi- 
tude ^soitaffectee  de  ses  peptupbations,  quandon  Femploiedans  la  fopmulc  (21) 
au  calcul  de  la  latitude ;  les  peptupbations  de  s  ne  dependpont,  d'appes  ( 22),  que 
des  peptupbations  de/?,  q  et  9,  et  Ton  aupa 

cos  c? 
^,.?=z ^  (di^sinr  —  d^pcosv)  —  tang^  tang9di9. 

Si  Ton  a  pccoups  aux  exppessions  de  S</>et  S,^,  fopmules  (o, )  du  n*"  140,  il 
vient 


cos  5 


[V  H  I-  K    .    .        ^ 


a,5r=  — L-  I        y  "  '   "  sin(r— D-7) 


H-K    .    ,        .        .       ^""^?    . 


-h^  — ^ — sin(('-HD~T)-+-  ^— -  sin5a,9j  -  Iang5lang9a,9 
ou  bien 

o,.9=:      > sm(r  —  0  —  t) 

\  '     V^  H  —  K    .    ,        _.         ^  Ok 

f  "^i;^^^ — 2 — s>»(^'-+-J>  — 'f)-lang-^tang  ^0,9. 

Le  depniep  tepme  de  cette  formule  sepa  ppesque  toujoups  insensible,  et,  dans 

les  deux  ppemieps,  on  pouppa  le  plus  souvent  p6duipe  a  Tunite  le  facteup  -— • 

cos  5 

II  pestepa  a  mettpe  dans  le  second  membpe  de  la  fopmule  (23)  poup  v  sa  va- 
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\euv  elliptique  /-h  2esin(l  —  nj)  -h...,  et,  le  plus  souvent,  il  suffira  de  rempla- 
cer  {^  par  /;  Ics  inegalites  periodiqucs  de  la  latitude  sc  trouveront  done  aussi 
dependre  d'argumcnts  de  la  forme  gt-h^  et  seront  aisement  reduites  en  Tables. 

La  valeur  elliptique  de  s  fournie  par  la  formule  (21)  sera  egalement  eonvertie 
en  une  Table  dans  laquelle  on  entrera  avee  I'argument  f'  —  0,  f'  etant  afTecte  de 
ses  perturbations,  comme  on  Pa  dit  plus  baut. 

On  Irouverait  pareillement,  pour  la  planete  P', 

1  0,5'  ---       —   y 'S>\n(v'      h     -t') 

(23')  I 

I  '  -7  V  -  sin(i''   H  I)  —  z')  —  lang^'  tang  —  0,9'. 

'  cosy    ^^  2  "  *^    2         ^ 
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CHAPITRE  XXIL 

FllEMIEllS  TEllMES  DES  PERTURBATIONS  PERIODIQUES 

DES  COORDONNEES. 


145.  Les  perturbations  periodiques  des  coordonnecs,  qui  sont  du  premier 
ordre  relativement  aux  masses,  determinecs  par  les  formuies  du  Chapitrc  pre- 
cedent, se  trouveront  developpees  suivant  les  puissances  des  petites  quantites  r, 
e'  et  Y]. 

Nous  allons  chercher  les  expressions  analytiques  des  premiers  termes  de  ces 
developpements,  en  ne  conservant  que  les  parties  qui  conticnnent  lineairement 
e^  c'  ct  r^  Les  formuies  auxquelles  nousarriverons  ontjoue,  aplusieurs  reprises, 
un  role  important  dans  la  Science,  nolamment  a  Toccasion  de  la  decouverte  de 
Neptune. 

Pour  obtenir,  dans  les  perturbations  des  coordonnees,  les  termes  du  premier 
ordre  par  rapport  ai€,  t'  et  r^,  on  doit  conserver  les  termes  du  second  ordre 
dans  le  developpement  de  la  fonction  perturbatrice.  Soit  toujours  R,  Tinverse 
de  la  distance  mutuelle  des  deux  planetes  P  et  P';  la  formule  (37)  du  n°  123 
donne  precisement  le  developpement  de  R,  avec  les  termes  des  ordres  o,  1 
et  2.  Cette  formule  pent  etre  condensee  ainsi  : 

R|  -:::         -  ^  M^>ef»e'?  COS [/(/'-  >.)  4-  !3(X  -  0))  -r-  ?\A-  -  Gj')J 

(I)     I  i    -(e--T-e'*)  2  N('^cos/(/'~  >.)-+-  ^  ee' ^  ^^'^  cos[/ (/' -  >.)  4- w  -  gj'J 

-  -n'^B^'-^^cosur-zO-i-  ^r,«2Bi'-»>cos[/(/'->0  +-2>.-2T']; 


^indice  i  varie  de  —  ac  a  -+-  ac;  ^  et  p'  ont  les  valeurs  o,  i  ou  2;  M^'p ,  N'^  et  P 


(0 


36o 
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ont  Ics  expressions  suivantes  : 


(2) 


A"  0 . 0 


-^\^^\ 


*'^  da 


^"1,0  — 


^  da 


4  2 


()A(^) 


I     .()*A<') 


Ja  4  <^^' 


|Lf(l)      .— 
JLJI/)      _ 


~(i-i){2i-i)\^^-'^--(2i--i)a^ -•  a'  ^  ,      , 

da  2  drt* 

^  (4,-«_  7,-^  .)  A--)  4-  -  (2/-  i)«  -^^;^  4-  ^  a«  -^^^ 


N<'^  =— /*Ai')-+-  -  a 


2        da         4  Oa'^ 


p(/)  ^(/_,)(2i._,)A('-»)  -a 


()A('->^        I     .  (}*At'-») 


(?a 


a' 


da 


i      > 


la  signification  de  A^'^  et  de  B'*""*^  est  la  meme  que  dans  les  formules  (i5)  du 
n*^  119;  on  voit  que  M^^\  et  N^'^  restentles  memesijuand  on  change  /  en  —  i. 

On  pourra  remarquer  que,  pour  obtenir  la  formule  (i),  on  a  remplace  t  par 
I  —  r,  ou  par  /  —  2,  dans  certains  termes  de  la  formule  (87)  du  n*^123,et  AJ'^et 
A!j"  respectivement  par 


a 


d\^'^ 
da 


et 


a' 


2 


da^ 


Soit  Ro,,  la  fonction  perturbatrice  qui  correspond  a  la  planete  P;  d'apres  ce 
qui  a  ete  dit  au  n"  124,  le  developpement  de  R,,,!  sc  deduira  de  celui  de  R|,  en 

rempla^ant  A^^^  et  A^"*^  par  A^*)  -  ^,,  et  B^^^  par  B «)  -  —- 

II  suffira  de  faire  ce  changement  tout  a  fait  a  la  fin,  dans  les  expressions  des 
perturbations  des  coordonnees. 

146.  Nous  allons  appliquer  les  formules  du  Chapitre  XX  aux  divers  termes 
du  developpement  (i).  Les  expressions  (d)  du  n"  135  pour  (J^  G  et  V  contien- 
nent  le  facteur  y),  comme  on  s'en  assure  aisement;  d'apres  les  formules  (/)  du 
meme  numero,  ilen  sera  de  meme  pour  S,  9  et  sinyS,0.  Si  Ton  neglige  le  second 
ordre,  ces  formules  (/)  deviendront 


dta 


pni-A,         ^^e•=^^0  -\- 


(3) 


/  $,e=<i- 


-  eS, 
a 


4    « 


e^lXS  m  J. 
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Les  fbrmules  (a)  d\i  n°  135  combinees  avec  I'expression  (i )  de  R,  donncront, 
au  dcgre  de  precision  clicrche, 

^^^    i  ^  "-"         -3  7  "     2  p:rp'  -  I  -t-  «v    Ml/VeP-e'P' sin [«•(/'-  ).)  +  |3(X  -  cu)  -h  |3'(X  -  e')] 

e27N'"sin«(/'-X)-^^-^e'2JP<"sin[*(/'-X)  4-a,-B»'], 


m'      rt 


|JL      I  —  V 


*'  =         ^  7''     2  PTF'-'T:^?^   MKVeP-VP'cos^X/'-X)  ^-{3(X-eo)  +  p'a-B5')] 


1     /?l'  rt 


2     |JL      1    —  V 


e'  2  ^-  p(/)  cos[i  (/'  -  >0  -h  w  -  ct']  . 


On  a  pose  dans  ccs  formulcs 


n' 
n 


On  a  maintenant,  d'apres  la  formule  (i  i)  du  n^  143, 

—  -  — ecos(A  —  w) h  esin(A—  co)  (6*0  -r-o.e)  h-  eo,e 

—  [cos(X  —  w)  d|e  -f-  sin(A  —  oj)ei|Cj]  — e[cos(2A —  2oj)d|e  -hsin(2X  — 2ci))ed,cj] 

ou  bien,  en  tenant  compte  des  relations  (3), 

I  ~  i::^  ^  —  r^^COS(X  — G))  -+- J  SIO  (X  —  W  )]  —  -   e  ^  COS(>  —  o) 

(5)  /    «        «      ^  'J      4     « 

(  -he(A  -+-  cU)sin(X  —  co)  -+-  e^P— e[9?cos(2X  —  2(*))  -i-.f  sin(2X  —  2ci>)]. 

On  aura  ensuite,  d'apres  la  formule  (3)du  n®  142,  Texpression  suivante,  pour 
la  perturbation  de  la  longitude, 

diV  — dip  4-  5,6  H-  2ecos(X  —  ci>)(d,p  -t-  dis)  -h  2[sin(X— &>)  Oie  —  cos  (X  —  w)eO|Cj] 


-h  -  e[sin(2X  —  2w)d,e  —  cos(2X  —  2w)ediCT] 


T.  -  I. 


4(i 
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ou  bien,  on  tenant  compte  dcs  formules  (3), 

1     y 

0,  ('  — A  4-"A>4-  2[^rsin(X  —  w)  —  .Tcos(X  —  w)] e  —  sin(>.  —  'jo) 

(5'){  ,       . 

-\-  2e(\  -\'  r.l.)  cos(>v  —  m)  -h  -  erf -i-  -  e[<j?sin(2>.  — 2w)  — 'fcos(2X—  2  w)]. 

147.  U  n'y  a  plus  qu'a  remplacer,  dans  les  formules  (5)et(5'),  j(j  A,  JU,  ^,  $ 
par  leurs  expressions  (4).  On  donnera  a  p  et  P'  les  vaieurs  o,  1,2,  en  ne  rete- 
nant  que  les  termcs  du  premier  ordre;  on  aura  a  effectuer  des  transformations 
tres  simples  par  des  relations  telles  que 

cos(X  -  o>)  2  0^'  cosi(/'~  X)  —      i  2  [Q^'^  -h  Q<-'^]  cos[i(/'-  a)  4-  X  -o)], 

sin  (X  ~  o>)  2  Q^'^  s\ni(l'-l)  -  -  ;  2  ^  ^^'^  ~  0^"'^  cos[/(/'~  X)  4-  X  -  co], 

qui  se  simplifieront  encore  si  Ton  a  Q^'^  ~  Q^'^  ou  Q-"'^=:  —  Q^'\ 
Dans  le  calcul  des  quantites 

U?cos(X-  -  w)  f-  ef  sin(X—  w), 
*JPsin(X  —  ro)  —  .fcos(X  —  w), 

les  deux  termos  multiplies  par  Mpjp.  se  reduiront  en  un  seul  ayant  pour  argu- 
ment 

/(/'  — X)-t-((3-i)(X-co)4-[3'(X-cj'); 

les  deux  termes  multiplies  par  P^'^  se  reduiront  aussi  a  un  seul  argument 

/(/'--X)4-X-nT'; 

il  y  aura  des  reductions  analogues  pour  les  quantites 

<rcos(2X—  2c«))  ~\-^  sin(2X—  2W), 
*rsin(2X—  2w)  --  .fcos(2X  —  aw). 

On  irouvera  ainsi  les  expressions  suivantes  dont  nous  donnons  le  detail  pour 
guider  le  lecteur  : 

^  --  ~  -^—   y  Mo"o  COS£(/'-  X) 

(0)  \  -^  7  "^  2  .  _!  ~l  ,„  M'.',', cos[/(/'-  X)  -H  X  -  0.] 

+  —  ne'  y  -- ^  *-^  M'J!,  cos  [«(/'  _  X)  -f-  X  -  ro'l 
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fjL    1  —  V -^rf  L2(i  —  v)      °'^  da      \  t 

(6')   I  -_^«,  y  r      3('_;zi)      M',".4-«^] l—^sin[i(l'-7.)^l-o.] 

\  IJ-         .^rf  L2(i  —  I  4-  tv)      *'^  da     \  1  —  I  -{-  IV        *■  ^ 

__-'«e'yr^i(ir-i)      Mi;:.H-«^l l_^sin[,(/'-X)+X-in'l. 

fX  .^rf   L2(l  —  £4-  IV)         *•*  Jrt       Jl—  £4-*V  •■    ^  '  ^ 

—  [^cos(>  — ci))  -+-.Tsin(X  — &))] 

^--—  a   y  '-  -r-MV'oCOs/(/'-X) 


(7) 


(y) 


fJL  .^dL/(|— v)  2  —  £  -4-  £V        '•'' J  "■ 

2  [<J[*sin(X  —  co)  —  .f  cos(>.  —0))] 

a   y 1 ^Mi'^sin/(/'-^) 


(7')  \  .       m' 


4-2  — ae  y  r.^-' — tN^') ^.-  -.-M;^lsin[i(/'-^)-i-).-a)] 

fJL  ^d   \^i(l  —v)  2  —  £4-IV        ''*J  L    V  /  J 

—  «^'  "S  I  ■.    '      .  P^'^ ' MV\1  sin[/(/'->0  -hX  -CT'], 

fJt  .^rfL«(l    -v)  2  — i-hlV        *''J  L    V  /  J» 


4- 


3      r  ..  .  '6  m'      a 


(8)  _  -^  e  ^  cos().  -  c.)  zr.  -  ?  ^  -4-  e  2  Mi/:o  cos[e(/'  ->•)  4-  X  -  o,], 


1'      ...  I   m'      rt 


(8')         .-ic'-^sin(}.-o)):z:--^  _^^e  2  M'Jlo  Sin  [!(/'->.)   !->.-- 0)], 


e(\4-  cl.)  sin(}.  —  w) 

|jL   I  —  V     .^  L2(i  —  v)      ^'^  da    ]  I         ^  ^  '  ^ 


26f(A  4-  A'»)cos(/     -  oj) 

|jL    1  —  V     .^  L2(i  —  v)      '^'^  da    ]  I         *■  ^  '  J 

(10)  ea^:zz-  — a^y ?-  ^MV'oCOs[/(/'-X)4->.-a)], 

(lo')  -  eJ=:  7  —  ae  y  —  J   ---^  MV'«sin[i(/'- X)  4- X  -  o)] 
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Ct 


—  e[(t^cos(2X—  2w)  -h  Jsin(2>  —  aot))] 

,  «         ,     --^  — ««S — '—^w^i,cos[iii'-i)-a-'.>)] 

3-_  -  i  —  «e  y .-—  M'i  cos[^*(^'-  >)  -^  (>  -  0))] ; 

-  e[^rsin(2X  — 26))  — #cos(2X  —  2w)] 


4  V- 

5  m' 


f  —  ae  y 1 r-  M'-'> sin[<(/'-  ).)  +  X  -  w]. 


On  n'aura  plus  maintenant  qu'a  faire  les  sommes 


-'-  =  (6) +  (7) +  ...+  (11),        d,P  =  (6')  +  (7')  +  ...+  (ii'), 

fJL 


et  I'on  trouvera  sans  peine 


I 


!/•  m 


4- 


-  «  y  [— ^  M;,"o  -  -1 ^-' — ^  MV\1  cos/(/'-  X) 

A^\J  —  ^       *'**         2(l  — £4-«v)        *''*J 


f^ 


(«) 


''^^l      4(,_v)['^t(i_v)J"»-<'       «(i-v)        da 

+  f  -  -  i") \ r-  M','>,  -  -7 \ ^  M'-'.' 

\2        /I  —  t  +  <v      '•'       a(i  +  <— <v      ''" 

! ^  Mi^>,  -  ^-'— ,  N'"  I  COS  [/(/'-  X)  +  A  -  6.] 

2  —  t  +  <V        '•"  t(l  — V)  I 

—  rtc'  y  [— ?-T'-^-  Mil', ^^^^  M',", rr^ r  P">  I  COS  [/(/'-  /.)  +  /.  -  Cj'  ], 

fX  Md\_\—l-\-l^      ••'         2(2  — t  +  tv)       '''         2t(l  — V)  J 

-  «   5!  [-V  ^      M  Mo'.+  -7-'  ^  «  ^^ '^—-  M'.'ol  sin,(/'-  ).) 

fx        .^[^2/(1  — v)*     ''•''       <(i  — v)         da  I  —  /  +  IV      ''"J 

fx         .^d  (  I  —  V  [/(I  —  V)        2j      "'''       i(i  —  v)        da 

-   77 '; r-  f  1  4-  6         '7'    .   \  MV\ 

(«'  )   {  ^^  «  ^'   +  y- ^— ^  M'.i' 

^ -' «,<  y  r     3(iz:il^ M-". !-^«^ 

|UL         .^d  L2(i  —  £ -H  £v)*      **'*        I  — i4-r^        da 


' T-Mi^-f-   -r^ P^'H  sin  [£(/'-).)  4- X-C3'] 
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118.  Ilfaut  maintenant  ix*mplaccr,danslosformulcs(«)ct(rt  ),I\l|,''o»M/,'o'  •••»?'* 
par  Icurs  valeurs  (2). 

II  convient  de  poser 

(12)  i—iv  =  Zi, 

m 

ot  de  mettre  partout  -^^  au  lieu  de  v. 
L'cxpression  de  -     prendra  la  forme 


dt  r        I      m' 


^CiCOsi(l'-l) 


a  5i       |jt 

(h)  /  -i-'^L'^    yj)^cOS[l( /'->.)  4-).- W] 

-^  —e'yEiCOs[iil'-}.)-hl-Ts']; 

un  calcul  assez  long,  mais  qui  ne  presente  aucune  difBculte,  donne 


/ 


21  ....  I        .^A^') 


C/=  —~ -aA<^^-\ a 


s 


^i(^  —  ^i)  1  —  5/         da 

{21  —  3 ) 5* -H  2izi  —  3 
zJ(i-zJ)(2-^Zi) 


> 


D, = /  ^v.7  .;::-  ^^r  «A"> 


Si(i  —  3i)(2  —  zi)         da         2Zi(i  —  Si)         da' 

5,(1  —  Zi)(l'-Zi) 

rt-  -  -. h   -    . -  .  flr' 


5/(1  —  5/)(3  ~  5/)  (?rt  2  5/(l—  5/)  ()a* 

On  peut,  si  Ton  veut,  changer,  dans  C,,  /en  —  i,  par  suite  r,  en  —  5,,  et  rem 
placer  C,  par  ^(C,  -+-  C_i);  on  trouve  ainsi 

dA<" 
2  iak^^^  -h  5/ a'  — r — 

(c)  C/:=  ..(.      ,i-r 

L'expression  (a')  de  S,i^  prendra  de  meme  la  forme 


5ir-^-      "^Y.^mi^V-^l) 


(//)  {  -+- —  e  y  G/sin[/(/'->0  4-A-co] 

—  e'  y  IIysin[«(/'-  ).)  t-  >.-  or'], 
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ct  le  calcul  direct  donnera 

F,-  ^  I  — '— —  a  A^')  H ^. a^  — r—  , 

z}(\  —  Zi)  -/(i  — -i)         da 

r        :  ('  —  0  -/  -^   ( /  -  9.)  w?  4-  (I  I  —  'ii)z:  —  2  (2f4-5)^r-h6 

z]{\^Ziy{l^Zi){l—Zi) 

,,.  j  _  iz}-\-3{i— 2) zj^  2(1-^-6) Zj— 12  ^,  dX^^ 


I  ,  J*A(') 

2Zi{i  ^Ziy{i-h  Zi){2  —  Zi)         ^     da      ■    Zi(i  —Zi)(2-'  Zi)         da^ 

(i-i)2?4-2(i-+-i)w-4    ,<)A<'-»)  I  ,d-A('-») 

2Zi{i — ^i)'(2 — Zi)  da  Zi{i  —  5/)(2  —  Zi)  da* 

On   peut,  si  I'on  veut,  changer,  dans  F,,  i  en   —  i,  et   remplacer  F^  par 
j(F/  —  F_/);  on  trouve  ainsi 

dA<'^ 
/(5?-f-3)aA(''^4-25,a»  ^^ 

/  '  \  I?  da 


Zf{l-^Z)) 

149.  Les  formulcs  (a)  et  (a')  sont  en  defaut  lorsque  i  =  o,  car  certains  termes 
contiennent  I  en  denominateur. 

II  y  a  lieu  de  reprendre  la  formule  (i),  d'y  faire  i  =  o  et  de  considerer  a  part 
les  termes  correspondants;  on  trouve  ainsi 


(12) 


*  2  2  2  2 

-^  -  "S  M^',^.e?e'?'cos[(3(A-ca))4-[3'(X-cj')]4-  -y3'Bf')cos(2).-27'); 


P  et  p'  nc  devront  pas  etre  nuls  simultanement,  puisqu'il  en  resulterait  une 
partie  constante  dans  RJ,  et  que  cette  partie  constante  a  ete  raise  en  evidence 
ct  designee  par  ^  A^"^ 

On  tire  des  formules  (a)  du  n*"  134,   en  y  remplagant  Roj  par  Texpres- 
sion  (12), 

y         in'  ni' 

^  m'  ^  ni' 

^^  — a»  -- —  nt a«  — r^  esin(A  -  w) a*      ^^''  e' sin ( X  —  i«t' ) 

[1  da  [J.  da  [l  da  ^  ' 
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rl 


f^  L 


(0) 


e  -f 


crP(o)e'cos(o>  — ct') 


/// 


4- 


I   m 


2    fx 


^  2  ^rr^  Mi,^^.e?-»e'?'  sin  [?(>.  -  (o)  -f-  P'(X  -  th')], 


I   m 


^'  -: aPfo^e'sin(o)  — gt')/i/ 

2    fz 


II  n'y  a  plus  qu'a  siibslitner  ces  valeursdans  les  formules(:))  ct  (V);  voici  les 
principaux  details  du  calcul : 

-  [a^cos(>.  -  G))  -H.Tsin(>.-  (.))]  --—      --  I  aN<«^esin(/.      o))  4-  ^  aP^o)e'sin(A  -  kt')  I  nt 


-^^[«MV,i4-aM-) 


oecos(>.  — -  w)  4-  -  aM\^\e'cosO.-  73') 


2  [<f  sin  (>.    -  co)  —  .f  cos(>.  —  6))] :---  -  2  —  raNfo)^  cos(X  —  G))  -h  ^  aP^*>e'cos(X—  ct')1  /i^ 

-     ~  LMi%esin(X  -  o)  4-  ^  «M',V,e'sin(X-i;y')l, 


3     4* 

zz  e^  cos ()>  —  &))  —  o, 

3     ^ 


—  e  —  sin(A  —  &))  =ro, 


2      flr 


e(A-t- .V)sin(A—  w)  = 


2e(A  -i-  -V)cos(X—  w)  — 


m'     ^   .aA<«^       . 


-  —  nta-      , 

fx  Ja 

—  2  —  /i/a'  — r — 


e  sin(X  —  co), 


ecos(X  —  w). 


etjerz  -  —  aMi^!,ecos(X  — m), 
2   fjt         *'"  ^  ' 


-  ej  =:  --  —  flrM\®oesin(}.  —  w), 

2  Z|    fJL  ''"  ^ 


I     F^l 

—  e[^cos(2).  —  2w)  -i-''^sin(2>.  —  2(1))]  — aMi*Ji,^cos(>  —  w), 

-  e[a'sin(2>.  —  203)  —  Jcos(2}.  —  2co)]  —  4-  -  —  aM',**,'o^sin(>.  —  w). 
2  4    M 
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On  trouvc  finalcment 


5 1  /•  ni 


a  fJL 

m 


'        r/  d^^^'^X  I  1        I   m' 

-  nt\  UN^«^ -h  a*  ^^  ]  e  sin  (X -&))-+-  ^  aP(<»  e'sin(X  —  gj')     -^  —  «M*,«,;, 

-  (^aM'.Vo  -  ^  aMi%^  ecos(X  -  a,)  -f-  -  (^aM'^A  -  ^  ^M',^/,)  e'cos(X  -  gt'), 
/  rt*  -y^  H-aM'jVo  )^sin(>--  w) 

Si  I'on  remplace  N^"\  V^^\  M^^^J,,  . . .  par  leurs  valeurs  tirees  des  formules  (2), 
on  trouve  aisement 

—  1^ ntXxZa^  -^ h  -  a'      .,  ,      e sin ( A  —  oj) 

a  2    /JL        [  \  da         2  aa'  / 

^(^aA(n-a«-^_^«s__je'sma-^)J 

H a'  -3 7  —  I  3a* -3 —  -h-a'    ^  ,       ecos(A  — o) 

2   fjL  da         4  fJt  \         </«        2        aa*   / 

—  7  —    3aA(*>—  3a*  — . a*  -.— i—  )  e'cos(A  — nr'), 

4   fJt  \  da         1         da*    ) 

Ojt'^ a*  — . —  nt nt\\  3a'  -3 +-  -  a*  -c-i—  )  ecos(A  —  co) 

[L  da  fjL         L\  da         2         aa'    /  ^ 

(i3')  '  ^  ^  ^ 


(i3) 


3m'/.  dA<o> 

4-  - 


2  fz 

—  1  2aA^*' —  2a'  — r — 
/JL  \  da 


3   3d--Ann  ,  .  ,, 


150.  On  a  explique  dans  le  Chapitre  precedent  comment  on  pent  faire  dispa- 
raitre  de  S|  v  les  termes  en  sinX  et  cosX,  pour  les  reporter  uniquement  sur  S,r; 
nous  allons  operer  ce  changement.  Soientc^  etc'j  les  coefficients  de  ^cos(X  —  w) 

ete'cos(X  —  Gj')dans  -^j  5,  et^',  les  coefficients  deesin(X—  a))ete'sin(X  —  gt') 
dans  S|  i^.  Si  nous  changeons  ^  et  tar  en  ^  -h  A^,  et  gj  -h  Act,  -^  et  S^  ^  deviendront 

a 

(5  r 
(i4)  -—  =:...C|ecos(X—  w)  -hCie'cos(X  — cj')—    Aecos(X  —  oj)  —    eAcjsin(X  — w)4-..., 

5|('=:...Siesin(X—  ci))  -h/, e'sin(X  —  cj')  -f-  2Aesin(X  —  co)—  2eAcjcos(X  — w)-t-.... 
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Si  ron  egale  a  zero  les  coefficients  de  sinX  et  dc  cosX  dans  S^  r,  on  a  deux  equa- 
tions d'oii  I'on  tire  aisement 

1  Ae  = [.?|e  -^s\e' cos {(*}-- w')], 

('5)  \  ^ 

e  Act  =      -  s\  e'  sin  ('o  —  Iit'  ) ; 

en  reportant  ces  valeurs  de  Ae  et  eAcr  dans  la  formule  (i4)»  iJ  vient,  apres  re- 
duction, 

-^  m. .  .-f-  /c,4-  7  5,  j  ecos(X  —  w)  4-  (  c',  4-  -s'A  e'cos(/.  —  gj' )-+-... . 

On  trouve  d'ailleurs 

c,  4-  -  5,  =7  —  a'     >  ,    > 

2  4   fJt  da* 


II  convient  de  poser 


^       2    ,(JA^o)        I    ,()*A<«) 


(^) 


3         (?a         4         ^«* 

//  »      /      Ad)  2^^^*^  ,^«A^\ 

da         2         da' 

d\^*^        1       d*A<*> 
-D=aA(«)-a«^^^ a»  ^  "^ 


da         2         da 


s   > 


aiors,  si   Ton   tient  compte  des  changements  realises  par  Tintroduction  des 
valeurs  (i5)  de  Ae  et  e  Act,  les  formules  (i3)  et  (i3')  donneront 

-^  = a'— 3 1 (C  — 2a'  -^ — )/i/esin(A  — co)H Dw/e'sinQ  — w') 

.     a2a         da  2aV  da  J  ^  2a 

(i6)  ^  '^  '^  ^  ^  '^ 

—  —(/-+- 3 «*  -^)ecos(X  — w)  — — /'e'cos(A-i!j'); 

(i6')  o,i^  = «*— T —  nt-\ (  C  —  2a'— T —  )  /i/ecos(A  — ci>)H D/i^e'cos(/— cr'). 

[k         da  [k  \  da   J  ^  '       ijl 

Ces  valeurs  de  -^  et  S.i'  devrontetre  ajoulees  aux  valeurs  (b)  et  (6')  trouvees 

plus  haut. 

T.  -  I.  47 
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Les  expressions  elliptiques  de  r  et  i^  sont  d'ailleurs 

/• 

(17)  -  =  1  —  ecosil  —  0))  -H. . . , 

(17')  r  =  /i^  -f-£  -h  2 e sin ().—  oj)  -+-... . 

II  convient  de  poser,  commc  on  I'a  dejk  fait  au  n*^  141, 

(18)  n{.--a^-^j  =  n,. 

On  calculera  a^  par  la  formule 


n\a]  =1  /i*a*, 


ce  qui  donnera 

Designons  par  X^  ce  que  devient  X  quand  on  y  change  n  en  /i, ;  nous  aurons 

cos(>.  —  (m))  =:  cos[>.i—  c)  -h  (/I  —  /li)^]  =  cos(X|  —  co)  —  (/i  —  /ii ) /  sln  (Xi  —  w), 
sin().  —  0))  =  sin[Xi  — ci)  4-  (ai—  ai,)^]=  sin(X|  — oj)  -h  (/i  —  /i|)^cos(X,  — co), 

ou  bien,  en  verlu  de  la  relation  (18), 

m'      dX^^^ 

cos(X  —  w)  :=icos(Xj—  w) a*  — r —  nt  sin(>i —  w), 

(•.>.o)  {  ^ 

sin  (/  —  oj)  =  sin  (/, —  CO)  H a*  — ^ — ntcosiAt  —  w). 

Si  Ton  effectue  les  substitutions  (18)  et  (20)  dans  les  formules  (17)  et  (17'). 
on  trouve 


(21) 


(21') 


/•  ...       2  m'     -  dA^o5        2  m'    ,  (JA^<»  ,^ 

—  11::  I  —  ecos(Ai  —  w)  —  ^  —  a'  — r h  «  —  ^^t*  —5 —  ecos(X,  —  co) 

ay  ^  3   fjL  da         3   fjL  da 

/7i'       dA<<>^ 

H a*  —5 —  ntesinCki  —  w)  -i- 

fx  da  V   I         / 

m'       dA^oJ 

(•=Wi^-h€-f-2e  sin  ( Aj  —  oj)  H a*  — r —  «^ 

fx  da 

am'    ,dA(o)     ^  ,. 

H a'  — ^ —  nte  cos  (A,  —  w )  -i- 

M  da  v  1         / 


Les  trois  derniers  termes  de  Texpression  (21)  se  reduisent  avec  des  termes 
correspondants  de  la  formule  (16);  il  y  a  des  reductions  analogues  pour  i^  et 
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c,i^  et,  fmalemcnt,  on  pout  prendre,  en  supprimant  les  indices  de  /i,,  «,  etX,, 


(/) 


-^  =—  -  —  a*  —z 1 Cnte^mil  —  &))  h D/i/e'sin(X  —  w  ) 

/ecos(X  —  o) /'e'cos(X  — cj'); 

p.  p. 

m'  ..         .       ni' 


if)         3, (•  —  —  C/i^ecos().  —  ci))  H D/i/e' cos().  —  Iit'). 

/JL  JX 


3,r 


Les  expressions  de  -^  et  de  S,i^  qui  resultent  des  formules  (6)  et  (/)  d'une 

part,  (6')  et  (/')  d'autre  part,  sont,  comme  on  s'en  assure  aisement,  identiques 
a  celles  que  Laplace  a  trouvees  par  une  autre  methode  dans  le  n*"  50  du  Livre  II 
de  la  Mecanique  celeste^  si  Ton  a  egard  a  ce  que  Laplace  represente  par  —  A^'^ 
ce  que  nous  avons  designe  par  4-  A^'^.  Nous  aurions  du,  pour  nous  conformer  a 
Tusage  adopte  aujourd'hui  et  d'apres  ce  que  nous  avons  dit  au  n®  142,  ne  pas 
faire  sortir  des  signes  sinus  et  cosinus  dans  les  expressions  de  §«  ret  §«  v  les  inega- 
lites  seculaires  de  trr;  nous  Tavons  fait  cependant,  mais  uniquement  pour  retrou- 
ver  les  formules  de  Laplace. 

151.  II  reste  enfin  a  tenir  compte  de  la  seconde  partie,  Ro,i  —  R,,  de  la  fonc- 
tion  perturbatrice.  II  suffira,  eomme  nous  I'avons  dit,  de  remplacer  A^*^  par 

A^*^ 7^«  Nous  pourrions  nous  en  tenir  a  cette  indication;  mais,  la  connais- 

sance  des  perturbations  de  r  et  v  provenant  de  la  seconde  partie  de  la  fonction 
perturbatrice  pent  etre  utile  dans  certaines  recherclies,  etnous  allons  faire  coii- 
naitre  les  expressions  de  ces  perturbations. 

II  faut,  en  somme,  diminuer  aA^*'  de  -7i>  et  or  -^—  aussi  de  -^\  a'     ,  ,    res- 
tera  le  meme. 

U  n'y  a  done  qu'a  chercher  dans  les  expressions  (6)  et  (6'),  (/)  el  (/')  les 

parties  qui  contiennent  A^*^  ou  A^"*^;  on  trouve  ainsi  sans  peine,  pour  — > 


(C|-t-C-,)cos(/'— X)H Djecos(/'  — 0))  H D_iecos(—  /'-1-2X  —  w) 

afJL^  i/\  '|JL  '|JL  ^  ' 

-+-  —  E,e'cos(2/'-  }.  _  c')  -  —  /e'cos(>.  -  cr'), 


et  pour  Oi^, 


-  —  (F,~F-,)sin(/'->)-h  —  G,esin(/'- w) 

H G_,esin(—  /'-i-2>.  —  oj)  n H,e'sin(2/'  — X  —  w'). 
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Si   Ton   rcmplace /'  par  son  expression  (rf),  et  C,,  C_,,  D,,  ...  par  leurs 
expressions  (c'),  et  qu'on  fasse  en  meme  temps  la  modification  indiquee,  on 

trouve 

1  -^  = jz    —, TT ^  cos(r  — /)  -+-  -7 TT-T — r  ecos(r  — w) 

^^  '   ^  v(i  —  v)*(2  —  v)(3  —  v)  ^ 

H .    ^^77 r  e'cos(2/'— X  — d')   ; 

I  — v)(i  — 2V)  'J 


2V( 


^1^'  = r, -, TTt rSin(/'— >.)H — -- — --^ — r«sin(/'  — 0)) 

fjL  a'*  [      v(i  — v)^(2  — v)        ^  '      2v(i  — v)-(i4-v)(2  — v)  ^  ' 

(^  )  <  -^ /     — ^iT ^?72 r- esm(— /'-H2}.  —  w) 

^°    '    ^  2        V(l  — V)'(2  —  V)'(3  — V)  ' 

; r; rr  e'sin(2/'— A-- w')    . 

V(l  —  V)(l  —  2V)'  ^  J 


V  designe  toujours  dans  ces  formules  le  rapport  —  • 

En  resume,  les  valours  completes  de  -^  et  Sji'  seront  donnees  : 

I®  Par  les  formules  (b)  et  (6')  dans  lesquelles  on  donne  a  t  toutes  les  valours 
entieres  positives  et  negatives,  excepte  zero; 
2?  Par  les  formules  (/)  et  (f); 
3°  Par  les  formules  (g)  et  (^). 
On  devra  ajouter  Texpression  de  S|ra  la  valeur  elliptique 

a    I  H —  e'—  ecos(X  —  w) e*cos(2X  —  20)  -f-. . .    , 

et  de  meme  celle  de  S,^  a  la  valeur  elliptique 

5 

/-+-  2esin(A  —  oj)  -f-  7  e*sin(2X  -—  20))  -h. . . . 

152.  Nous  dirons,  pour  terminer,  quelques  mots  sur  le  calcul  des  perturba- 
tions de  la  latitude  5,  toujours  avec  la  meme  precision. 

On  a 

sin5  =  sin9S]ii((^  —  0)] 

d'oii,  en  supposant  i^  affecte  de  ses  perturbations,  et  remplagant  par  Tunite  les 

facteurs  — -  et  — ^> 
C0S5       cos  5 

3,5=  sin(r— -^)d,  9  —  cos(«^—  0)sin<p3i0 
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ou  bien,  en  vcrtu  des  formules  (2)  du  n®  138, 

(a3)  Oj  5  —  (G  -f-  V)  sin(i'  —  t)  —  5cos(r  -+-  7). 

Or,  quand  on  rcmplace  Ro,i  par  Texpression  (i)  dans  les  trois  dernieres  for- 
mules (a)  du  n"  134,  on  trouve 

/  G  =  -!-  — sin- J  y  I ! r-  aB^''-«)cos[/(/'->)4-2X-2T']H--aBt«)cos(2X~2r')L 

V=r  l^sinijy—^aA<'>cosi( /'->), 

2    fX  2       ^d  V  —  1  ^ 

(^4)  [g^-'-^  sin  -  JaB<«)«f  +  i  !!i!  sin  -  J  |  -  -!-  V  '  aB"-"  sini(/'->) 

J*'  2fX  2  2|JL  2/v—  I    ^d  I  ' 

-hV \ — r-aB('-»>sin[i(r-)0  +  2X-2T'] 

4-  irtB(*)sin(2)i-2T')  |. 

Dans  ces  formules  (24),  1  prend  toutes  les  valeurs  entieres,  excepte  zero. 
II  n'y  aura  qu'a  porter  dans  la  formule  (23)  les  valeurs  precedentes  de  c  -f-  V 
et  5;  on  devra  remplacer  A^*^  et  B*^  respectivement  par 

A^>) ^,     B<<>>— — . 


^i  r,H.%^fmp,  ^^ai 


CHAFITRE  Will 


btchtstmt  &E  ^inz'%t 


f^  Aexon^ftVt  de  XepCiine  a  raarqiie  one  epoqne  reoarqiiable  dan^  la  Ikeorie 
de  la  graTitatron*  a  laqoelle  elle  a  app^>rte  one  ci>nliniiatif>o  eebcaate.  Aossi 
croyoni^noo.^  devoir  loi  ^ronsaerer  an  Chapitre  speciaK  qni  troaTe  ici  5a  pbee 
natarelle,  car  cette  di^eoorerte  prend  sa  s^mree  dans  l^s  formiiles  da  Oiapitre 
precedent, 

153,  Le  i3  mars  1781,  W.  Herseh^l  reneoolrait  aceideotellement  la  planete 
Uranas  dont  le  di^qoe  :»en^ible  aTait  attire  :§on  attention. 

Qaand  Torhite  de  cette  planete  fot  eonnae  approximatiTeinent,  on  conslata 
qu*avant  sa  decoaverte  elle  aTait  ete  ob^^rree  Tingt  fois  eomme  etoile  fixe  de 
6*  grandeur,  depois  1690  josqa^a  1771,  par  Flamsteed,  Bradley,  Mayer  et  Lemon- 
nier.  Vers  1820,  Boorard  entreprit  la  theorie  de  cette  planete*  en  prenant  poar 
point  de  depart  les  expressions  analytiqoes  qae  Laplaee  afait  donnees  qnelqae 
temps  auparavant  dans  le  tome  III  de  la  Mecanique  celeste^  poor  les  pertorbations 
d'Uranus  causees  par  Jnpiter  et  Satnme. 

Bouvard  disposal t  done  de  qaarante  annees  d'obserrations  regalieres  mo- 
dernes  (de  1781  a  1820),  et  de  Tin^  obserrations  aneiennes,  echelonnees  entre 
169061  1 77 1.  Ces  dernieres  etaient  eridemment  inferieares  aox  premieres  en 
precision  ;  cependant  elles  racbetaient  cet  ineonTenient  en  raison  de  la  grande 
extension  qu'elles  donnaient  a  Tare  observe  de  Forbite  d'Lranos. 

Bouvard  construisit  ainsi  les  Tables  d'Uranos  dont  les  astronomes  se  sont 
servis  pendant  un  quart  de  siecle;  mais  il  ne  pat  pas  les  etablir  d^ane  fa^n 
satisfaisante  :  il  lui  fut  impossible  eneffet  de  representer  a  la  fois  paries  memes 
formulas  les  anciennes  observations  et  les  modemes.  Varrivant  pas  a  concilier 
les  deux  systemes,  Bouvard  prit  le  parti  de  rejeter  entierement  les  observations 
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^nrionnes,  d  il  fonda  ses  Tables  uniquemciil  sur  los  quarante  anneos  d'obscna- 
tions  merid tonnes  : 

a  LaissanI,  dit-il,  aux  Icmps  a  venir  le  soin  dc  faire  connaitre  si  la  difficulle 
de  concilier  losdeux  syslemes  lient  n^ellement  a  I'inexacliludc  dcs  observations 
anciennes,  ou  si  ellc  depend  dc  (iiii'ttino  Jiclion  itrangorc  el  inapcrgue,  qui 
aurait  agi  sur  la  planJ^te.  n 

II  ne  I'ul  pas  necessaire  d'allendre  lungtcinps  pour  prononcer:  dans  I'espace 
d'un  petit  nombre  d'annees,  des  crreurs  sensibles  se  manifeslercnt,  dnnt  la 
valeur  augmenta  graduellement,  si  bien  que,  vers  i845.  la  longitude  d'Uranus 
calculee  par  les  Tables  de  Bouvard  difTerail  d'environ  3'  de  la  longitude  ob- 
scrv6e.  Les  Tables  qui  ne  repr6scntaienl  pas  les  observations  anciennes  etaient 
done  t'galcment  impurssantes  a  represenlcr  I'enseinble  des  observations  nio- 
dernes.  II  devenait  probable  que  ta  planete  Lranus  avail  Oto  soumisc  a  quelque 
action  «  etrangi'rc  ct  inapcr^^ue  «. 

La  question  dc  I'irregularite  des  mouvemonts  d'L'ranus  se  trouva  ainsi  misc  a 
I'ordre  du  jour.  Dans  le  couranl  de  I'ete  de  184S,  Arago  lit  signata  d'une  ina- 
nierepressanlea  Le  Verrier,  qui,  dans ses  premiers  travaux,  veuail  de  reveler  un 
talent  de  premier  ordre.  C'est  vers  celte  epoqne  que  Bessel  6crivait  a  dc  Hum- 
boldt : 

"  Jc  pense  qu'un  moment  viendra  oil  la  solution  du  mystere  d'Uranus  sera 
peut-elre  bien  fournie  par  tine  nouvelle  planiite,  dont  les  elements  scraient 
rcconnus  par  son  action  sur  Uranus  ct  verifies  par  cellc  qu'ellc  exerce  sur 
Saturne.    » 

15i.  Le  Verrier  se  mit  ii  I'ttuvre;  redoulanl  quelqucs  inexactitudes  dans  les 
calculs  de  Bouvard,  il  entreprit  d'abord  dedcmontrer  d'une  maniferc  indiscu table 
que  I'cnsemble  des  observations  meridiennes  d'Uranus  iie  pouvail  elre  repre- 
sente  par  unc  ellipse  dont  les  elements  varieraient  en  verlu  des  seules  actions 
pcrturbatrices  dc  Jupiter  et  de  Saturne. 

Les  erreurs  de  la  latitude  tabulaire  d'Uranus  pouvaient  etre  atiiiulecs  ii  tres 
pen  prfes  par  des  changements  dans  I'inciinaison  de  I'orbite  ct  dans  la  longitude 
du  nctud,  assez  faibles  pour  n'avuiraucunc  iofluence  sur  la  longitude  d'Uranus. 

Soient  done  n,  e,  e  et  gj  les  quatre  autres  elements  ellipliqiies  adoples  pour 
Uranus,  ^•  la  longitude  calculee  avccees  elements  pom  Tepoquc  /;  si  leurs  valeurs 
exactes  sout  representees  par  n  -f-  An.  t  +  Ae.  e  -+-  Ae,  tn -h  Ara,  la  longitude 
elliptique,  calculee  exactement.  sera 


les  coellicienls-i 


~t  -J-  sonl  des  Ibnctions  connues  de  (  el  de  /*,  t,  e.  a. 
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Soil  9  la  perturbation  en  longitude  causee  par  Jupiter  et  Saturne;  designons 
par  i'o  'a  longitude  deduite  des  observations  pour  Tepoque  /.  On  devrait  avoir 

(i)  c-H  9;h-  3-  A/i  -f-  3-  Ac-+-  -3-  Ae4-  3—  Act—  Vq={^c—  ^0  =  0; 

on  o£  oe  OTS 

autant  d'observations,  autant  d'equations  de  cette  forme,  contenant  au  premier 
degre  les  quatre  inconnues  An,  Ae,  A^,  Agt. 

Le  Verrier  avait  repris  avee  un  soin  meticuleux  le  calcul  des  perturbations  de 
la  longitude  causees  par  Jupiter  et  Saturne,  de  sorte  qu'il  etait  bien  certain  des 
valeurs  des  quantites  <P.  II  eut  un  total  de  sSg  equations  telles  que  (i),  fournies 
chacune  par  une  observation  meridienne  faite  entre  1781  et  i845. 

II  groupa  les  equations  voisines,  10  par  10,  a  peu  pres,  de  fagon  a  n'avoir 
que  26  equations  normales,  correspondant  a  un  nombre  egal  d'observations 
ideales  beaucoup  plus  precises  qu'une  observation  isolee. 

En  combinant  convenablement  ces  equations,  il  obtint  des  valeurs  plausibles 
des  inconnues  qui,  substituees  dans  les  equations  individu^lles,  donnerent  les 
residus  suivants,  valeurs  A^v^  —  ^0  • 


Tableau  (A). 

1781-1782 

-4- 

•io,5 

1813-1815 

.   -4-  4^5 

1783-1784 

-+- 

10,8 

1816-1817 

-+-6,0 

1785-1788 

-+- 

2,0 

1818-1820 

.   H-  3,8 

1789-1790 

8,1 

1821-1823 

.   ^   1,7 

1791-1792 

7,8 

1824-1827 

..   -7,6 

1793-1794 

10,5 

1828-1830 

..   -7,3 

1795-1796 

10,1 

1835-1835 

.   -4,5 

1797-1801 

6,7 

1835-1836 

..   -4,7 

1802-1804 

3,4 

1837-1838 

..   —  2,1 

1804-1806 

— 

0,4 

1839-1840 

•   -+-  0,7 

1807-1808, 

■4- 

3,1 

1841-1842 

-+-  1,5 

1808-1810 

-+- 

3,8 

1842-1844 

-+-  3,1 

1811-1813 

-+- 

4,4 

1844-1845 

..   -i-  6,5 

On  voit  que  la  representation  s'est  amelioree;  au  lieu  de  2',  le  plus  grand 
ecart  n'est  que  de  20",  5. 

Mais  les  residus  n*en  sont  pas  moins  inadmissibles,  par  leur  grandeur  et  par 
leur  allure  systematique,  surtout  quand  on  se  rappelle  que  chacun  des  nom- 
bres  Vq  est  la  moyenne  de  dix  observations  meridiennes  tres  precises. 

155.  Aussi  Le  Verrier,  plein  de  confiance  dans  Texactitude  de  la  loi  de 
Newton,  aborda  resolument  I'hypothfese  d'une  planete  encore  ignoree,  et  chercha 
si  les  perturbations  produites  par  cette  planete  permettraient  d'expliquer  les 
irregularites  du  mouvement  d'Uranus.  Soit  P  la  perturbation  correspondante  de 
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l;i  loMKilinii'  il'l'i-anus  y  ri'po(|ue  /;  tianscliiicunc  ilcs  t'i|ualions  (1),  'f  dovra  I'd-c 
itiiiiiIjici;  para'-*-  P. 

II  y  avail  lii'u  d'Rppnrter  qui'Iques  simpliik'ulions  au  probll'ine. 

Toul  il'iiiinni,  on  sait  tjue  les  orbitos  tie  Mars,  Jupilcr,  Saturno  pI  Uranus  font 
avec  k'  [ttan  do  rccli[iti4|ue  dcs  angk's  pctiU,  inforicurs  k  2"3n';  il  i'lajtclonc 
naturol  d'admelire  que  la  plani'te  inconnue  so  mouvait  a  fort  peu  pres  dans  Ic 
plan  do  recliptique,  suppusition  d'aulant  plus  plausihio  que,  coniinc  nous 
I'avons  tieja  dit,  \vs  latitudes  d'llranus  peuvonl  elre  reprosentees  presque  exac- 
lemont.  en  tenant  comple  soulciaent  dos  actinns  dc  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  second  lieu,  la  planf-tc  inconnue  ne  pent  pas  etre  supposee  ptac6G  entre 
Saturne  et  I'ranus,  car  elle  produirait  dans  les  mouvoments  de  Saltirne  des  de- 
rangements qui  n'auraient  pas  passe  inapor^us.  II  faut  done  qu'ello  soit  au  delk 
d'L'ranus.  lei,  la  loi  de  Bode,  malgrc  son  caraelert-  empirique,  va  joner  un  role 
important:  elle  indiqucquc  la  nouvclle  planele  doit  etre  a  une  distance  moycnne 
du  Soleil  double  de  celle  d'Uranus.  Le  Verrier  s'est  done  aiiisi  trouve  conduit  a 
pos<'r  la  question  en  ces  lormcs  : 

II  Est-il  possible  que  les  inegatiles  d'L'ranus  soienl  dues  a  Taction  d'une  pla- 
ni'te  situoe  dans  recliptique,  a  uno  distance  moyeiine  double  de  celle  d'Uranus? 
Et.  s'il  en  est  ainsi,  oil  est  actnelleniont  sittiee  cclte  planete'?  Quelle  est  sa 
masse?  Qm'ls  sont  les  elements  de  I'orbile  qu'ello  parcourt?  » 

Soionl  a',  n',  r',  i',  m'  les  eleinonls  de  la  phuii'Ie  inooniiue:  mi  aura 


(a) 


Les  cxccntricitos  des  orbites  de  Jupiter,  Saturne  et  I'ranus  sonl  voisinos  de 
o,o(),  done  pelites;  il  est  naturel  de  supposer  qu'il  en  sera  dc  memo  de  e'.  Dans 
ces  conditions,  on  pourra  calouler  la  perturbation  P  dc  la  longitude  d'Uranus 
par  les  formulos  dn  Chapitre  precedent,  qui  laissent  de  onto  los  quautilos  du 
second  ordre  par  rapport  a  e  et  «'. 

Pour  rinlervalle  de  ij.)  ans.  compris  enire  1690  d  iH/p.  les  inojjalilt'S  secu- 
laires  de  i-  donnics  par  la  foruuile  (/' )  du  u"  l.>0  sont  uogligeables.  conimc  on 
s'en  assure  aisement. 


156.  La  formtile  (//)  dti  n"  I  58  donnera  done  pour  la  perturbation  P.  en 
rcmplnvant  fiparrunite  et  remarquant  qu'on  a  ici  t'  =  t,  X  =  /,  w  =:  ct. 


(3) 


P--  ^    «-■   V  F,sin/|r- 


/1  +  /-B 
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Les  valcursdes  coefficients  F,,  G,,  H,  s_'ront  calculees  par  Ics  formules  (r') 
du  n°  148;  elles  dependent  de 


'(-^> 


qoantite  connuc,  et  de  aA"',  or  -^ —  ct  a'  ~A~r  ' 
Or  on  a,  avec  les  notations  du  Cliapitrc  XVII, 

'  da    ~        dot  da*     '~         dec'    ' 

a.  etant  suppose  connu,  on  pourra  calculer  ces  quantites.  On  tiendra  compte 
de  la  seconde  parlic  R^,,  —  R,  de  la  fonction  perturhatrice  en  rempta^ant ab'^ 

rfiid) 
et  a'  —J—  respectivement  par 

■1,1,       »  ,''*'" 

dx 

Done,  dans  la  formule  (3),  les  coefficients  F,-,  G,-  et  H,  peuvent  etre  supposes 
connus.  En  faisant  ce  calcul,  on  trouve  que  F,-  est  petit  par  rapport  a  F,  quand 
la  valeurabsolue  de  i  surpasse  3;  on  voit  aussi  que  les  seules  valeursa  conser- 
verpourGi  etH.sontG,,  G„G,  etil,.  Hj,  H^. 

On  remplacera  /par  nt  -h  t,  t  par  n'/  -i-  s',  et  Ton  fera 

e'sinra'^A',         e'cosro'^^'; 

IL^      '-(F,-y\,)sm[{n' -„)!  +  ,■-•] 
+  ^(F,-F_,)sin[(2//-2«)/  +  a£'-2£] 
f^'  {  +  -  (F,-F.,)sin[(3H'— 3«)/t-3£'— :!-J 

I  +eGtSiii[(a«'— h)'  +  3e'  — s  — ro] 

+  cG,sin[(3"'-T«)(  +  3j'-2£-trTl. 
;  ll^-H,cosC«'r  +  .') 
(5)  '  -  H,cos[(a«'-  n)i  +  2,'-  s] 

(  —  H,cos[{3«'— 2/0'  -v-3£'—  2z], 

I  K  —      H,sin(M'£-H£') 

(  -t-H,sin[i3«'-s«)'-^-3e'-ai]. 
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La  formule  (3)  pourra  s'ecrire  ainsi 

(7)  V-zzLm'-^Um'h'^Km'A'; 

e,  n  et  £  sont  connus;  il  en  est  de  meme  de 


a* 


t'  est  inconnu;  e'est  la  longitude  nioyenne  de  la  planeteau  i'*^  Janvier  1800.  Les 
formules  (4),  ( *))  ct  (6)  montrent  que  L,  H  et  K  sont  de  la  forme 

tl),COS£'-|-  tl.,C0S2£'-r  »l.jC0s3£' 

4-i)l>,  sing'-t-  ilKj  sinag'H-  \iJi,  sin3c\ 

0(1  cio,,  0,1,2,  .A.3,  iii>,,  iii>2, 1)^3  peuvent  etre  consideres  comme  connus. 
Si  i'on  porte  la  valeur(7)  de  P  dans  Tequation  (i),  on  trouvera 

ia)     -T-  A/j  -^  -r-  Ae  -h  -T-  Ac  4-  -r—  Aw  -h  \\m' li' -\-  Km'k' -\-  Lm'n-  r  4-  4^—  io^o. 

On  aura  autant  d'equations  de  cette  forme  qu'il  y  a  d'observations;  Le  Ver- 
rier,  par  des  moyennes,  a  reduit  ces  equations  a  dix-huit,  qui  correspondent  aux 
epoques  suivantes  :  1690,98;  1712,20;  i7i5,23;  i747>7;  i754»7;  1761,7; 
1768,7;   1775,7;  1782,7;  1789,7;  1796,7;  1803,7;  '810,7;  1817,7;  '834,7; 

i83i,7;  i838,7;  1845,7  (•). 

• 

157.  Le  probleme  depend  done  de  dix-huit  equations  a  huit  inconnues,  A^,  As, 
A^,  Atar,  mfh\  m'k\  m!  et  e';  les  sept  premieres  figurent  Uneairement  dans  les 
equations  de  condition  (a);  la  huitieme  entre  dans  ces  equations  sous  fomie 

transcendanle  par        (e',  it\  3£'). 

Si  les  observations  etaient  rigoureusement  exactes,  il  sufTirait  de  prendre 
sept  des  equations  (a),  d'en  tirer,  par  des  eliminations  successives,  les  valours 
des  sept  inconnues  Aai,  . . . ,  m'  qui  n'y  entrent  qu'au  premier  degre,  et  de  porter 
ces  valeurs  dans  Tune  des  autres  relations  (a),  qui  deviendrait  ainsi  une  equa- 
tion transcendante  ne  contenant  plus  que  Tinconnue  €. 

Mais  les  observations  anciennes  sont  peu  precises;  les  differences  f'  -h  a'  —  ^0 
sont  en  somme  assez  petiles,  et  il  arrive  qu*apres  avoir  elimine  six  des  incon- 
nues il  reste  pour  la  septieme  m!  une  equation  de  la  forme 

(8)  Dm'— N=:o, 

~       —        — ■■  -ra  —    - •     —    —  ■__L 

( I )  Ces  6poques  sont  ^quidistantes,  sauf  les  trois  premieres,  et  il  est  possible  de  proGter  de  cello 
circonstance  pour  abr^ger  les  calculs. 


3S()  CHAflTRlt   \xtll. 

(laiis  laqiiL'lle  hs  quantites  D  fl  N  sont  tres  forti!men(  afTeolees  par  les  prrcurs 
des observations,  il'aulant  plus  que  lescoefticients  qui  figurent  dans  D  et  N  sont 
tres  petits  par  rapport  a  ccux  qui  cnlraient  dans  les  equations  primitives,  de 
sort«  que  le  nioindrc  changement  apporte  dans  les  donnees  fail  varierm'dans 
des  proportions  extraordinaires. 

Le  Verrier  avail  obfenu  cetle  equation  (S)  el.  en  ecriviinl  que  m'  doil  elre 
esaentieilement  positif.  il  cspernit  liniiler  les  intervalles  daus  lesquels  il  fallail 
cliercher  la  vraie  valeur  dc  t'.  II  avail  [)OHe 


ce  qui  lui  avail  permis  d'exprimer  N  et  D  algebriquement  en  x;    il  etait 
arrive  ;i 

(,4-,,')',\^N,.  (. +.t')'l)^l)„ 

N,  et  D,  etantdes  polynomes  en  x  de  degres /|  et  lo. 

Mettant  a  profit  le  theorenie  de  Sturm,  Le  Verrier  avail  vu  que  les  ra- 
cines  de  I'^quatlon  N,  =  o  elaietit  loutes  imaginaires.  tandis  que  I'equation 
D,  =  o  avail  quatre  racines  reelles.  II  etait  ainsi  amene  a  conclure  que  e'  devait 
etre  compris  entre  r)6°l^o'  et  iSp^^V,  ou  entre  263"8'  et  3j8"4i''  Or,  quand  il 
attribuait  a  £'  des  valeurs  comprises  entre  ces  limilcs,  el  qu'il  les  substiluait 
dans  IVnsemblc  des  equations  (a),  il  n'obtenait  jamais  une  representation  sa- 
tisfaisanle;  de  sorte  que  la  vraie  valeur  de  i'  transporlee  dans  I'equation  (8) 
devait  conduire  pour  m'  i  une  valeur  negative. 

«  J'avouerai  sans  peine,  dit-il,  que  c'est  ce  qui  m'esl  d'abord  arrive;  long- 
temps  j'ai  ete  arrete  dans  mes  reclierches  par  celte  difficulte.  Aussi  croirai-je 
f'airc  une  chose  utile  en  insistant  encore  sur  cetle  partie  dc  la  question;  elle  est 
Ires  propre  a  moiitrer  par  ses  details  combien  sont  delicats  certains  points  des 
recherches  numeriques;  combien  il  est  souvent  plus  penible  d'arrivera  unecon- 
naissance  rigoureuse  de  la  vcrile  en  raisonnanl  sur  des  nombres  entaches  des 
erreurs  d'observalions,  qu'en  disculant  des  syniboles  algcbriques  susceptibles 
de  represcnler  les  donnees  de  la  question  avec  une  exactitude  absolue,  el  de  se 
preter  a  toutes  ies  restrietions.  « 

11  fallait  done  operer  autremenl.  en  ayanl  egard  a  loutes  les  observations. 
Voiei  la  methode  employee  : 

Le  Verrier  considtre  les  quatre  equations  (6)  du  type  (a)  qui  correspondent 
aux  annees  1715,  1775,  1810  ct  i8/i5;  il  represente  parcel  q  les  erreurs  com- 


mises  dans  les  anciennes  observatioi 


1715  et  1775;  il  suppose  nulles  les 


erreurs  en  1810  et  iH45,  puisque  danschaquc  cas  on  a  une  moyennc  d'un  assez 
grand  nombre  de  bonnes  observations  meridiennes.  Les  premiers  membres  des 


deux  premieres 


■quail 


ans  {//)  devronl  done  elre  uuginentes  de/s  el  //  respective- 
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iiicni.  Oh  tirera  lies  ipialro  ci[ualions  (b)  les  valeurs  iles  qualrc  inconmii's  S/i, 
Ae,  Ac,  Am  pour  les  siilistituiT  duns  les  autrcs  rtilalions  (a);  celii  donnvra  dcs 
Equations  (r)  dont  les  premiers  iiiemhr<^-s  seront  des  Tonclions  lineairos  de/^  q 
m'h',  m'k'  el  m'.  I.e  Verricr  fait  los  inoycnncs  des  equations  (e)  cjui  reponiicnt. 
d'une  pari,  aux  annees  1817,  i8a'|,  iSii  et  i8!lH;  d'aulrepart.  auxannees  1782, 
1789,  179G  ol  1801,  el  il  en  tire  les  valeurs  dcs  inconnucs  m'A'  et  m'lt'. 

II  connait  done  les  six  premieres  inconnues  en  fimelion  dos  deux  ilernieres, 
e'  et  m',  el  des  crrcurs/j  et  q  de  J715  cl  de  i77.>.  On  peul  voir  qu'on  a  uli!is6 
des  oliservalions  de  sept  en  sept  ans.  ii  parlir  de  1775  jusqu'en  t845;  de  sorte 
que  toutcs  les  observations  eompnses  dans  cet  intervalle  de  soixante-dix  ans  se- 
ront representees  presque  exaetemont  quelles  que  soient  les  valetirs  de  e',  m', 
p  ct  q.  Mais  on  n'en  pent  pas  dire  autant  des  observations  de  iGgoet  1747:  c'est 
en  essayanl  de  representer  ces  observations  (ju'on  pourra  determiner  t'. 

On  substituera  done  les  valeurs  des  six  premieres  inconnues  dans  les  equa- 
tions (c)  qui  repondenl  it  iG;)o  ct  i7'i7.  et  Ton  aura  des  t-(!>sidus  de  la  forme 


(9) 


hCp^hq 


Le  Verrier  a  elfectue  tous  les  calculs  qui  viennenl  d'etre  indiques  pour  qua* 
rante  valeurs  equidistantes  de  e',  enlre  o"  et  3(io°.  Voici  les  residus  (9)  pour 
quelques-unes  des  valeurs  de  i  : 


lABLIi4L    (B]. 


Erruui  Ac  la  lh«oria 


» +  324V  87'™'+  ",4p  -  «>'/ 

—  ■i6l"- 

i6V-i,Jp    -I'ay 

1 — aoj—   Sm'— 0,1/1  —  1,5*/ 

-  167  -  : 

ii6;«-i,o;)-a,o,7 

) -^  i4B  — (8m'-o,ap— i,6y 

-lt,i- 

■u„-^cAp-ifi,, 

i ■*■  l38-i-.iira'~n,3/'— ',S'/ 

-106  + 

G^m'—o.Sp-  1,87 

» -^   79-i8ra'-o,5;.- i,5y 

-  76- 

4m'-o. 7/1  — 1,97 

i -^     6_5;m'-o,(ip-a.<.7 

-    33- 

Mm'-o,7/>-.,fi7 

I -     .-57«'-o.6/.-,..^ 

—  a; 

»«'- 0,7^-1,57 

1 —     7      iJw'-o,6/>-a.i^ 

-   a4- 

fim--o,7/>-  1,47 

t -     ii■~^%m•-o,^p-2,■if| 

-    ai- 

3to-o,7P-i,3v 

i -     4-3Sra'— o,Sp-a,S7 

-    14-^ 

i«'-(.,8/>-i.a^f 

t +     4-».w-o.4p-«,69 

-    as,^ 

li«'-o,8;>-i,^.7 

' +17-   5W     o,3/>-a.8? 

—    38-*- 

'^'"'-"■9/'-'."/ 

' H-   37-  Um'  -o,ip  -a.yy 

—   5i  -.- 

i8m'-   o,9p  -  1,07 

i +i4i-^;3mVo,.;.      3,07 

-    ia3-.- 

3:«-.,ap'-o.87' 

Lo  Verrier  examine  cnsuite  la  marclic  des  erreurs  contcnucs  dans  le  Tableau 
precedent,  en  ayant  igard  aux  limites  dans  lesquelles  doivent  rester  comprises 
les  quanliles  m',p  et  q. 

La  discussion  des  observations  lui  a  monlri'  que  /*  ne  peul  surpasser  1 J"  et 
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q  lo";  d'autre  part,  il  etait  arrive  a  reconnaitrc  (*)  que  m!  ne  pcut  etre  suppose 
superieur  a  4»  sans  quoi  la  planete  inconnue  exercerait  sur  Saturne  des  per- 
turbations appreciables  qui  n'ont  pas  ete  constatees. 

Cela  pose,  on  voit  que  pour  i'  =  o,  en  prenant  ^  =  —  1 5,  y  1=  —  lo,  Terreur 
en  1747  serai t  de  -  226" —  \&'m\  done  en  valeur  absolue  superieure  a  226"; 
Terreur  de  1690  serait  encore  beaucoup  plus  considerable.  L'hypothese  £'=0 
est  done  impossible;  les  valeurs  suivantes,  jusqu'a  225°,  sent  egalement  impos- 
sibles. Mais  on  remarque  que  les  parties  constantes  A  des  residus  du  Ta- 
bleau (B)  atteignent  leur  minimum  absolu,  tant  en  1G90  qu'en  1747*  dans  le 
voisinage  de  £'=  2.52°;  c'est  la  seulement  qu'on  pent  avoir  une  solution  suscep- 
tible de  representer  les  observations. 

158.  La  partie  la  plus  difficile  du  probleme  est  maintenant  resolue;  il  n'y  a 
plus  qu'a  perfectionner  la  solution  et  a  lui  faire  acquerir  le  maximum  de  preci- 
sion. Le  Verrier  pose 

(10)  £'=i23a«4-i8«»p, 

et,  pour  tenir  compte  de  ce  que  la  loi  de  Bode  a  pu  assigner  a  a'  une  valeur 
inexacte,  il  fait  aussi 

(11)  ^~?  =0,54- 0,2  y, 

en  designant  par  p  et  y  deux  indeterminees. 

Il  reprend  tous  les  calculs  a  leur  debut  et  se  propose  de  developper  les  resul- 
tats  suivant  les  puissances  de  p  et  y;  il  y  arrive  par  interpolation,  en  faisant  six 
calculs  correspondant  a 

(12) 

dans  chacune  de  ces  liypotheses,  il  calcule  les  equations  (a),  qu'il  prend  meme 
plus  nombreuses  que  precedemment,  en  formant  un  plus  grand  nombre  de 
groupes  avec  les  observations  modernes  (il  en  a  maintenant  33  au  lieu  de  18). 
II  resout  cbacun  de  ces  systemes  de  33  equations  par  la  methode  des  moindres 
Carres,  relativement  aux  6  inconnues  An,  A£,  Ae,  Act,  m'h'  et  m'k'  dont  il  trouve 
les  valeurs  exprimees  lineairement  en  m'.  II  calcule  aussi  les  33  residus  obtenus 
en  substituant  dans  les  equations  de  condition  les  valeurs  des  G  inconnues.  II  a 
done,  en  correspondance  avec  les  6  systemes  (12),  6  systemes  des  33  residus 


(1)  m'  ddsigno  dans  le  travail  do  Le  Verrier  le  rapport  de  la  masse  de  la  planete  inconnue  a  la  dix- 
milli^me  partie  de  la  masse  du  Soleil. 


P         0, 

y  — 0; 

?     0, 

•/  —  -<-«; 

P       0, 

y-    '; 

(3-+I, 

7  —  0; 

(3      -I,- 

y      0; 

?      ->, 

y  =  +  1 ; 

cxprimes  sous  la  forme 
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I,  4-  Ul»m', 
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oil  X  et  \iii  ont  chaqiic  fois  des  valeurs  numcriques  connues.  C'est  maintenant  un 
calcul  facile  que  d'obtenirles  33residus  qui  correspondraient  aux  valeurs  gene- 
rales(io)et(i  i)  de  e'  et  a  sous  la  forme 


(i3) 


/;/'( A'-f-  B'(3  -4--  Cy  -h  I)';3*-h  E'^Sy  h-  Fy»); 


les  quantites  A,  B,  ...»  A',  B',  ...  ont  actuellement  des  valeurs  numeriques 
connues.  Le  Verrier  cherche  ensuite,  a  I'aide  de  certaines  simplifications  plau- 
sibles,  a  determiner  les  valeurs  de  p,  y  et  m'  qui  rendent  un  minimum  la  somme 
des  carres  des  33  residus,  II  trouve 


(i4) 

il  en  resulte 


|3  Z3  —  o,65o3o,         y— — 1,0292.5,         m' :rz  1,0727; 


a'  =1  30,1639. 


En  introduisant  les  valeurs  (i4)  de  p,  y  etm'  dans  les  expressions  de  /w'A'  et 
rn'k'  mises  prealablement  sous  la  forme  (i3),  on  obtient  les  valeurs  les  plus 
precises  de  /i  et  A\  On  en  deduit 

e'  — 0,10761,         cj'-^  284"  5' 48'. 

Le  Verrier  est  ainsi  a  meme  de  calculer  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  de  la 
planete  inconnue  pour  le  i*""  Janvier  1847;  il  obtient 

r'=326«32',         /•'— 33,06. 

Voici  comment  la  solution  precedente  represente  les  observations  : 


Tableau  (A). 


Calcul 
molDfl 

Dates.  obsen'ation. 

1781-1782 -h  2",  3 

1783-1784 -4-  0,1 

1785-1788 -  1,2 

1780-1790 -  3,4 

1791-1792 -+-  0,3 

1793-1794 —  o,i 

1795-1797 —  1,0 

1797-lHOl -   0,9 

1805-1801 -  0,8 

1804-1806 -+-  0,8 

1807-1808 2,1 

1808-1810 0,8 

1811-1813 --  0,3 


Calcul 

molnt 

Dates.  observation. 

1813-1815  -  0^,9 

1816-1817 -+-  0,4 

1818-1820 -^  0,4 

1821-1823 -+-  0,9 

1824-1827 -  5,4 

1828-1830 —  2,2 

1835-1835 —0,8 

1835-1836 -  2,3 

1837-1838 -^  2,5 

1839-1840 2, J 

1841-1842 "  o,a 

1842-1844 -    o/, 

1844-1845 —  o,J 
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Toutcs  CCS  observations  sont  bien  representees;  la  comparaison  dcs  Ta- 
bleaux (A)  ct  (A')  parle  du  rcste  (rclle-meme. 

Voici,  d'aillcurs,  comment  la  solution  trouvee  rcpresente  Ics  observations  an- 
ciennes  : 


n 


1690.  Une  observation  de  Flamsleed —  19,9 

1712  ct  i7ir>.  Qiiatro  observations  do  Flamsteed -+-  5,5 

1750.  Deux  observations  de  Lemonnier --  7,4 

1753  et  1756.  Deux  observations  do  Mayer  et  Bradley --  4,0 

1764.  Uno  observation  de  Lemonnier -r-  4,9 

1768  et  1769.  Huit  observations  do  Lemonnier -i-  3,7 

Ces  ccarts  n'ont  rien  d'anormal. 

Le  18  septembre  1846,  Le  Verrier  ecrita  M.  Galle,  astronome  de  Berlin,  pour 
lui  communiqucr  la  position  de  la  planete,  et  le  jour  meme  011  il  regoit  cette 
lettre,  le  23  septembre,  M.  Galle  observe  la  planete  a  52'  de  la  position  assi- 
gnee. 

159.  En  meme  temps  que  Le  Verrier,  et  meme  avant  lui,  un  jeune  geometre 
anglais,  devenu  depuis  un  astronome  illustre,  M.  Adams,  trouvait  de  son  cote 
une  solution  du  probleme.  Son  attention  avait  ete  appelee  surcc  sujet,  des  i84i, 
par  un  Rapport  de  M.  Airy  sur  les  progres  recents  de  I'Astronomie.  En  i843, 
M.  Adams  faisait  un  premier  essai  en  supposant  circulaire  I'orbite  de  la  planete 
inconnue,  avec  un  rayon  double  de  la  distance  moyenne  d'Uranus  au  Soleil;  le 
resultat  qu'il  obtint  lui  montra  qu'il  etait  possible  d'etablir  un  accord  general 
et  satisfaisant  entre  la  theorie  et  Tobservation.  Ayant  regu,  en  fevrier  i844»  les 
resultats  de  toutes  les  observations  d'Uranus  faites  a  Greenwich,  il  aborda  la 
solution  du  probleme  avec  une  orbite  elliptique,  et  il  communiqua  en  sep- 
tembre et  octobre  i845,  a  M.  Challis  et  a  M.  Airy,  les  valeurs  qu'il  obtint 
pour  la  longitude,  la  masse  et  les  elements  de  la  planete  supposee.  Ce- 
pendant  I'excentricite  de  I'orbite  lui  parut  trop  grande;  les  dernieres  ob- 
servations d'Uranus  lui  semblerent  n'etre  pas  representees  avec  toute  I'exac- 
titude  desirable.  Aussi  M.  Adams  se  decida-t-il  a  recommencer  les  calculs 
en  diminuant  la  distance  moyenne  de  j^;  il  communiqua  les  nouveaux  resul- 
tats, tres  satisfaisants  cette  fois,  a  M.  Airy  dans  les  premiers  jours  de  sep- 
tembre 1846. 

Le  Verrier  avait  fait  connaitre  dans  les  Comptes  rendus  de  VAcademie  des 
Sciences,  des  le  i***  juin,  la  longitude  de  la  planete  inconnue,  et  le  3i  aoiit 
sa  masse  et  ses  elements.  Enfin,  c'est  sur  ses  indications  que,  le  23  sep- 
tembre, M.  Galle  trouvait  la  planete;  aucun  des  resultats  obtenus  par 
M.  Adams  n'avait  encore  ete  public.  II  n'est  done  pas  douteux  que  I'honneur 
de  la  decouverte  appartient  a  Le  Verrier.  Mais  il  est  certain  que  M.   Adams 


etait  arrive  ilc  son  cair  :i  la  coniiaissance  <Iir  la  posilioii  Iri-s  npprochce  de  la 
planete  ('). 

L'ensemble  Jt's  reclicrchcs  de  M.  Adams  fiit  comniuniqiie  a  la  Soci6t6  Aslro- 
nomique  de  Londrcs,  Ic  r3  novpmlire  iK/jti,  i<l  iinpriiiii;  iniiiii'dialLHiiunt  dans 
i'Appcndicc  du  Saultcal  Almanac  pour  iHji;  tine  Iraductiun  I'rancaise  du  Mi-- 
moire  a  paru  dans  le  Journal  de  Mathimaliquvs,  3'  seric,  I.  II,  187(1.  La  mp- 
thode  employee  est  simple  et  eleganle;  la  discussion  estcepondaiit  moinsappro- 
fundie  que  chez  Lp  Vorrier;  la  position  calculee  tliflere  de  cclle  obscrvce  par 
M.  Galle  de  i°i~i' . 

160.  Quand  on  cut  observe  Neptune  pendant  un  certain  lemps,  il  ful  possible 
dc  deduire  des  observations  ainsi  I'ailcs  les  elements  elliptiques  de  son  orliitc, 
en  faisanlintervenir  une  ancienne  observation  de  Lalande,  qui  avait  catalogue  la 
planete  en  179^.  commc  une  ^toilc  fixe:  on  put  aussi  caleulcr  dcpuis  la  masse 
de  la  planete  en  partant  des  observations  de  son  satellite.  Nous  rapprocbons. 
dans  le  Tableau  ci-dessous,  quelques-uns  de  ces  elements  des  valeurs  corres- 
pondantcs  calculees  par  Le  Verricr  et  M.  Adams  : 

ObMrrfttions.  Lo  Vorricr.  Adami. 

a" 3o,o367  IC, I S39  37,3474 

^ 0,008719  ■>!  'O?"!*!  '',  lanl^i  'i 

w" 47'i»'  a8i'6'  299' 'i' 

m' o,oooo56  0,000107  0,>>oui3o 

Cette  comparaison  ne  Tut  pas  sans  causer  quelque  etonnemcnl  :  les  deux 
orbttes  calculees  etaient  voisines  I'unc  de  I'autre.  mais  elles  dilTeraient  oonsi- 
derablement  de  I'orbite  reelle.  On  se  demanda  eommenl  des  elements  aussi 
eloignes  de  la  veriteavaient  permis  de  representer  les  perturbations  d'une  ma- 
nifere  satisfaisante,  et  do  fixer  aussi  exaotemcnt  la  position  de  la  planete.  Mn  peu 
de  reflexion  suHit  pour  faire  comprendrc  la  cbose. 

Remarquons  d'abord  que  les  perturbations  d'Uranus  par  Neptune  sont  surtout 
sensibles  aux  environs  de  la  conjonclion  :  mettons  2u  ans  avanl  et  20  ans 
apres  environ.  Les  eonjonctions  arrivenl  a  peu  pri;s  lous  les  171  ans;  la  der- 
nifcre  a  ou  lieu  en  18^2,  la  precedence  en  ilJSr.  Done,  dans  loute  la  p6riode  com- 
prise entre  la  premiere  observation  de  Flamstccd  (1690)  et  le  commencement 
du  siecle  actuel.  Taction  de  la  planete  perturbatrice  a  ete  presque  negligeable. 
II  sulfit  done  dc  voir  comment  les  elements  de  Le  Verricr  representent  la  posi- 
tion de  Neptune,  a  partir  de  1800;  c'est  ce  que  monlre  le  Tableau  suivani:  la 


(■)  Pour  plus  de  ddlaila  sur  la  d^uverte  de  Neplune,  Je  renvoie  lo  Iccieuri'i 
inlttu[6  ;  History  of  Plijiical  Atironom/,  par  Hobcrl  Grant.  i85». 
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deuxiemc  et  la  troisieme  colonne  donnent  les  coordonnees  heliocentriques  v 
et  r  de  Neptune,  determinees  par  les  elements  exacts;  dans  la  quatrieme  et  la 
cinquicme,  on  a  insere  les  nombres  calcules  avec  les  elements  de  Le  Verrier : 

Neptune.  Le  Verrier. 

Dates.  V.  r.  v.  r. 

1800 226?  4  3o,3  a3i.3|  33,6 

1810 247.20  3o,3  25I.IO  32,8 

1820 268.52  3o,2  271.28  32,4 

1830 290.31  3o,i  292.8  32,3 

18iO 312.17  3o,i  312.36  32,6 

1850 334.12  3o,o  332.25  33,3 

i860 356.14  29,9  351.17  34,3 

On  voitque,  dans  tout  cet  intervalle,  Terreur  en  longitude  des  formules  de  Le 
Verrier  reste  comprise  entre  ±5^,5;  les  valeurs  assignees  aux  rayons  vecteurs 
sont  trop  grandes  d'environ  -^  au  moment  de  la  conjonction.  Les  forces  pertur- 
batricescalculees  auront  done  des  directions  tres  voisines  des  directions  reelles, 
seulement  les  intensites  seront  trop  faibles;  mais  ce  defaut  sera  compense  en 
partie  par  la  valeur  trop  forte  trouvee  par  Le  Verrier  pour  la  masse  de  Nep- 
tune. 

C'est  ainsi  qu'une  combinaison  convenable  des  elements,  dont  chacun  est 
tres  errone,  pent  representor  presque  exactement  le  lieu  heliocentrique  de  Nep- 
tune et  les  perturbations  d'Uranus,  pendant  tout  Tintervalle  de  temps  limits  oh 
ces  perturbations  ont  ete  sensibles,  et  satisfaire  par  suite  aux  conditions  du 
probleme. 

La  loi  empirique  de  Bode  a  donne  une  valeur  tres  pen  exacte  de  a\  38  au 
lieu  de  3o;  le  calcul,  avec  sa  logique  inflexible,  va  au  plus  presse;  il  assigne  a 
Torbite  de  Neptune  une  forme  elliptique  trfes  prononcee,  oil  le  perihelie  est 
dirige  a  tres  peu  pres  suivantla  ligne  de  conjonction  de  1822,  ce  qui  corrige  en 
grande  partie  I'erreur  provenant  de  la  valeur  inexacte  assignee  a  a\  en  rappro- 
chant  Neptune  du  Soleil,  h  Tepoque  de  la  conjonction,  presque  a  la  distance 
vouluc,  32,4  au  lieu  de  3o,2;  la  forte  valeur  obtenue  pour  m'  fait  le  reste. 

Si  Ton  considere  que  la  valeur  reelle  de  e'  est  au-dessous  de  7^,  on  est  fonde 
a  penser  qu'on  serait  arrive  par  des  calculs  plus  simples  a  une  representation 
satisfaisante  des  observations  avec  une  serie  d'orbites  circulaires  dont  les  rayons 
auraient  ete  en  diminuant  de  38  a  3o. 
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IN£GAL1T£s  DU  SECOND  OUDRE  PAR  RAPPORT  AUX  MASSES 


161.  Reprenons  I'expression 

(1)  a'R,,,  =  ^  Ne*e'*'T)/cos(a  +  i'l'+ku  -h  A'oj'-i-  ut)  ; 

nous  avons  donne  dans  le  n*^  134  les  formules  qui  font  connaltre  ^'  37>  — 
On  a,  en  particulier, 

at  fjL      a'    Jhd  ^  ' 

On  a  integre  Tequation  (2)  en  remplacant  dans  le  second  membre  a,  a\  ... 
par  des  constantes,  ce  qui  a  donne  I'expression  dc  S,a/ 

Pour  obtenir  Tensemble  des  perturbations  du  second  ordre  de  relement «,  il 
faut  maintenantremplacer,  dans  le  second  membre  de  I'equation  (2),  a,  a ,  e,  ... 
par  leursvaleurs  a-h  S^a,  a' -h  S,a',  e-+- 8,  e,  ...,  fournies  par  la  premiere  ap- 
proximation, etdevelopper  ce  second  membre  par  la  formule  de  Taylor,  en  negli- 
geant  les  carres  et  les  produits  des  S,.  Si  Ton  ecrit,  non  pas  le  second  membre 

lui-meme,  mais  son  accroissement,  on  trouvera  ainsi  I'expression  de  -^  • 
Les  valeurs  de  $«a,  S«a',  . . .  sont  de  cette  forme  : 

i,a=  ^AcosD,  dja'nr  ^A'cosD, 

aje  =  6^-+-^EcosD,  i^e'  =6'^ -h  ^  E'cosD, 

(3)  ^     5,X=^^4-^LsinD,  d,/' =  ^L'sinD, 

d,rj  =  $^-h^FcosD,        nO|r'  =  x^  -+-^  Qsinl), 
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oil  D  designc  Tun  quelconque  des  arguments  de  la  premiere  approximation, 

Le  terme  seculaire  gt  dc  8<  X  provient  de  t'  —  t  qui  figure  dans  X  =  /  -h  t'  —  t ; 
il  sera  le  plus  souvent  insensible.  Les  coefficients  A,  A',  . . .,  Q,  b,  h\  ...  y  sont 
connus,  et  contiennent  tons  une  petite  masse  planetaire  en  facleur  dans  leurs 
diverses  parties. 

En  operant  comme  on  Ta  indique  plus  haut,  on  trouvera 


dt 


-f-?^2--"'[K^'-"S-^'(~-") 


"sl^i 


e  e  n 


e  e'  -n/J 


(4) 


X  sin(A-hr/'-+-  Aro)  -h  k'xs'  -i-  //T'drD) 

_  2mra^  ^^^  y  fh  ^  _^  ^  ^,_^  /  A  /Ne^'e'^^'-rj/sinC A  -\-  n' 


k(si-}-  A'gt'h-  i/t') 


2  m'  a^ 


[xa 


nt 


2 


k  '-' 

e  e 


'  u  \ 

7  c'-h  -y-i-£^jiNe'^e'^'r/cos(tX4-  t'/'n- A:&)4-  k'm'-\-  uz'), 


formule  dans  laquelle  on  doit  prendre  ensemble,  d'abord  les  signes  superieurs, 
puis  les  signes  inferieurs,  et  faire  la  somme.  Nous  ferons  observer  que  nous 

avons  remplace  a  -—  par  —  a  -.—  • 

On  en  deduira,  en  nommant  w  le  coefticient  de  /  dans  D, 


ua    jLd  in -\- I  n' ±KV 


4-  (^  E  -h  ~  E'4-  ^f)  Nit  (iL  4-  e'L'4-  ^  P  4-  ^'  P  4-  ^'  q)  n1 
X  cos(i>.  4-  i'l'-\-  Aw  4-  k'rs'-h  ux'  ±l  D) 


(5) 


p.a'    j^\e  e'  yj   7  /  4- t  v 

X     ^cos(A  4-  i'V-\-  A:w4-^'cj'4-  wt')  — ^— 7  sin(A4-  e7'4- A^w  4- A:'iij'4-  wr')  I 

L  '       in-^- 1  n'        ^  ''J 

im'a^  ^  f  k  k'  u  -  \       i       x-   /.   /#./     r 

ixa     j^\e  e'  n  ^        °  J  i -h  i  v 

X     /sin(/X4-i'/'4- A-a)4- A:'nj'4- wt')-+-  - — ^— ,  cos(  A  4- i'/'4- Arw  4- A:'cj'4- wt')  1. 
L  m-i-in'  'J 


On  voitque,  pour  le  calcul  de  B^a,  on  aura  a  faire  toutes  les  combinaisons 
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lipux  it  (icux  des  arguments  ties  fonctiotis  perlurbalrices.  Si  I'une  des  quantitfis 
in  ■+-  I'n'zfc  H'fUail  nulle.  U  faudrail  rcmontcr  a  la  formulfl  (5).  dans  laquclle  le 
terme  correspnndanl  devrait  I'lrc  considere  comme  eonslaiU.  II  en  risulterait 
dans  Sj«  iin  tcrme  proportionnel  au  temps.  Lc  theoremR  de  I'invariahilitfe  des 
grands  axes,  rvlatiremcnt  au\  inegalites  sticulaires.  n'aurail  done  lieu  que  dans 
la  premiere  approximation,  et  pas  dans  la  deuxieme.  Nous  verrons  dans  lc  Cha- 
pilre  suivant  qu'il  n'cn  est  rion;  les  divers  termes  en  f  se  detruisent  dans  ^jd. 

1G2.  Si  Ton  considerc  Irois  plaiietes,  on  aura  dans  o,rt  des  arj^umenls  dc 
la  forme 

g  designant  une  constaiite.y./.y"  trois  uuiiibrcs  cntierspositil's  ou  negatifs.  S'il 
arrive  que,  pour  certaines  valeurs  dey./.y".  la  quantilt-yVi +//i'-(-y'"/i"  soil 
tres  petite  par  rapport  k  ehacune  des  quantites  n,  n,  n",  il  en  resultera  dans  la 
distance  moyenne  a  des  inogalites  a  tongue  pi^^rlode  qui  pourront  etre  tres  sen- 
sildes  en  raison  du  petit  diviscury'n  -(-/n'  -hf'n"  que  Ton  trouve  dans  la  pre- 
miere partie  du  second  membrc  de  la  formute  (5).  Ces  incgaliles  seraient 
encore  heaucoup  plus  fortes  dans  S^l,  car  le  petit  diviseur  en  question  y  figure 
an  carre,  et  non  plus  k  la  premiere  puissance. 

Nous  nous  hurnerons  aux  indications  pril'ctdentes  sur  le  calcul  des  perturba- 
tions des  elements,  qui  sniil  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses,  et.  pour  ce 
qui  concerne  Cj/,  o,e,  o,nT.  4^/)  et  c^q.  nous  renverrons  lc  lecteur  au  tome  II 
des  Annates  de  I' Obsenatoire ,  p.  !^^-^~.  et  an  tome  X,  p.  ijja  et  suiv.,  oil  Le  Ver- 
rier  a  traite  la  question  en  detail;  il  nous  sufTira  d'avoir  indique  le  principc  du 
calcul  qui  ne  presenle  d'autre  difficuUc  que  sa  longueur  dans  la  pratique. 

Dans  les  theories  de  Mercure,  Venus,  la  Terre  et  Mars,  le  nombrc  des  inega- 
lites  du  second  ordre  qu'il  y  a  lieu  de  cons'iderer  est  Ires  restreint,  et  encore,  le 
plus  souvent.  on  n'a  a  en  tenir  compte  que  dans  la  longitude  moyenne.  II  n"en 
est  pas  de  m^me,  mallieureusement.  pour  les  aulres  planetes,  et  surtout  pour 
Jupiter  el  Saturne,  dout  tos  lliuuries  sont,  par  ccia  meme,  extremement  compli- 
quees;  il  faut  meme  tenir  compte  de  certaincs  inegalites  du  troisieme  ordre. 
M.  A.  Gaillot  a  donne  dans  le  tome  V  du  Bulletin  astronomique,  p.  329,  les  for- 
mules  generales  pour  lc  calcul  des  perturbations  du  troisieme  ordre. 

Nous  ferons,  en  nous  bornant  aux  inegalites  du  second  ordre.  une  remarque 

importante  :  les  expressions  generales  de  ^'-jr*  S'  S  '^^  d?  contJennent  loutes 

des  termes  seculaires,  c'csl-a-dire  des  termes  de  la  forme 

>•  fc  ;»■    f  sin  , ,         ,,    , 
cos  ' 

la  derivee  ~  etant  la  seulc  a  n'en  pas  renrermer.  Or.  quand,  pour  oblenir  la 
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seconde  approximation,  on  remplacera  dans  ces  termes  seculaires  a,  ^,   ..., 
respectivement  par  a  -h  S<a,  e  -+-  S<  e,  . . . ,  on  verra  apparaitre  des  termes  en 


t        (X:ci> -+-X:'ct'h-wt'). 
COS  ^ 


Dans  rintegration,  comme  I'argument  Arco -+- A'gj' -+-  uz'  doit  etre  considere 
comme  constant,  il  s'introduira  des  termes  en  /^. 

L'expression  de  Tun  quelconque  des  elements  e,  e,  ts.petq  fournie  par  la 
seconde  approximation  sera  done  de  la  forme 

(6)  P  4-  P'^  -hP'' ^*  -+-  y  A  ^.^^  (a^  -H  (3)  4-  ^  y  A'  ^.^^  {oc't  4-  P'). 

^   '  .^      sm  "^^        .^d      sm  ^ 

Quand  il  s'agit  du  grand  axe,  P'  et  P"  sont  nuls;  nous  avons  dit  au  n**  141 
que  Ton  pent  faire  abstraction  du  terme  P'/  dans  Texpression  de  £. 

Les  inegalites  du  second  ordredes  coordonnees  heliocentriques  se  deduiront 
aisement  des  inegalites  du  meme  ordre  des  elements.  On  pourra  appliquer  pour 
celalaremarquesuivante  :  soitF(/,  a,  e, ...)  une  fonction  quelconque  de/etdes 
elements  (ce  sera  le  rayon  vecteur,  la  longitude  ou  la  latitude  heliocentrique); 
il  faut  y  remplacer  /,  a, . . .  respectivement  par  /  4-  8<  /  4-  Sj/,  a  h-  S,  a  -f-  S,  a, . . . , 
et  ne  conserver,  dans  le  developpement  par  la  formule  de  Taylor,  que  les  termes 
du  second  ordre.  On  trouve 

3j  F  =  -rj  3j  /  4 — T"  3j  a  4- . . . 

Nous  ajouterons  enfin  que,  dans  les  theories  de  Jupiter,  de  Saturne,  d'Uranus 
et  de  Neptune,  Le  Verrier  n'a  pas  calcule  les  perturbations  des  divers  ordres 
des  coordonnees  heliocentriques ,  mais  seulement  celles  des  elements.  Les 
Tables  font  connaitre  les  valeurs  des  elements  osculateurs  a  une  epoque  quel- 
conque ;  on  calcule  ensuite  la  position  de  la  planete  avec  les  elements  prece- 
dents, par  les  formules  ordinaires  du  mouvement  elliptique. 
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THtORfeME    DE    POISSON. 

INVARIABILITY  DES  GRANDS  AXES  DANS  LA  DEUXifeME  APPROXIMATION 

PAR  RAPPORT  AUX  MASSES. 


163.  11  nous  sera  avantageux  d'employer  ici  la  forme  symetriquc  que  nous 
avonsdonnee  dansle  Chapitre  lY  auxequationsdifTerentielles  dumouvementdes 
planetes. 

Soient  Xi,  y,,  js,  les  coordonn^es  rectangulaires  heliocentriques  de  Tune 
quelconque  des  planetes,  m/  sa  masse,  m^  celie  du  Soleil;  nous  avons  pose  dans 
le  Chapitre  IV 

(i)  y^—m^f         iXi^  niQ-h  mi-{- , ,  .-h  ntii 

C'est  la  definition  des  nouvelles  variables  x,,  y,>  z, ; 

^O.y  =  ^y  -h  y)  -h  Z) , 


^f^x,H-         X,; 
ri 

;r,-.  x,4-         x,-f-  -^  Xi; 

/71«                /Tit 

/n, 
5,  _  z,  4-  —  z, ; 

/7t«                /Tit 

-1  -z, -f^  -    z,H z,; 
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et  nous  avons  trouve,  d'une  maniere  generale,  Ics  equations  differentielles. 


(4)  ^TT^  //^/  -7T^  - -r- > 


u/_i         d^Zf        d{] 


On  pent  developpcr  U  suivant  les  puissances  et  lesproduits  des  petites  quan- 
tites/W|,  m.2,  ...;  nous  designerons  par  U'  I'ensemble  des  termes  du  premier 

ordre;  U'  proviendra  seulement  de  la  premiere  parlie  de  U,  savoir  f/Wo  51  r~^> 
en  ayant  egardaux  formules  (2)  et  (3),  et  posant 


on  trouve  aisement 

m 


U'  =  fm.2^- 


La  difference  U  —  U'  sera  du  second  ordre,  et  il  en  sera  de  meme  de  la  quan- 
tite 

(5)  y  =  l^-fy,rnj{mo-^mj)^^' 


Or  on  tire  de  la 


et,  en  portant,  dans  (4),  il  vient 


d^\i      «,  ,  X/         tXi      I    dV 

dt^  r]        |JL;_,  rrii  dx/ 

dt*  rf        |ji/_,  m,  dZi 

Ce  sont  les  equations  d'un  mouvement  elliptique  trouble  par  une  force  per- 
turbatrice;  la  fonction  perturbatrice  est  ici 
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les  foiictions  analogues  i[ui  corrcspondcut  aux  divers  eurps  m,  nc  dilH-rciil  ik-  It, 
que  par  des  facleurs  constants. 

11  est  aise  de  voir  que  le  petit  denoniinateur  m,  qui  figure  dans  TcKpres- 
sion    (7)    disparait    duns    Ics    seconds   inembres    des    equations   (6),    parce 

que  les  derivees  partielles  ^.  'y-.  ^  contieiinent  preclsement  ce  facteur;  il 
noussullira  pourcela  de  prouver  que  -7— s'annule  avec  //i,.  quelles  que  soient 

les  autres  masses  m, ,  m^ 

Rcinarquons  d'abord  quo,  pour  m,  =:  0,  x,  disparait  de  la  parlie 


-r2"';('" 


';)■= 


de  I'expression  (5)  de  V;  il  suftU  de  montrer  que  la  inenie  cliosc  a  lieu  pour  U. 
Or  nous  voyons  sur  les  Ibnnules  (2)  que,  pour  m,  =  0,  toules  les  quanlites  .r^. 
sauf  jr,.,  deviennent  ind^pendantes  de  X/i  done  S^j  ne  contient  pas  \t  si  J  est 
dilTerenl  de  1',  et  A;,*  ne  contient  pas  x,  si  aucun  des  indices _/  el  k  n'ost  egal  it  ('. 
Si  done  on  suppose  m,  =  o  dans  I'expression  (3)  de  U.  on  fait  disparaitrc  d'un 
coup  tout  ce  qui  conlenait  x,. 

II  en  rcsulte  que  si.  dans  le  developpement  de  V  suivant  les  puissances  en- 
ticrcs  et  positives  de  m,,  m^,  m^,  ... ,  iin  represonte  un  ternjc  quclconquc  par 


A  ne  conticndra  que  les  coordonnees  s,.  x^,  x^. . . ..  y,.  yj.  y*. ....  z^.  zy,  z*,  ... 
des  masses  nij,  nij,  m^,  ...  qui  entrent  en  facteur  dans  ce  Icrmc;  car  uutreineni, 

si  ce  termc  contenait  par  exemple  x, ,  la  derivee  -j—  ne  s'annulerall  pas  pour 
m,'  —  o.  quelles  que  soicnt  m,,  nij,  m^ 

IGI.  Cela  pose,  quand  on  supprime  les  seconds  membres  des  equations  (6), 
ces  equations  represcnlont  un  mouvemcnt  eDiptique  dans  lequci  nous  designe- 
rons  par  a,  ie  demi  grand  axe,  n,  le  moyen  mouvement,  1^  la  longitude  mojennc 
el  ti  la  longitude  moycnne  de  I'epoque :  nous  aurons 

H?  a]  =  f{wt,  +  m, ),         /(  =  «,(  -t-  If 


Pour  passer  du  mouvement  etiiptique  au  mouvement  trouble,  nous  conser- 
verons  pour  x,,  y,-,  z„  ^'.  ^.  -^  les  memes  expressions  analytiques  en  fonc- 
tion  de  /,  et  des  autres  elements;  seulemenl  nous  prendrons  /,  ^ftiidt  ■+■  e,; 
nous  supposerons  que  i'on  fasse  de  meme  pour  les  autres  planiiles. 

Ayant  developpe,  comme  nous  I'avons  dil,  V  suivant  les  puissances  des 


T.  -  I. 


So 
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masses, 

on  substituera  dans  cliaquc  partie  pour  X|,  yi,  z,,  Xj*  Ji*  ^if  ••*  leurs  valeurs 
en  fonction  dc  /,,  4,  ...  et  des  elements,  et  Ton  developpera  le  resultat  en 
sinus  et  cosinus  d'arcs  de  la  forme  a//H- ^/y-+- yd -*- .. .,  a,  p,  y»  •••  ^t^^t 
des  nombres  entiers  positifs  ou  negatifs.  Si  a  n*est  pas  nul,  le  coefficient  de 

(a//-i- p/y-h  Y/a-+  ... )  contiendra  771/ en  facteur;  de  memepour^, —  Done 

la  partie  V  de  V,  qui  est  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses,  contiendra 
au  plus  deux  longitudes  moyennes  //,  /y,  dans  chacun  des  arguments  qu*elle 
renferme;  la  partie  V  du  troisieme  ordre  en  contiendra  au  plus  trois,  etc. 
Nous  aurons,  pour  determiner  le  demi  grand  axe  dans  le  mouvement  trouble. 


sm 
cos 


dai 'i     dl\{ 2       fx/      I    dV ^'     /  ^W/  \    i 


,    ^(V'^V'-+-...) 

y 


dii 


OU  bien,  en  developpant  et  n*ecrivant  dans  le  second  membre  que  les  termes 
qui  sont  des  ordres  i  et  2, 

dl   ~~  liiQi  nil  dii        riiUi  niQ  dti        niai  nti   dti 

Nous  rcpresentcrons  la  valeur  d'un  element  quelconque  dans  le  mouvement 
trouble  par/i/  -f-  Z^pi  h-  Z^pi  -+-...,  pi  designant  une  constante,  S,/?,-,  Sj/?,,  . . . 
des  fonctions  du  temps  qui  soient  des  ordres  respectifs  1,2,...  par  rapport  aux 
masses;  le  demi  grand  axe  dans  le  mouvement  trouble  sera  represente  en  par- 
ticulier  par 

a/  4-  0|  a/  4-  Oj  fl/  -h . . .  ; 

le  moyen  mouvement  devra  egalement  etre  remplace  par 

/I/  et  fl/  sont  deux  constantes  liees  entrc  elles  par  la  relation 

nfaf  =  f(//Jo-^  ^^i)l 

on  doit  avoir  aussi 


d'ou 


o,/i/= Ojflr,, 

2  a/ 


(9)  {   ^  ^  "'•;t  ^  ^  *'^  "'  z;^  ^  \i 

a  a/  o    a} 


En  faisant  la  substitution  indiquee  dans  les  deux  membres  de  Tequation  (8), 
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tant  pour  les  elements  de  /w,  que  pour  ceux  de  my,  et  continuant  a  n'ecrire  que 
les  quantites  des  deux  premiers  ordres,  il  viendra 

H 0|  -3 1 -7—  0| 


dt  dt  '''       n,ai  nii  det         fiiOi  nii    '  d^i        /W/   dg/     '  /i^r?,- 

2       1    ()V'  21    ()V' 


/I,  a/  /?io   <^£,         /i/flr,  /!?/   <^£, 


d'oii,  en  egalant  dans  les  deux  membres  les  termes  du  premier  ordre  el  ceux  du 
second,  et  remarquant  qu'on  a,  a  cause  de  (o),  0, = r  Sja., 

di.ai  2       I    dW 


(10) 


dt  niat  nii   ^^i 


^  dt  HiUi  nif       oil        niaj  nti  dti  niai  m^  oti        ntOi  /W/    det 

S,  -^  represente  la  variation  de  la  fonction  -r-  quand  on  augmente  les  elements 

de  nti  et  de  mj  de  leurs  perturbations  du  premier  ordre. 

La  formule  (10)  donne,  pour  les  perturbations  du  premier  ordre  de  a^, 


Hi  at  mi  J    dti 


-5—  ne  se  compose  que  de  termes  periodiques,  et  o,a/  n'a  pas  de  partie  secu- 

taire;  passons  a  I'examen  des  perturbations  du  second  ordre ;  les  deux  dernieres 
parties  de  Texpression  (11)  ne  pouvant  donner  que  des  termes  periodiques, 
nous  devons  nous  borner,  dans  la  recherche  des  termes  seculaires,  a 

di^ai         2      I    ,  (^V         1       I    <^V'  . 

-dF  ^  l^imr'  -dTi  -^  l^i   milTi  ^'^^• 

Considerons  d*abord  la  derniere  partie  du  second  membre;  pourobtenir  un 
terme  non  periodique,  il  faudra  combiner  deux  termes  de -^  et  de  S,a/  dont 
les  arguments  contiennent  les  memes  multiples  des  longitudes  moyennes;  soit 

(12)  A  sin(a//-h  ?/y)  -h  Bcos(a//  -^^Ij) 

Tensemble  des  termes  de  V'qui  renferment  a/y-+-p//;  nous  ecrirons,  suivant 
les  cas,  ces  deux  termes  sous  Tune  ou  Tautre  des  formes  suivantes 

Asinij;4-Bcosij/, 
Csin('«{/4-  w); 

en  posant 

=  «//  +  ?/>, 
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et  nous  remarquerons  que  A,  B,  C  et  co  sont  independants  de  £/  et  de  £y;  ce  sont 
des  fonctions  des  elements  elliptiques  autres  que  £/  et  £y. 
On  aura,  en  reduisant  V  a  ces  deux  termes, 


f)\' 

-T—  —  aCcos(a/,4-  S//-h  oj); 

les  deux  termes  consideres  donneront  done  dans  le  produit  -y-  o,a/  la  partie 

sin 2  {cf.li-\-^lj  -\-  &)), 


laquelle  est  essentiellement  periodique;  il  nous  reste  done  seulement,  au  point 
de  vue  auquel  nous  nous  pla^ons,  a  considerer  Tequation 

(i3)  — -^ —  = Oi  -i~' 

at  miniai       ati 

Soient  pi  et  y,  deux  quelconques  des  elements,  autres  que  £,,  du  corps  m,,  pj 
et  qj  les  elements  correspondants  pour  my;  posons 


de  maniere  que 


p/ -=1 1  m dtf         pj^  I  nj dt, 
dpi  ~~  dsi   "  dli '  dpj  ~~  dsj  ~~  dlj 


Nous  aurons 


0, 


Considerons  d'abord  le  tcrme 


f)^y'  .  f^n' 


:-  Ot  0 


f)ej    ''-'-Ihj 


'  r,      ,         3/1,  ^)»V'  r.      . 


nous  aurons,  en  considerant  dans  les  deux  facteurs  -^^  et  /  S^Oidt  les  parties 
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qui  dependent  du  meme  argument  '|  deja  defini, 

-r-r-   ——  CX.'Cs\n(^-{-  0)), 

/  d^Oidt— ^ — -  /  s\n{<xli-\-ptij-hr»i)dl  — ; — ^-^ — «— :¥' 

J  miniai{oLni-^pnj)J  ^^  niiniai{oLni-\-^  njf 

quantite  essentieliement  periodique. 

Nous  allons  nous  occuper  maintenant  des  autres  termes  de  la  premiere  ligne 
de  la  formule  (i4)- 

On  a  les  formules  connues  pour  exprimer  ^'-^>  -^jy  dans  leurs  seconds 
membres  figurent  les  derivees  partielles  de  R,;  en  se  reportant  a  (7),  on  voit 
qu'on  pent  reduire  R,  a  —  V,  quand  il  s'agit  d'obtenir  les  perturbations  du  pre- 
mier ordre,  §,£,,  S,/?/ D'apres  les  formules  (A)  du  n®  62,  on  aura  des  expres- 
sions de  cette  forme 

^=     G^'+H  — 

dt  dpi  dqt 

dt  dii  aqt 

^=^H  — -K  — 
dt  dti  dpi 


G,  H,  K,  ...  sont  ici  des  constantes;  quelques-unes  d'entre  elies  peuvent  etre 
nulles;  on  en  conclut 

> 

OBf  OBiOPi     ^  dBidqi        ' 

\  OBf     J  dpi  dBidpiJ    dBi      J 

\  <^e/      J   ^qi  d^iOqiJ    Obi       ) 

"*"      \dBidpiJ   dqt  dBidqi  J    dpi      ) 


-+- 
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Or,  en  reduisant,  dans  toutes  les  parties  du  second  membre,  V  aux  deux  memes 
termes  Asin^'  4-  Bcos^'  considerees  plus  haul,  ce  qui  est  la  seule  maniere  d'ob- 

tenir  un  terme  seculaire  dans  les  produits  tels  que  -j-j-  /  -5—  dt,  ...,  on  trouve 

——  =  a(Acosu/— BsinO'),         -r—  =  3—  sina;-h  3—  cosy, 

/-3—  dtziz      ?^-5 —  (AsinvL«4-BcosJ;), 

J  dpi                oLni-\-^nj\dpi        ^       dpi        ^) 
-3-^    /   -^—dtzzi ^ — (Asinil/4-BcoS'l)     -5— cosd; r— sind;), 

3 — r—  /  -rr—dl^z 5 —    3— COS  J/ — -5— Sill 'J^ )  ( A  Sin  iL  "h  B  COS  iL ). 

dtidpij    dti  ani-\-^nj\dpt        ^       dpi        rj\  r  r/ 

Chacun  de  ces  termes  donnerait  une  partie  seculaire 


2( 


mais  les  deux  termes  en  question  se  detruisent  identiquement  dans  le  coefficient 
de  G,  au  second  membre  de  la  formule  (i5);  on  trouvera  de  meme,  pour  le  coef- 
ficient de  K, 

a         /d\         ,       dB    .    ,\/()A         ,       dB    .    A 
5 — I  '.—  costL—  -7—  smiL)  (  -r—  cos  J;—  3—  smd/i 

(xni-h^nj\dpi         ^       dpi        ^J  \dqi         ^       dqt         V 

a         rdX         ,        dB    .    A/(^A         ,       ^B    .    A 

H 3 —    -T—  costL—  3—  sin'l«      -r—  cosu^  —  -3—  sinit]  =0. 

ani-\-Pnj\dqi         ^       dqt        ^J\dpi         ^       dpi         7 

Done  les  termes  de  8<  -r—  provenant  des  perturbations  du  premier  ordre  des 

elements  du  corps  m/  ne  donnent  aueun  terme  seculaire  dans  $2^/;  ii  nous  reste  a 
montrer  qu'ii  en  est  de  meme  pour  les  termes  analogues  provenant  du  corps  rrij. 

165.  Nous  allons  done  considerer  la  seconde  ligne  de  la  formule  (i4)»  ct 
d'abord  la  partie  -^ — j-^^Pjl  or,  en  prenant  toujours  les  deux  memes  termes 
Asin^'  4-  Bcos^'  de  \\  on  a 

o^aj—  /  -5—  dt— -^ 5 — r  sm(a//-+-p/y-+- w), 

^  Tn       _f  3/iy   A        .  3i3Ccos(a/-+-w) 
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et 


diide 


J 


=  —  Caj3sin(ij/  4-  w), 


quantite  periodique. 

On  aura  cnsuite,  sans  qu*il  soit  necessairc  d'expliquer  en  detail  ies  for- 
mules, 


d'oii 


^•^>=  '^fw/'^''fw/' 


dl  +  . . . , 


d'oii  encore 


(16) 


"~  \dSiOej  J  dp  J  dtidpjj   dsj      J 

\dtidEj  J   dqj  dtidqjj   dtj      ) 

\dtidpjj  dqj  diidqjj  dpj      ) 


Or  on  a,  en  mettant  toujours  en  evidence  ce  qui  concerne  {'argument  ^, 

J    <^/?y  a/l/4-?/JyV<V^y  ^        <^/>y  7 

r^  di  -      ^-^-  (A  sin tj;  -+-  B  costL) 
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et 

=  —  a;3(Asin'^-+-  Bcos'|), 


dtidpj  \dpj 


On  en  conclut  que  le  coeflicientdc  Ldans  Texpression  (iG)  est  identiquement 
nul ;  il  en  est  de  memc  de  M  et  N. 

11  est  done  demontre  que  — /~  nc  contient  que  dcs  termes  periodiques  et 

que,  p«ar  suite,  Sja,  ne  renfernic  aucun  terme  seculairc;  ainsi  : 
Ui  n*a  pas  d'inegalite  seculaire,  quand  on  tient  eompte  des  premieres  et  des 

seeondes  puissanees  des  masses. 

Mais,  pour  le  corps  m^  en  particulier,  a^  est  le  demi  grand  axede  Torbite  de- 

crite  autour  duSoleil,  et  Ton  pent  prendre  pour  ce  corps /7i|  telle  des  planetes  que 

Ton  voudra.  On  a  done  demontre  le  theoreme  de  Poisson  : 

Les  grands  axes  des  orbites  decrites  par  les  planetes  autour  du  Soleil  nont  d^ine- 
galites  seculaires,  ni  a  la  premiere  ni  a  la  seconde  approximation. 

Remarque  I.  —  Bien  que  I'expression  de  S^a/  ne  comprenne  pas  de  termes 
seculaires,  elle  n'est  cependant  pas  non  plus  composee  uniquement  de  termes 
periodiques.  Reportons-nous,  en  effet,  aux  formules(i3)  et  (i4)»  et  rempla- 
gons-y  S,/?/,  8,^/,  ...  par  leurs  parties  seculaires,  lesquelles  sontde  la  forme 


•  > 


.  .  . , 


si  Telement/?/  coincide  avec  a,,  on  aura  p\  =  o;  il  n'y  aura  pas  non  plus  a  consi- 
derer  les  variations  seculaires  des  elements  £,•  et  £y,  d'apres  ce  que  nous  avons 
vu  dans  le  n^  141.  Cela  pose,  si  nous  envisageons  toujours  dans  V  la  partie 

Asin^'H-Bcos'j',  Texpression  »— y-  o,/?/nous  donnera 


.    /()A         ,        (^B    .    A 


Nous  trouverons  done  dans  o^a^  la  portion  suivante 


^-^  I  ^—  /  tcosvdl—  -r—  /  tsmldt    ; 

miHiaiXOpiJ  ^  OpiJ  ^      ) 


TBEOBfiKE  tiE   P01S8ON, 


4ui 


/  cos  '^dt  - 


ls\n<\i 


II  y  aura  done  (]ansS,a/des  termesen  fsint{>  ot  fcosiji,  savoir 

*    P 

Ccs  inegalites  des  grands  axes,  qui  sonl  dc  la  forme  /  sin  ]/  ou  /  ciistj',  sont  on 
quel(]ue  sorte  intermediaircs  entro  les  inegolilos  seciilaircs  el  Ips  im'-galilcs  pi'- 
riodiqiies;  dies  s'annuletit  pour  des  valeurs  du  lumps  (]iii  Iticmenl  une  progres- 
sion arithmetique  de  i-aison  ■ g— ;  mais  leur  vai«ur  maxima  va  sans  ccssc 

en  augmenlant. 


Hemanfue  II.  —  La  quantite 


p<^fn.dt. 


qui  figure  dans  la  longitude  moyenne  du  eorps  wi,,  devra  ctrc  remplacec  par 

expression  qui  devionl,  a  cause  des  relations  (9  ), 

(.71  n^t--'^'  fd,a,dl+  '-^-^  f^S^aiydt  —  -'^  ( i^Oidl. 

D'aprfcs  cc  que  Ton  a  vu  ptus  haul,  los  inlcgrales  fZ^ajdt  et  fl^ajdi  ne 
contiennent  pas  di;  lormes  seculaires;  quant  a  I'inlegrale  /(o,aiydt,  ellc 
comprendra  des  termes  periodiques  et  un  pelit  lerme  propoptionnci  au  temps 
dont  I'origine  est  la  suivante  :  quand  on  elevc  au  cam-  I'fixpression  de  0,  a„ 
laquelte  est  composes  uniqucment  de  termes  periodiques,  et  qu'on  transforinv 
par  Ics  formules  connues  les  carres  et  les  produits  de  sinus,  on  trouve  un  en- 
semble de  quantili's  periodiques  et  une  partie  constante  qui  donne  naissance  it 
un  tcrmc  proporlionnel  au  temps  dans  I'integrale  /(S,a,)'(//.  11  en  resultera 
done  que,  en  ayant  i-gard  aux  deux  premieres  approximations,  le  coeflicient  du 
temps  dans  I'cxpression  (17)  de  p,  sera  ej^al  non  pas  k  «,-  mais  a  n,(i  -t-u,). 
Si  la  quantite  9,  etait  sensible,  il  en  resulterait  pour  a/  un  ohangemeiit 
appreciable  analogue  a  celui  que  Ton  a  rencontre  quand  on  a  reuni  a  rijl  le 
T.  -  I.  6t 
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terme  provenant  des  inegalit^s  seculaircs  dc  £/;  mais,  en  considerant  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  lequel  est  tres  favorable  pour  augmenter  a,,  on  verra  aise- 
ment  que  cette  quantite  a/  ne  depasse  guere  0,000  oi ,  de  telle  sorte  que  le  chan- 
gement  qui  en  resulterait  poura/  est  a  peu  pres  negligeabie. 

Nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  precedent,  que  les  perturbations  du  second 
ordre  introduisent  dans  Telement  £/  un  terme  proportionnel  au  carre  du  temps, 
qui  se  reporte  sur  la  longitude  moyenne  //;  mais  ce  terme,  qui  joue  un  grand 
role  dans  la  theorie  de  la  Lune,  est  presque  insensible  pour  les  planetes. 

Histonquc.  —  Laplace  a  le  premier  enonce  (*  )  le  theoreme  de  rinvariabilite 
des  grands  axes;  mais  il  ne  tenait  compte  que  des  premieres  puissances  des 
masses  et  des  quantites  du  premier  et  du  second  ordre  par  rapport  aux  excen- 
tricites  et  aux  inclinaisons.  Lagrange  demontra(*)  ensuite,  d'l/n  trait  deplume, 
pour  employer  Texpression  de  Jacobi  ('),  que  le  theoreme  subsiste  quand  on 
a  egard  a  toutes  les  puissances  des  excentricites  et  des  inclinaisons,  mais  en  se 
bornant  toujours  aux  premieres  puissances  des  masses.  Dans  un  beau  Memoire  (^) 
Poisson  reussit  a  etendre  le  theoreme  en  tenant  compte  des  termes  qui  sont  du 
second  ordre  par  rapport  aux  masses;  mais  son  calcul  etait  long  et  complique. 
Lagrange  (^)  a  cherche  a  le  simplifier,  en  considerant  les  mouvements  des  corps 
celestes  autour  de  leur  centre  de  gravite  commun ;  mais  il  avait  commis  une  faute 
de  calcul  qui  reduit  sa  demonstration  a  neant;  cette  faute  de  calcul,  signalee  d'a- 
bord,  croyons-nous,  par  M.  Houel,  a  ete  indiquee  par  M.  Serret,  dans  le  tome  VI 
de  son  edition  des  (Xuvres  de  Lagrange.  C'est  la  remarque  de  M.  Serret  qui  m'a 
engage  a  etudier  de  nouveau  la  question,  et  j'ai  reussi  (°)  a  donner  a  la  demon- 
stration la  forme  exposee  dans  ce  Chapitre.  Je  dois  dire  que  M .  E.  Mathieu  est 
arrive  de  son  cote  (')  a  une  demonstration  presque  identique.  Dans  une  These 
soutenue  a  la  Sorbonne  en  1 878,  M.  Spiru  C.  Haretu  a  suivi  la  voie  que  j'avais  indi- 
quee; ila  repris,  en  outre,  une  ancienne  demonstration  dans  laquelle  Poisson  (") 
croyait  avoir  prouve  que  les  grands  axes  n'ont  pas  d'inegalites  seculaires  du 
troisiemc  ordre  par  rapport  aux  masses,  quand  on  a  egard  seulement  aux  varia- 
tions des  elements  de  la  planete  troublee.  M.  Haretu  arrive  a  montrcr  que  les 


(*)  Mdmoiro  pr6sent6  a  TAcad^mie  dos  Sciences  de  Paris  en  1773. 

(')  Md/noires  de  V Acaddmie  de  Berlin  pour  1776. 

(»)  Vorlesimgen  iiber  Drnamik,  p.  29,  6dilion  de  Clebscli. 

(*)  Journal  de  I'icole  Poljrtec/inique,  XV*  Cahier,  p.  i-56. 

(')  CMuvres  completes  de  Lagrange,  t.  VI,  p.  741-749. 

(*)  Mimoires  de  rjcad^mie  de  Toulouse,  7*  86rie,  t.  VII,  et  Comptes  rendus  de  VAcadeniie  des 
Sciences  de  Paris,  t.  LXXXJI. 

(')  Journal  de  Borchardt,  I.  LXXX. 

(•)  M6moires  de  V Academic  des  Sciences,  t.  I,  p.  55-67,  ann6e  1816. 
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grands  axes  ont  des  incgalites  seculaires  dii  troisieme  ordre  par  rapport  aux 
masses;  mais  il  n'a  pas  cherche  a  se  faire  une  idee  de  la  grandeur  de  ces  inega- 
lites.  Enfin,  dans  le  tome  XI  des  Annates  de  V Observatoire  (Additions  au  Cha- 
pitre  XXI,  p.  126),  Le  Verrier  a  trouvc  un  petit  terme  du  troisieme  ordre  en  /* 
dans  le  developpement  de  la  partie  fndt  de  la  longitude  moyenne  de  Saturnc 
trouble  par  Jupiter,  ce  qui  confirmerait  le  resultat  de  M.  Haretu.  Toutefois,  Le  Ver- 
rier n*obtient  le  terme  en  question  que  par  un  calcul  d'interpolation,  calcul 
purement  numerique.  II  y  aurait  lieu  de  chercher  I'expression  analytique  du 
terme  en  question;  peut-etre  pourrait-on  y  arriver  en  partant  des  formules  de 
M.  Haretu. 


\of\  CHAPITRE   XXVI. 


CHAPITRE  XXVI. 

EXPRESSIONS  CENTRALES  DES  INEGALlTtS  SECULAIRES. 


166.  On  a  vu,  dans  Ic  n^  162,  que  les  inegalites  seculaircs  de  cinq  des  Ele- 
ments elliptiques  so  presentent  sous  la  forme 

(i)  P'/--»  P'^«-h...: 

grace  a  la  pctitesse  des  coefficients  P",  les  formules  obtenues  peuventetre  eten- 
dues  a  un  assez  grand  nombre  de  siecles,  dans  le  passe  et  dans  ravenir.  On  peut 
toptefois  se  demander,  et  cette  question  interesse  a  un  haut  degre  nosconnais- 
sances  sur  la  stabilite  du  systeme  planetaire,  si  les  expressions  generates  des 
elements  elliptiques  osculateurs  d*une  planete  contiennent  efTectivement  des 
termes  de  la  forme  (i),  ou  bien  si  leur  introduction  dans  les  formules  ne  pro- 
vient  pas  uniquementdela  marche  qu'on  a  suivie  pour  Tintegration.  Admettons, 
en  effet,  que  les  termes  qui  ne  renferment  pas  le  temps  explicitement  dans  les 
equations  differentielles  introduisent,  par  I'integration  rigoureuse  des  equa- 
tions, des  termes  periodiques  dont  les  arguments  varient  proportionnellement 
aux  masses  perturbatrices  :  ces  termes,  quand  on  developpera  les  integrates 
suivant  les  puissances  des  masses  perturbatrices,  feront  apparaitre  dans  la  so- 
lution approchee  du  probleme  des  expressions  de  la  forme  (i). 

Dans  cet  ordre  d'idees,  en  Tabsence  d'unc  integration  complete  et  rigoureuse 
qui  est  impossible,  il  serait  tres  interessant  de  chercher  a  integrer  les  equations 
differentielles  dont  dependent  les  elements  des  diversesplanetes,  en  y  reduisant 
les  fonctions  perturbatrices  a  leurs  parties  seculaires,  c'est-a-dire  aux  termes 
qui  ne  contiennent  pas  le  temps  explicitement.  Mais,  meme  dans  ce  cas,  on  se 
butte  a  des  difficultes  analytiques  qui  n^ont  pas  encore  ete  surmontees ;  Lagrange 
n'a  pu  resoudre  la  question  qu'en  negligeant,  dans  les  parties  seculaires  des 
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fonctions  perturhatrices,  les  termes  qui  sont  du  quatrieme  ordre  par  rapport 
aux  excentricites  et  aux  inclinaisons  mutuellcs  supposces  etre,  a  un  moment 
donne,  de  petitcs  quantites  du  premier  ordre,  comme  cela  arrive  en  realitepour 
les  anciennes  planetes. 

167.  Considerons  d'abord  la  fonction  perturbatrice  Ro,i  relative  au  mouve- 
ment  de  la  planete  P,  en  tantqu'il  est  trouble  par  la  planete  P'.  On  a  vu  au 
n®  125  que  la  difference  R©.,  —  R,  ne  contient  pas  de  partie  seculaire;  on  peut 
done  prendre  ici  R©,,  =R,.  D*ailleurs,  la  formule  (Sy)  du  n**  123  donne,  en  ne 
prenant  que  la  partie  seculaire  de  R,  et  negligeant  dans  cette  partie  les  termes 
du  quatrieme  ordre, 

Rj=  -  A<o) yj«B<»-i-  7  (e*-f-e'*)    a --r h  -  a*  —^^-  ) 

1  a  a  4  \      da         2         oar  ) 

4-     I  A^'J  —  a  — r a*  — 3-r-  )  ee'cosfw  —  cr'). 

a  \  da         1         da*    ) 

Puisqu'on  neglige  le  quatrieme  ordre,  on  pourra  remplacer  o)  par  car.  On  a 
d'ailleurs 

cosJ  =  cos9COS9'4-sin9sin9'cos(^  —  0'), 

et  Ton  pourra  prendre,  avec  la  meme  precision, 

4yi'=:4sin*-  =  a  —  acosJ  —  4sin*  -■  -\-  4sin*  ^  -  asin9sin9'cos(9  — ^') 

ou  meme 

4y)'=i  lang*<p  4-  lang*9'—  atangf  tangf'  cos((?  —  6'). 

II  convient  de  transformer  les  coefficients  de  c^  +  c'*  et  de  e^'cos((o  —xs!) 
dans  la  formule  (2) ;  on  a,  en  introduisant  les  notations  du  Chapitre  XVII, 

,/    dA^      1    x^!J^\—     ^^       1    ,^^'^ 
\      da         a         da^  )  ~~       dot.         a         do^ 

dA<»^        I     .d*Af«'\        .,,.         rf6<»)        I     ,^6<» 


a'  (  A^*>  —  a  -3 a*  — ^-r-  )  =  6^*'  —  a 

\  (/a  a         da'    / 


doL         a         €/a 


Remplagons  6^®^  et  6^*^  par  leursdeveloppements  en  series 

u..)^.-H(iy«»4-(J4y«>-^—^[''"/"-:')r«^->.... 

a  \2/  \2.4/  L      a.4--.2«      J 

,,,.  I  3    ,  1 .3. .  ,(21  —  i)  3.5. .  .(ai  f- i)    ,.  , 

a  4  a.4...ai       ^.b, .  .(ii-\-i) 
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et  nous  trouveroDS,  apres  des  reductions  faciles. 


(. 


a  I  a 


—  _  a^ I 

da  2  Oa*   ] 


3    ,r         3  5    .  3.5. .  .Tji -^  I )  5  -..  .^21 -r  3»    .,  1 

2       L        ^  -i  2.4.  ..21       4-^- •  •(2* -^  2*  J 


da 


da' 


3.5    ,r         37    ,  3.5. .  .(21-hi)  7.0. .  .•ii-r-5)    _,  1 

2.4         L  '-*  "  2.4. -.21  6.8.  .  .«2l-¥-4)  J 

on  en  conclut,  en  se  reportant  aux  formules  et  notations  du  Chapitre  XVIIt 


(}a      '    2         da' 
<7a  2         da* 


2  a 


iB'. 

2 

=  -    \  act«)  =L  -  i  B  «  . 
2/1  2 


La  formule  {n)  deviendra  done 


(3) 


R,  -   '  A*  -h  5  B'»'  [er*-+-  e'*—  Ung*9  -  tang*9'-i-  aUngo  Uog9'cos($  —  9*)] 

2  o 


'I 


On  obtiendra  la  fonction  perturbatrice  R  qui  doit  etre  substituee  dans  les 
equations  diflerenticllcs  en  multipliant  Tcxpression  C^)  de  R|  par  f/n\  et  ajou- 
tant  a  Texpression  obtenue  les  quantites  analogues  qui  repondentaux  actions 
des  planetes  P",  P"', II  convient  de  poser 


(4) 


on  pourra  ecnrc 


I 
2 


1  A(o)  =  Mo.„         J  BC)  =  N,.„         g  B<«^  =  P,,, ; 


(5)    \         -H2]f'w^''^^Vv[^*-*  <:e<^0*-~tang»9-tang*9t^)-h2Ung9tang9f^>cos(9— e<^))] 

168.  II  faut  substituer  cette  valour  de  R  dans  les  equations  (A)  du  n**  62;  la 
premiere  de  ces  equations  nous  donnera 


da 
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ainsi  a,  a,  a'\  . . .  sont  constants;  il  en  sera  dc  memc  de  /i,  n',  n\  . . .  ct  des 
quantites  Mo,v>  No.v^t  Po,v 
.11  convicnt  dc  faire  le  changemcnt  dc  variables  indiquc  au  n^  63,  en  posant 

esincj=/r,  e'sincj'=:/i',  ..., 

(6)  1 

ecoscT=/,  e'coscj'=: /',  ...; 

tang9  sin (?=:/?,        lang9'sin^'=/>',        ..., 
)  lang9Cos9  =  ^,        lang<p'cos^'  =  ^',        

Les  nouvelies  variables  depcndront  des  equations  difTerentielles  (i6)  et  (19) 
dun^63;  en  negligcant  dans  ces  equations  les  quantites  du  troisieme  ordre, 
ce  qui  revient  a  negliger  le  quatrieme  dans  R,  on  pent  les  ecrire  simplemcnt 


(8) 


dh         I     dR 

dl              I     rJR 

dt       na^  dl' 

dt            no}  dh  ' 

dp         I     dR 
dt        no}  dq  ' 

dq _          I     dR 
dt            na^  dp 

L'expression  (5)  de  R  devient  d'ailleurs 

(9)  {  -+-2]  ^'^^"^ ^^'^ f^*"^  ^"^  (A<^0'+  (l^^'^y-'p^-q*-  (^<^>)'-  (7^^0'-H a  (/y t^^ 4-^7^'0] 

II  n'y  a  plus  qu*a  substituer  cette  valour  de  R  dans  les  equations  (8);  si  nous 
pos()ns 

afm(^)Np,v  _  2f /n^p,v  _ 

nous  trouverons  sans  peine 

dh 

37   —  j(o>0-+-  (0,2)  -f-...  j  /  4- [0,1]  /'-+-  [o,2]7'H-...  =  0, 

',,  4-  I  (o,i)-+-(o,a)  -f-...  }/r  — [o,i]/i'— [o,a]A'-f-...  =  o, 
(A)  {  ^A' 


dt 


{  (l,0)-+-(l,2)-t-...  |/'-+-[i,o]  /  -h[l,2]  r-f-...=  0, 


^^-  -h  j(i,o)  +  (i,3)+...  j/r'— [i,o]/r  — [i,2]A'-t-...  =  o, 


\ 


(V) 


4o8  CUAFITKE    XXVI. 

el 

'  do 

i  -jj  -4- j(o,i)^-(o,2;-^... ; 7  — (0,1)7'- (0,2)7'— ...=o, 

-J^-  —  {(o,l)-t-ro,2)H-...  i/?  -,- (O, I )/>'-^- (0,2)/?' -+....  =  0, 
-^l  -f-j(l,0)-T-(l,2JH-...  ;7'-{l,0)7  —  (1,2)7*  — ...=iO, 
-^  -  j(',0)-+-^«f^>  -+--••  ip'     -0,o)/>-h(l,2)//-l-...  =  O, 


•^Lcs  quantites  (0,1),  (0,2),  (1,2),  .. .,  [0,1],  [0,2],  [1,2],  ...  definies  par  les 
formulcs  (10;  dependent  des  masses  et  des  grands  axes;  cesont  des  constantes 
qui  sont  positives,  parce  que,  toutes  les  planetes  tournant  dans  le  meme  sens, 
n^"^^  est  reellement  positif;  elles  verifient  les  relations 

i  m^9>  n^9)  ( a'9) )« (p,  v )  =  /n<^)  /i<^) ( a^^) )» ( v,  p ), 
^"^  j  m<P)/i^P>(a<P))*[p,v]=:/n<^)/i<^)(a<^J)'[^>p]; 

on  Icvoit  immediatcmenten  partantdes  formules  (10)  et  remarquant  que  N^^v 
et  Pp,v  sont  des  fonctions  symetriques  de  a^P^et  a^K 

Soit  N  le  nombre  des  planetes;  la  determination  de  e,  e",  ...,  tar,  ts',  .. .  est 
ramcnce  a  Tintegration  d'un  systeme  (A)  de  2N  equations  lineaires  simultanees 
du  premier  ordre,  a  coefficients  constants. 

De  meme,  la  connaissance  de  9,  9',  ...,  0,  0',  ...  depend  du  systeme  ana- 
logue (A'). 

169.  Occupons-nous  d'abord  du  systeme  (A).  Posons,  pour  effectuer  Tinte- 
£?ration, 

h  -   —7=  8in(i'<-H(3),         /=  --=  co%(gt  +  ^), 
a'yjm'n'  asjm'n' 


en  designant  par  g,  p,  M,  M',  . . .  des  constantes. 

Si  nous  substituons  ces  expressions  dans  les  2N  equations  (A),  nous  ne  trou- 
verons  que  N  conditions  distinctes;  en  les  multipliant  respectivement  par 

—  a  sjmny  —  a'  \Jm' n\  . . . ,  il  viendra 

(0,1)  -H  (0,2)  H-. . .  -^  I  M  -  ■■   y-^-^  [o,i]M'~        ;  [o,2]M''-.  .  .  =  0, 

-V--n-  ['>o]M  4-    (1,0)  H-  (1,2)  4-.  "  —  g\  M' /,— —  [1,2]  M"- . .  .  =  0, 

asjmn  a''sjm''nr 


ou  bien  encore 


(i3) 


ou  I'on  a  pose 
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(Ao.o-^)M-i-Ao.,M'-f-Ao.2M"-'  ...-:o, 
A,,o  M  -^  ( A,,,  -  g)  M'  -+-  Aj.jM"  4- . . .  -^  o, 
A,,o  M-+-A,.,M'H- (A,,,- ^)M'' -+-... -=0, 


409 


Ao,o  — (0,1)  -4- (0,2) 
Ai.,  —  (l,0)-f-(l,2) 


(i4) 


A,,,= 


[I,  A-]. 


La  definition  precedente  de  A/^j^  suppose  les  indices  ielk  essentiellement  dif- 
ferents;  si  I'on  rempiace  [1,  k]  par  sa  valeur  (10),  ii  vient 


(i5) 

on  en  conclut 


2^^  fu^''  m^^'      -J 


(16) 


A/.ifc  =  Ajt,|. 


Cela  pose,  considerons  le  determinant 


(17) 


G=: 


A|,o 
A. 


J»o 


Ao,i 

A,.i-^ 

Am 


Ao.i 
Ai,, 

Ai,,-^ 


Am-|,o  Ax_j,t  An-j.j 


Ao,x-i 

A|,M-| 
Ai.N-l 

•   •  •  •    • 

Ax_,,x-|  —  g 


il  est  symetrique  par  rapport  a  ia  diagonalc,  d'apres  la  relation  (iG).  Si  ce  de- 
terminant n*est  pas  nui,  la  theorie  des  equations  homogenes  du  premier  degre 
montre  que  I'on  ne  pourra  satisfaircaux  equations  (i3)  qu*en  prenant  en  meme 
temps 

ce  qui  ne  saurait  nous  convenir,  puisque  notre  solution  (12)  disparaitrait 
alors. 

Pour  que  cette  solution  existe,  il  faut  done  que  ^  verifie  Tequation 


(B) 


G  =  0. 


Le  degre  de  cette  equation  est  egal  au  nombre  N  des  planetes;  car,  dans  le 
produit  des  termes  de  la  diagonale  du   determinant  (17)  se  trouve  le  terme 
(—  i)'*^^  qui  ne  pent  etre  detruit  par  aucun  autre.  Nous  representerons  par  g, 
T.  -  L  52 


4io 


^juyi^.uL  ii»j. 


6fm\\K%  %A^^rk  4^fi*et^f^/£«t  4^in,iK. iw"^'.  a.  a 41*^" :  X—  i 

Vou  ^kAntrdd^Jt'ij^ru^^ui^^kui  ^,  3^.  M,  M' — ^.n  g..  3,.  M.. M,.  .--:  4e  la 

tit^^  M,«  M, On  troaviirra  aioM  \  vrilotion*  partiealiere§,  cluaiiie  aTiecdeax 

i'j0H%V$uU:%  arbitr^iref:  le$  eqtjatioD%  <'A/  etarnt  lioeaiires,  oo  aua  one  noiiTelle 
v>lutiori  *U0U$^fhht  'd\'Hi:  le«  ^ri^^kAfMU^^  en  djoaUnt  les  div^ers^^  nJeiir^  de  A*  A 
//♦A.    ...  ^>  Mrra  done 


1 


.  «iii' 


/  — 


>« 


i/» 


I»-,  sin. >,-,£  — 3,^1  ;- 

l,_:C05^^S-,/  — 3,^,). 


^>tt^  iKilution  cornprend  2N  consUintes  arbitraires  et  donne  les  integrales 
ffjknkrdW.^  Ann  h\n:kium%  ( K). 

Hernarffiu.    -  Kn  difrerentiant  par  rapport  a  ^  Texpression  (17)  de  G,  en 
(rouvi5  (tyidejnmeMt 


On  en  conclut  que,  »i  la  racine^  n^est  pas  une  racine  multiple,  on  nepeutpas 
avoir  Kimultanernent 


Done  U'M  N  determinantH  que  Ton  deduit  de  G  en  supprimant  laligneetla 
eolonne  qui  aboutiKKent  a  chacun  des  elements  de  la  diagonale,  ne  peuvent  pas 

Atre  touH  nuls  en  meme  temps.  Supposons  par  exemple  -r-r^  ^o;  alors,  en  sup- 
primant la  premi2;re  des  equations  (i3),  il  en  restera  N  —  i  autres  qui  determi- 

neront  les  N  —  1  inconnues  jrf  y.  >  •••>  car  le  denominateur  commun  de  ces 

inconnues  n'est  autre  chose  que  -rr^*  ct  il  est  essentiellement  difierent  de 
z/ero. 


d\ 


170.  Lagrange  a  remarque  que,  si  quelques-unes  des  racines  de  requation 
(«  o  /ilaient  imaginaires,  les  expressions  de  A,  /,  h\  l\  ...  contiendraient  des 
exponentielles  qui,  en  croissant  indefiniment,  auraient  pour  eflet  de  rendre  les 
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orbites  Irfes  excentriqucs,  ct  de  dctruire  la  stabilite  du  syslfeme  planetaire.  Les 
plan^tes  connues  alors  elaient  au  nombrc  lie  six  (Herschel  n'avait  pas  encore 
decouvert  Uranus) ;  les  influences  de  Mercure.de  Venus  etde  Mars  sur  Jupiter  et 
Saturne  etant  faibles.  Lagrange  a  pu  remplacer  irhs  apppoximalivempnt  I'cqua- 
tion  G  =  o  par  deux  aulres.  Tune  du  second  degre,  I'autre  dt)  quatrieme.  Avec 

les  valeurs  numeriques  dont  il  disposait  pour  m,  m a,  a' it  trouva  que 

les  deux  equations  ei-dessus  avaienl  Icurs  racines  reelles  et  incgales.  Mais  oer- 
tain(!3  des  masses  employees  etaient  entierement  liypothetiques  :  ainsi,  celles 
de  Mercure.  de  Venus  et  de  Mars  avaient  ete  calculees  en  partant  de  leurs  vo- 
lumes et  tirant  leurs  densiles  d'une  loi  empirique  d'apres  laquelle  les  densites 
des  planetes  seraient  inversemenl  proportionnelles  aux  grands  axes  de  leurs 
orbites.  On  pouvait  done  se  demander  si.  avec  d'autres  donnees  notablement 
dilferentes,  on  trouverait  encore  seulement  des  racines  reelles  :  'i  II  faudrait, 
disait  Lagrange,  pouvoirdemontrer  que,  quell  esq  ue  soient  les  valeurs  des  masses, 
puurvu  qu'elles  soient  positives,  les  racines  de  Tequalion  dont  il  s'agit  sonl  tuu- 
jours  necessaircment  reelles  et  inegales,  et  il  ne  parait  pas  impossible  de  par- 
venir,  par  quelque  artifice  parliculier.  a  resoudre  cede  question  d'une  manifere 
generale  (* ).  " 

Litplace  repondit  bienlot  au  desideratum  exprime  par  Lagrange;  il  prouva  en 
eflet  que.  quelles  que  soient  les  donnees  numeriques  supposees  pour  les  masses 
et  les  distances  nioyennes  des  planetes  au  Soleil,  I'equation  G^o  a  tou- 
jours  toutes  ses  racines  reelles,  pourvu  que  les  planetes  tourncnl  toutes  dans 
le  meme  sens.  Notis  altons  reproduire  la  demonstration  de  la  Mecanique  celeste. 

Ajoutons  les  equations  (A),  apres  )es  avoir  multiplices  respeclivement  par 
mna'/i,  mna*t.  rn'n'a"^lt' ,  m'n'a'''f.    .. :  nous  trouverons 


--  (hi'— lit')  ;/n«a'[o,i]  — m'«'a"tl,o]|  +...  =  0, 

ou  bien,  en  vertu  dc  la  seconde  des  relations  (ii).  i^t  rcmarquant  que  n  et  a 
sont  constants, 


(;8) 


i'(A'  ,-/')^ 


•t-a'\h'*^-n  . 


On  aura  done,  en  designant  par  C  une  conslante  arbitraire, 

OU  bien 

(»,  )  mnn'c-'  -■  m' n' a"  ,f' -•- .  . .  =  C; 


,  lie  LflRra 


*   lus  iu(;t!iilili''S  si^ciiliiln'S  Jcs  [itan^tcji. 
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on  a  ainsi  une  inte^^rale  drs  equations  (A).  On  peut  Tecrire  comme  il  suit,  en 
prenant  la  masse  du  Soloil  pour  unite, 


in  y/i  -.   m  \u  c-  -h  m'  y'l  -,  -  m'  \  a'  c'*  -+-...:=  const., 


ou  bien,  en  ne^iigeant  //i^,  m'^ 


(D,) 


m  \  a e^ -  -  m' \  a' c'^  t  . ,  .zzi  const. 


Supposons  maintenant  que  deux  des  racines  de  {'equation  (B)  soient  imagi 
naires,  g  et  gt ;  on  aura  done 


('9) 


ir  -..  u  -:   C7V  -    ' 


g\  —  W  —  7  V^—  '  » 


u  et  fj  etant  reels,  el  a  >-  o.  Si  Ton  pose 

-(Mcos;3 -+- Mi<.'0s3,)=i;)rc  cosy, 


-  (Msin^ -4- Misin^i)  =  JIl  siny, 


)  "^  '  (M  co>,3i  —  M,<:os3,)  -   ')R.,cosyi,         —^ —  (Msin^  —  Misinj3,)  =  ^>1L|Sin/iy 

on  voit  aisement  que  le  resultat  de  la  substitution  des  valeurs  (19)  de^et  ^, 
dans  les  deux  premieres  formules  ((])  est  le  suivant 

ah^'mn  =  :)X^^\\\i,iU  y)(E'''-i- E-'^O  ■- '^^c, cos (/// 4- yOCE*^'- -£-<'') -^M, sin (^,/-h ?,)-+"  •■- 
fl/ v/m7i  =  ore  cos (/// -t- y)  (E*^' 4- E- "^0  -   '^rv.  1  sin  (//M- yO^E*^'— E-^0 -^  M. cos(^^ 

OIL,  ore,,  7  et  Y,  sont  quatre  constantes  arhitraires  qui  doivent  etre  reelles  pour 
que  h  et  /  le  soient  aussi.  On  aura  des  expressions  analogues  pour/i',  f ,  A",  /",  ... 
en  mettant  des  accents  aux  lettres  OR,  Oli,,  y  et  7,. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  //,  /,  h\  /',  ...  dans  Tequation  (D),  on  trou- 
vera  un  resultat  de  la  forme 

(20)      (;)rc*-+-  ore  J  -+-  .m'-  -r-  .Tl^-p  . . .)  K''^'  -^  -.i.E'^'-f-  i»i>  -r-  3E-''-t-  cde-'<j'=:  C. 

Or,  si  la  quantite  positive  t  n'est  pas  nulle,  quand  /  croitra  indefiniment,  le 
tcrme  en  E-"*'  arrivera  a  etre  infiniment  plus  grand  que  tons  les  autres,  et 
comme  il  croit  au  dela  de  toutcs  limites  et  que  son  coefficient  Olt^-f-  31L'*  -f-... 
est  essentiellement  positif  si  toutes  les  planetes  tournent  dans  le  meme  sens 
(auquel  cas  n,  n\  ...  sont  positifs),  la  relation  (20)  ne  pourra  pas  etre  verifiee. 
On  doit  done  avoir  a  =^  o,  et  les  racines^  et  g^  ne  peuvent  pas  etre  imaginaires. 

Si  Ton  admettait  plusieurs  couples  de  racines  imaginaires  dans  requation(B), 
il  y  aurait  d'autres  quantites  a\  7",  ...  analogues  a  t;  en  supposant 


on  verra  sans  peine  que  le  premier  meinbre  de  I'equation  analogue  a  (20)  fini- 
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rail  par  grandir  indefinimcnt  avcc  le  terme  en  E^^';  on  devra  done  avoir  a  ~  o; 

on  demontrera  ensuite  que  a'  =  o, 

L'equation  generale  que  Ton  obtient  en  egalant  a  zero  le  determinant  (17) 
a  toutes  ses  racines  reelles,  quelles  que  soient  les  quantitcs  reelles  Ajj  el  A/^; 
parmi  les  demonstrations  qui  onl  ele  donnees  de  ce  beau  Iheoreme,  nous  cite- 
rons  celle  de  M.  Sylvester  (voir  Baltzer,  Theorie  des  determinants),  el  celle  de 
Borchardt  (/oi/r/ia/ cfe  Mathematiques,  t.  XIII). 

171.  Voici  maintenanl  comment  Laplace  prouve  que  Tequalion  G  ~  o  ne  pent 
pas  avoir  de  racines  egales;  supposons  en  eflet^  =  g^,.  Les  expressions  de 
hy  /,  h\  /  ,  ...  seront  de  la  forme 

Iah\fln7i  —  {y^t  -\-  X,)  sin(^^  4-  (3)  -h  M,  sin(^,^  4-  j3,)  -+-... , 
al^mn^  (X^  -4-  X,)  cos(^^  4-  3)  -4-  M, cos(^,/-h  (3,)  H-. . . , 

En  substituant  dans  la  formule  (D),  on  aura  une  equation  dontle  premier 
membre  contiendra  un  terme  preponderant  en  /*,  avec  ie  coefficient  essenliel- 
lement  positif  x^  -f-  x'^  -h . . . ;  ce  premier  membre  ne  pourra  done  pas  conserver 
une  valeur  constante,  el  il  est  impossible  que  les  racines  g  et  g^  soient  egales. 

Celle  demonstration  de  Laplace  prouve  sculement  que  les  expressions  de  A,  /, 
h y  /",...  ne  peuvent  pas  contenir  le  temps  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus, 
comme  le  supposaient  les  formules  (21),  et  qu'elles  sont  formees  par  la  reunion 
de  termes  periodiques;  c'est  la  Tessentiel  au  point  de  vue  de  la  stabilite  du 
sysleme  planetaire.  Mais  il  n'en  resulte  pas  necessairemenl  que  l'equation 
G  =  o  ne  puisse  jamais  avoir  de  racines  egales,  car  on  sait  aujourd'hui  (*) 
qu'il  pent  arriver  dans  ce  cas  que  les  integrales  generales  des  equations  (A)  ne 
renferment  pas  le  temps  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus. 

On  pent  done  se  poser  la  question  suivanle  : 

Pourrait-on  disposer  des  masses  des  planetes  et  de  leurs  distances  moyennes 
au  Soleil  de  maniere  que  Tequation  (B)  ait  des  racines  egales? 

Cela  est  impossible  quand  il  n'y  a  que  deux  planetes.  En  effet,  Tequalion  (B) 

se  reduil  a 

Ao.o— ^^      Ao.i 

Ai,o  A,.,  — ^' 


-O, 


et,  pour  que  ses  deux  racines  soient  egales,  il  faut  qu'on  ail 

(Ao.o  — A,,, )'-}-/« AJ,,  —  o; 


(>)  Voir  Thomson  et  Tait,  f realise  on  natural  Philosophy,  i*  6dit.,  t.  I,  Partie  I,  p.  38i ;  — 
E.-J.  RocTH,  Stability  of  a  given  State  of  Motion,  1877:  OEuvres  de  Lagrange ,  I.  XI.  Note  VHI  de 
M.  G.  Darboux. 
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CM  remplacant  A^,*.  A,,,  etA*,,  parleursvaleurs  qui  resultent  des  formates  i  lo), 

(t'lj  ('A  ( i^),  il  vierit 

/  '"' !^  I'vi    _  AH'^l.  pt    -  o- 

N, ,  ft  P».,  etaril  essentiellement  differents  de  zero,  la  condition  precedcnte  ne 
peut  pas  etre  rr*mplie;  il  pourrait  en  etre  autrement  si  les  planetes  se  mou- 
vaient  en  sens  contraire,  caralors  le  produit  nn   serait  negatif. 

M.  Seeliger  a  examine  le  cas  de  N  =  3  dans  le  n**  2231  des  j4slronomische 
Nachnchlen,  t.  93,  1878,  et  il  a  reussi  a  prouver  directement  que,  si  Tequation 
G  ^  o  avait  deux  racines  egales,  une  certaine  equation  de  condition 

devrait  etre  satisfaite,  dans  laquelle  t,  x\  -u"  sont  des  quantites  essentielle- 
ment  positives;  cela  est  impossible  (^  ).le  ne  sache  pas  qu'on  ait  encore  deoion- 
tre  la  meme  impossibilite  pour  X  >  i. 

172.  Laplace  a  tire  de  Tintegrale  (D,)  une  consequence  importante  au  point 
de  vue  de  la  stabilite  du  systeme  planetaire  :  puisque  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  sont  de  meme  signe,  Tune  quelconque  des  excentricites,  e  par 
exemple,  ne  pourra  jamais  acquerir  une  valeur  superieure  a  celle  qui  serait 
donnee  par  la  formule 

d'oil 

C 


e'_: 


mna- 


A  cause  de  la  petitesse  actuelle  des  excentricites,  la  constante  C  a  une  valeur 


(')  Le  cas  de  ///  ~  o  (Joil  ^tre  excopte;  car  alors,  <J'apres  la  formule  (i*j),  on  a 

Ao.i  "  ■  A|,o  —  o,         Ao.i  ~  A|.u  -~  o, 

et  l'6qualion  (B),  (|ui  ho  d<^composo  dans  les  deux  suivantes 

^  —  Ao,u  ---^  o, 
^A'--  Ai.i)(^'—  A5.4)  -  Ai.iAjj  r-- «.. 

aura  des  racines  (^'{^'ales  si  Ton  |>eut  determiner  a  (>ar  la  condition 

(^  A(),o  —  Ajj  )(Ao.o    -  A«,i)  —  Aj.j  Ai^t  -    o, 
qui  dqnivaut  in 

j(0,|)  (0,7.;  —  (  I,U)  j    |(0,l)  -h  (0,'2)  —  (-2,1)  •  —  [1,2]  [5l,lJ  =T  O. 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  quo  les  planetes  P'  et  P'  soient  Jupiter  et  Saturnc,  et  qu'on  remplaco  a\ 
a"^  ni'  et  m"  par  les  valeurs  num6riqnes  correspondantes,  on  trouve  que  la  condition  ci-dessus  est 
satisfaito  par  r/  —  1 ,85. 
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tres  petite.  Par  consequent,  Texcentricite  e  elle-meme  restera  toujours  fort 
petite,  si  la  masse  m  correspondante  constitue  une  partie  considerable  de  la 
somine  des  masses  du  sysleme.  Mais  on  ne  pent  lirer  de  Tintegrale  (D,),  aucune 
conclusion  analogue  pour  les  planetes  dont  les  masses  sont  faibles.  Pour  savoir 
si  leurs  excentricites  restoront  toujours  comprises  entre  d'etroites  limites,  il 
faut  avoir  recours  aux  formules  (C).  On  en  tire 

/;</j«»6'--i--M*-f-MJ  -M*  i  ...  T-iMM,c!os[(^'    -  z^'i)  ^  ^  ?  —  ?i] 

^-  ^MM,cos[(^  - ^,)  /  I-  i3  -  (3,] 


t- 


la  plus  grande  valeur  de  e^  repond  au  cas  ou  tous  les  cosinus  sont  egaux  a  =b  i, 
de  maniere  que  los  termes  oil  entrent  ces  cosinus  soient  tous  positifs;  on  aura 
done 

(,,)  e  <  |M|-^|M,|-H_M>|-f- .... 

on  trouvera  ainsi  une  limite  superieure  de  Texcentricite  e.  Cette  limite  pourra- 
t-elle  etre  reellement  atteinte?  Cest  une  question  d'analyse  indeterminee  que 
nous  ne  chercherons  pas  a  approfondir.  II  parait  vraisemblable  qu*on  pourra 
trouver  des  epoques  oil  les  diflerents  angles,  tels  que 

approcheront  autant  qu'on  voudra  de  certains  multiples  pairs  ou  impairs  de  r; 
alors  e  atteindrait  sa  limite.  On  n'a  pas  d^expressions  generales  des  quanti- 
tes  (22),  susceptibles  d'une  discussion  analytique,  et  Ton  ne  pent  se  prononcer 
sur  les  limites  des  excentricites  qu'apres  avoir  effectue  tous  les  calculs  nume- 
riques. 

173.  Nous  avons  a  montrer  maintenant  comment  on  pourra  calculer  les  va- 
leurs  des  2N  constantes  qui  figurent  dans  les  formules  (C),  en  fonction  des 

donnees  initiales;  ces  donneesserontles  valeurs^of^o*  ••  »^o»®o'  •••  des  excen- 
tricites et  des  longitudes  des  perihelies  a  Tepoque  /  —  o.  On  en  deduira  d'abord 
les  valeurs  correspondantes  Ay,  4,  h'^,  Z^'  •  •  •  ^®  ^»  '»  ^  » '•  •••  P^^  '^^  formules 

(  /<o^=  Co  sincTo,        /iq  ■=:  e\  sincj^,         . . . , 

(23)  \  r  ,  , 

(   /p  =1  eoCOSGJo»  *o  ^^  ^o^^S^o'  •  •  •  • 

Si  Ton  fait  /  =  o  dans  les  formules  (C),  il  vient 


M  sin  P  -f-  Ml  sin  3,  -h . . .  4-  Mx_i  sin  ?>-i  =  ah^  \jmn , 
(^4)  {  M'sin;3-hM;sin;3j  ^...-f-M':,_,sin?x_,  =  a7/ov//'^^', 
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et 

(  M  cos  (3  -I-  M,  cos;3i4-. . .  -+:  M.x-i  sin|3>_i=  alo  ^mn, 
(^^)  j  M'cos|3-hM;cos;3,4-...  f-Mx_,cosPiv_,r3:fl7;v/;;iV, 

V        • 1..    ....••. • 

Nous  supposons  que  Ton  a  calcule  les  racines  g,  gt,  ...  de  requation  (B) 
dont  tous  ies  coefficients  ont  des  valeurs  numeriques  connues. 

N  — I  des  equations  (i3)  donnent  Ies  rapports  ^>  -rj->    ••;  en  cbangeant 

dans  ces  equations  ^en  g^,,  on  aura  de  meme  les  rapports  -rr-y  TT'  '"'  ^*  ainsi 
de  suite,  de  telle  sorte  que  les  N  equations  (24)  contiennent  au  premier  degre 
les  N  inconnues  Msin^,  Mjsin^,,  .  . .  •  M.^_,  sin^^_,;  de  meme,  on  a  le  sys- 
teme  (!25)  pour  determiner  lesN  inconnues  Mcos^,  M,cosP,,  ...,  Mj,^,  cos^j^^,. 
Nous  allons  elablir  des  relations  qui  rendront  tres  facile  la  resolution  des 
equations  precedentes.  Reprenons  la  premiere  des  formules  (i3)  et  celle  qu'on 
en  deduit  par  le  ehangement  de  ^  en  ^^ , 

( Ao,o  —  ^  )  M  -I-  Ao.,  M'  -I-  Ao.,  M'  4- . . .  -:z  o , 

on  en  deduit,  par  Telimination  de  A^.o* 

(26)  (g,  -  g)  MM,  -.  Ao.,  (MM;  -  M'M,)  -f-  Ao.,(MM;  - M'M,)  -h . . . . 
La  seconde  des  formules  (i 3)  et  les  suivantes  donnent  de  meme 

,     ,  (  (^,~^-)M'M;--A,.o(M,M'-MM;)-4-A,,,(M'M;-M^M;)4-..., 

(27)  j 

Si  Ton  ajoute  les  equations  (26),  (27),  ...  et  que  Ton  ait  egard  a  la  rela- 
tion (iG),  il  vient 

(^-, -^-)  (MM, -M'M; -!-...  )--^o. 

On  pent  supprimer  le  facteur  g^  —  gqu\  est  different  de  zero,  et  Ton  trouve 
ainsi,  en  supposant  maintenant  que  g  et  ^,  representent  deux  racines  quel- 
conques  gr  et  gs  de  Tequation  (B),  la  relation 

(28)  M,M,-f-M,M;4.M';M';  +  . .  .  =  0, 

dans  laquelle  ret 5  designent  deux  indices  differents  quelconques  de  la  serie 
o,  1,  2,  ...,  N  —  I. 

Cela  pose,  si  Ton  ajoute  les  equations  (24)  apres  les  avoir  multiplieespar  les 
facteurs  M;.,  3C  M'l.  ...  et  qu'on  fasse  de  meme  pour  les  equations  (25),  on 
trouve,  en  ayant  egard  a  la  condition  (28), 

(Wr-¥-  ^\';-h  M7-i-. . .)  sin (3,=:  aAoV'/^Mr-i-  a'A;v/^^'M;-f-. . . , 
(M;-hM;»-h  M;*h-.  .  .)cos;3^=a/o  v^^M;.H-  a't^  ^Gi^WM'^-h.. . , 
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ce  que  !'on  peut  ecrireainsi 


,  ,   -  ,    m;. 

M ,.  SI n  (^r  '~  y  w  >  \  2        ; V|»  \  s 


Mr 


I  •  •  • 


(E)  .      r/  \ 

Mr  cos  (3;.— 


mJ  ■  VmJ 


I  -H      TT^      H-      fj-      -+- 


M'     M" 

Les  rapports  tt^?  xt'  ' "  sont  connus  par  ce  qui  precede;  ils  seronl  donncs 

III  f       HJ  f 

par  la  resolution  de  N  —  i  des  equations 

Ao,0  —  A'r  "*■  ^^0,1   Tm~      •'   ^0,  J  iTi  ■    4-  ...  -  -  O, 


(F)  m;.     ,    m; 

'  A,,o-f-(A,.,  — Av)  ^  -f-  A,, J  j^j-  H-. .  .--o, 


L'ensemble  des  calculs  numeriques  a  executer  correspond  done  : 

1°  A  la  resolution  de  Tequation  (B)  du  degre  N; 

2°  A  la  resolution  des  N  systemes  d'equations  du  premier  degre  a  N  —  i  in- 

connues,  que  Ton  deduit  de  (F)  en  attribuant  a  Tindice  r  les  valeurs  o,  1,2 

N-  I. 

Apres  quoi  la  solution  sera  fournie  par  les  formules  (C)  et  (E). 

174.  II  est  souvent  possible  d'avoir  une  donnee  importante  sur  la  maniere 
dont  varient  les  longitudes  car,  tn',  ...  des  perihelies. 

Les  deux  premieres  des  formules  (C)  peuvent,  en  offet,  s'ecrire 

flry/w/i  esincj—  \^  M/ sin(/iri/ -f- (3/), 

/    0 

a^mnecosTS=i    y^  M/C0s(^^if  4- 3/)' 

I  =0 

On  en  conclut,  en  designant  pary  Tun  des  nombres  o,  i,  2,  ...,  N  —  i, 

a  sfnm  e sin(GJ  —  gjt  —  ?>)  —  ^  M/sIn  [(^1  —  ^>)  t  -h  (3,  —  ^j], 

(29)  a  sjmh  ecos(GJ  —  gjl  —  ;3y)  =  My  -h  2]  M/Cos[(^/  —  A'y) ' "+-  Pi—  ?y] ; 

dans  le  second  membre,  la  valeury  est  maintenant  exceplee  de  colles  que  doit 
prendre  I'indice  i, 

T.  -  I.  53 
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Supposons  que  la  valeur  absolue  de  My  soit  superieure  a  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  M,  M,,  ...,  My_,,  My^,,  ...,  M>_, ;  la  Ibrmule  (29)  montre  que 
cos(car  —  gji  —  ^j)  ne  pourra  jamais  s'annuler  quel  que  soit  /.  On  pourra  done 
poser 

(3o)  rs=r  An  -\-  gjt-h  3j  -h  j. 


la  valeur  de  u  ne  pouvant  qu'osciller  entre et  4-  - ;  A-tc  -h  gjt  -h  Py  sera  done 

la  valeur  moyenne  de  tn,  dont  le  nioyen  mouvement  sera,  par  suite,  egal  a  gj; 
ts  oscillera  autour  de  cette  valeur  moyenne  et  Tecart  sera  compris  entre  les 

limites ^  et  h 

La  formule  (29)  donne  ensuite 

(-  \Ya\lnih  ecosj  -■.-  My  4-  ^  M/COs[(^/  —  gj)  t  -h  (3,  —  ^y]  ; 

le  signe  du  second  membre  est  celui  de  My;  cosu  est  essentiellemcnt  positif. 
Done,  rentier  k  pourra  etre  pris  egal  a  zero  si  My  est  posilif  et  egal  a  i  si  My  est 
negatif. 

Done,  si  le  cas  en  question  est  realise,  le  perihelie  tournera  toujours  dans  le 
meme  sens,  sauf  les  oscillations;  si  ce  cas  n'a  pas  lieu,  on  ne  peut  pas  dire 
d'avance  le  sens  du  mouvement  du  perihelie. 

Supposons  maintenant  que  la  meme  chose  ait  lieu  pour  une  autre  planete,  la 
seconde  par  exemple,  et  que  la  valeur  absolue  de  M}  soit  superieure  a  la  somme 
des  valeurs  absolues  de  M',  M'^ ,  . . . ,  My_, ,  M}^, ,  . . . ,  MJ,., ,  j  etant  le  meme  que 
precedemment;  on  aura  de  meme 

(3i)  m'—  k'T,-\-  gjl  4-  (3y4-  y, 

la  valeur  absolue  de  u'  etant  inferieure  a  -•  On  tirera  des  formules  (3o)  et  (3i) 

cj  —  cj'  ru  ( A-  —  A' )  7:  -H  *J  —  -j' ; 

done  la  valeur  moyenne  de  cr—  m'  sera  egale  a  {k  —  X-')7r;  d'apres  ce  qui  pre- 
cede, elle  sera  nulle  si  My  et  My  sont  de  meme  signe,  et  egale  a  ir  si  My  et  My  sont 
de  signes  contraires. 

175.  Les  integrales(C)  peuvent  donncr,  a  la  rigueur,  toutes  les  circonstances 
des  variations  des  elements  e,  cr,  e\  xs\  . . . ;  mais  elles  sont  d'une  discussion 
difficile  a  plusieurs  egards.  On  peut  trouver  N  integrales  distinctes  des  equa- 
tions (A),  ne  conlenant  pas  explicitement  le  temps  /,  mais  seulementles  excen- 
tricites  et  les  positions  relatives  des  perihelies  pour  Tepoque  /.  L'integrale  (D) 
est  dans  ce  cas ;  c*est  Tune  de  celles  que  nous  allons  faire  connaitre. 
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Remarquons  que  les  equations  (C)  ne  different  des  equations  (24)  ct  (2.5) 

qu'en  ce  que  h^,  /„,  A'„,  /^,   ...   sont  remplaccs  par  h,  /,  h\  l\  ...  et  M^-sin^^, 

M;.cosP;.  par  M^sin(g^^/ -f- ^^)  et  M;.cos(^^/ 4- ^;.).  On  pourra  done  appliquer 

les  formules  (E)  en  y  faisant  les  changements  indiques  ci-dessus,  ce  qui  don- 

nera 

1^1' 

Mr  sin  (^;./  -P,.)— 


I  -I- 


^  M' 

al  y  mn  4-  a'  i  \^ni'  n  ~  4- . .  . 


I  4- 


m- 


Si  i'on  ajoute  ces  equations  apres  les  avoir  elevees  au  carre,  le  temps  dispa- 
rait,  et  il  reste  I'integrale 

iaiisjmn  -ha'h\^m'n'  rp  -+-•••  )  '^'  lalsjmn  -ha' T  \^m'n'  rr"  -^-  •  •  ) 
(32)      M;  rn  ^^ .    ^'     ^,      ^ ^i ^ ^  , 

dans  laquelle  M;.  est  la  constante  arbitraire;  les  valeurs  des  rapports  ^>  ^-  •  •• 

sont  determinees  par  les   formules  (F)  en  fonction  des  donnees  a,  a',  ..., 
m,  m\  ...  et  ne  contiennent  rien   d'arbitraire.   L'integrale  precedente    pent 


s'ecrire 


/M'X'  M' 

mnd}e^-hm'n! a!^e'^\  ^)  4-.. .4-  2\hnm' nn' aa'  ^ ee' cos (cj  —  ©' ) 4- .  .. 

[■  +  (M;)-(5i;)*--J 

il  n*y  figure  plus  que  les  positions  relatives  des  perihelies. 
Si,  entre  les  N  integrales  (G),  on  elimine  les  N—  i  differences 

on  tombera  sur  une  integrale  independante  des  perihelies,  et  qui  devra  coinci- 
der  avec  (D,). 

Les  integrales  (G)  permettent  de  calculer  directement  les  valeurs  des 
excentricites  qui  repondraient  a  un  etat  determine  des  positions  relatives  des 
perihelies,  sans  avoir  a  se  preoccuper  de  Tepoque  a  laquelle  le  pheuomene  pent 
arriver. 


l\'io 


CIIAPITRE    XXVI. 


176.  Veiions  maiiitenaiit  a  Tintegration  des  equations  (xV);  nous  poserons, 
en  gardant  les  memes  lettres  M,  M',  . . . ,  P  et  g^,  afin  de  ne  pas  trop  multiplier  les 
notations. 


(12') 


P—    — ^-    sin(^'/-h(3),         q   -    — ;.=: 
a\'inn  a\Jrnn 


p- 


M' 


a  \i  tn  II 


cos(^^-f-P), 


M' 


^sinC^'-Z-i-jS),         q'—  --^=:—cos(gt-i-^), 


a  ^m  n 


En  substituant  dans  (A),  il  vicndra 


(i3') 


on  a  fait 


. .   -  o . 


) 


\   Ao.o"--  (0,1)  -•-  (0,2)  -)-..., 

Ai.i  —  ('.<>)  +  (•  >2)-t- 


('4') 


A,,,.-.-- 


r/('J  \!nv''  n^'^ 


«^*^  Sjnv^ii^'' 


U,/^); 


d'oii 


(10') 


(.C) 


A,.*..:- 


On  posera 


('/') 


'^^,0-^0     Ao,i 


(i' 


A.,0 


A,.,-^- 


et  Ton  devra  prendre  successivenient  pour  g  les  N  racincs  de  Tequation 


(B') 


(V  _-  o. 


Les  integrales  des  equations  (A')  seront 


(33) 


ap\  mn  —  M  sin(^'/  4-  |3)  -h  M,  sin(^',/-+-  J3,) 

-  M  C0S(^/  -h  ^)    r-M,  cos(^,^-+-  ^i) 
:=>rC0S(^/-t-  ,3)  -+-M',  C0S(iri^-^?i) 


aq\  inn 
a'p'  \J ni'  li' 


a' q'  \  m'  n' 
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ill .  II  y  a  ici  une  siinplitication  tenant  a  ce  que  Tequation  (B')  a  une  racine 
nulla.  Si  Ton  suppose,  en  effet,  dans  les  formules  (i3'), 


M  M 


fr  o 


a\mti        a' \i tn' n' 


en  ayant  egard  aux  relations  (i4')»  on  tombe  sur  des  identites  telles  que 

[(O,  l)  H-  (0,2)  -4-  .  .  .]  —  (o,  l)—  (0,2)  — .  .  .  =  0. 

Les  formules  (33)  peuvent  done  s'ecrire 


i  =  N      I 


«/yy //*/<:--::  M  sin  |3   i-    N    M,  sin  (^,  / -I  (3/), 


1  =  1 

i_-N-l 


aq  \'nin  —  M  cosj3  -H    V   M/C0S(^,/  -h  ^i), 


(r/ 


i=l 


«yV'/* '/<'-- M'sinj3 -h  2  M;siii(^,/ 4-j3/), 


1=1 


a'^'v'^'*''*'- -^*'cos(3-h    V   M;cos(^'// -h  (3,), 


i  =  l 


Si  Ton  ajoute  les  equations  (A')  apres  les  avoir  multipliees  respectivement 
par /?i/ia^/7,  mna^q,  m'n'a'^p\  m'n'a'^q',  ...,  on  trouve,  en  vertu  de  la  premiere 
des  relations  (ii). 

On  a  done  Tintegrale 
on  bien 

(D'j)  mna*  tang' 9  -+-  m'n'a'*  lang*9'-h. . .  =  C 

ou  encore,  en  negligeant  /?i^,  /w'^,  ..., 

(D'j)  my'alang'9-f- m'v</' iang'9'-h    ..=:  const. 

La  demonstration  de  Laplace,  pour  la  realite  des  racines  de  I'equation  (B'), 
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se  fait  en  partant  de  Tintegrale  (D);  elle  est  identique  a  celle  qui  a  ete  donnee 
pour  Tequation  (B).  II  va  sans  dire  que  les  demonstrations  de  Sylvester  et  de 
Borchardt  sont  aussi  directement  applicables. 

Les  valeurs  actuelles  des  inclinaisons  des  orbites  sur  le  plan  de  rccliptique 
de  i85o  etant  petites,  il  en  est  de  meme  de  la  constante  C  de  la  formule  (D'^). 
L'une  quelconque  des  inclinaisons,  9  par  exemple,  ne  pourra  jamais  acquerir 
une  valeur  superieure  a  celle  qui  serait  donnee  par  la  formule 

d'oii 

{]' 

tang*9  -        '  -  . 

Done  Tinclinaison  o  restera  toujours  tres  petite;  tel  est  le  raisonnement  de 
Laplace. 

Mais  cette  conclusion  n*est  legitime  que  pour  les  planetes  dont  les  masses 
constituent  une  fraction  notable  de  la  masse  totaledu  svsteme.  Pour  savoir  si 
leurs  inclinaisons  rcsteront  toujours  comprises  entre  d'etroites  limites,  il  faut 
avoir  recours  aux  formules  (C)  qui  donnent 

/;i/irtMang'(p"-::M'-}-MJ  -^. . .  h  2MM,  cos(/^',/ -h  ?,  — P) 

-+-  2M,M,  cos  U^'i  —  ^"1)  /  -^  Pi  —  13,]  H-  .  .  .  ; 

on  en  conclura 

(22')  tang9  <  -' — ' — ^-p!='.        -  • 

a  \  mn 

On  pourra  fixer  ces  limites  des  inclinaisons  quand  on  aura  fait  tons  les  calculs 
numeriques. 

La  determination  des  constantes  arbitraires  a  Taidc  des  donnees  initiales  se 
fera  par  les  formules 


Mr  sin  (3;.— 


I  -\- 


(F) 


M' 


MrCOS3r=  ^ 


1  h 


/   Mr 


les  rapports  ^  sont  donnes  par  des  equations  analogues  a  (F),  que  nous  nous 
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(lispensons  d'ecrire.  On  a  d'ailleurs 

/?o  -    lang9oSiii^o,        l\  —  lang9;  sin^;,         

r/o  — tang9ocos0o.        7o=  tang  9'^  cos  ^'o>         

Pour  r  —  o,  les  fopmules  (E')  se  simplifient.  On  a  vu,  en  effet,  que  I'on  a  dans 
ce  cas 

M  a^mn  ^  a\'mn 

il  vient  ainsi 

M        .    ^       m/i</' tang9o  sin ^0 -I- ''*''*'«'*  tang9'o  sin 6'J, -f-. . . 

aJmn  mna^-\-  m'  n  a^ -h  .  . . 

IE' )  I 

j      M  ^       m/ia'lang9ocos9o-+- m'/i'a'*lang9ocos9g  4-. . . 

(  a  Jmn  nina*  -4-  m  n'a^  -4- . .  . 

178.  II  est  possible  de  donner  une  representation  geometrique  tres  simple  de 
M  et  p,  en  introduisant  \e  plan  invariable  du  systeme  planetaire. 

Reportons-nous  aux  integrales  des  aires  dans  les  mouvements  relatifs  des 
planetes  autour  du  Soleil,  telles  qu'elles  sont  donnees  par  les  formules  (d') 
du  n*"  17.  Soient  a',  b',  c'  les  constantes  de  ces  formules;  le  plan  invariable 
aura  pour  equation 

a'.r  -i-  b'j-i-  c'z  —  o. 

Si  Ton  neglige  les  carres  et  les  produits  des  masses,  les  formules  que  Ton  vient 
de  rappeler  se  reduisent  a 

a'r^ 


En  les  appliquant  a  Tepoque  /  ^  o  et  ayanl  egard  aux  relations  (A)  du  n**  38, 
on  tronve 


i        a'-    mna^\f\  —  e\  sin  90  sin  do  4-  m'  n' a'^  \l  \  —  e'^  sin  90  sind'o-f-. . . , 
(34)  — b'-    mna^\U  —  ej  sin9ocos9o-+  ni' n' a'^\fi  —  e'^  sin 90 cos 6^ -4-  . . .  , 


c'  -  -  mna^\f\  —e*  cos 90  -}-  in' n'a'^\/\  —  e^ COS90  -I-. .  .  . 

Or,  si  Ton  designe  par  11  la  longitude  du  noeud  ascendant  du  plan  invariable 
sur  le  plan  fixe  des  xy  et  par  y  son  inclinaison,  on  a 

tangy sinll:-  -,i  tang/cosFl-- -,- 
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Rcmplacons  a',  b',c'  par  leurs  valeurs(34)  et  nef?ligeons,  comme  nous  I'avons 
fait  jusqu'ici,  el,  e^,  ...»  ^J,  o'/,  . . .  devant  Tunite;  nous  trouverons 


(35) 


tangy  sinn- 
langycosll — 


mna^ 


m'n'a* 


La  comparaison  avecles  formules(E'„)  donno 


Telle  est  rinterprelation  cherchee. 


M 


J 


a\  tnn 


-   tangy. 


179.  Nous  allons  rapporter  les  orbites  au  plan  invariable;  soient,  en  se  re 

portant  a  lay?^.  20  du  n"  117,  NM  Torbite  de  la  planete  P,  N'G  le  plan  invariable. 

Nous  ferons 

N'(.      B,        NGN't-*; 

nous  avons  deja 

.rN  :-  11,        NN'C.  ^  •/,         rN      0,         vNG       9. 

Le  triangle  spherique  NN'G  donne 

sin<I>sin6  =      sin 9  sin (9  —  ^), 

sin4>cos6  ::^  —  COS9  siny   }   sin  9  cosy  cos  ({)      j3); 

on  pent  prendre 

sin<^siii6  -  tang9  sin (9   -  ;3)  ~/?cos,3  --  7sinJ3, 

M 

sin*cos6-   -  siny  H-tang9COs(0— ^)  _.  — f-/^sin^ -h  7C0s;3; 
n  \m  n 

en  remettant  pour  p  et  q  leurs  valeurs  (C'),  on  trouve  la  premiere  des  formules 
suivantes  : 

/  I  _  N  -  1 

ay^m/t  sin<l>  sinB  —   V    M/sin(^''//  i- (3/- -  ^), 

/  —  I 

I   -  N  -  1 


flry///^/^  sin<l>  cosB     -   V    M,cos(^'i^   r  ^/— p), 


(C.) 


/--I 

/      N-I 


rt'v^'''''sin*'sinB'   -I  ^  M;sin(^',/  ^p.__3). 


I  - 1 

I  ^  N  -  1 


rtV//i'/£'sin*'cosB'=:  2  M;cos(^v/  f-;3/  — ;3), 


/  -- 1 
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On  ti(';monlrera,  commeau  n"  174,  que  si  la  valLuirabsoIue  lieM^  estsup^rieure  a 

la  somme  des  valeups  ahsolues  dc  M, Mj_,.  M;,,.  ....  M^,,  la   valeur 

moyciuie  (ie  0  sera  egale  k  gjt  -f- ^j  —  ^  -^i^;  le  nteud  dela  premiere  orbile 
sur  le  plan  invariable  sc  mouvra  done  toujours  dans  le  nieme  sens,  sauf  les  os- 
cillations, et  son  moyen  inouvemunl  sera  Oj^al  i  gj. 

S'il  arrive  que  la  valeur  absoluc  de  Mj  soil  auperieure  aussi  a  la  sommc  des 

valeurs  absolues  de  M',.  . . . .  M'_,,  M^^ M^-,,  gjt-h^j  —  ^-hi'-K  sera  la 

valeur  moyenne  de  &.  On  aura  ainsi 


(3?) 


u  ct  -y  sont  deux  quantUes  qui  oscillent  de  part  et  d'auire  de  zero  entrc  des 
limiles  dont  les  valeurs  absolues  sont  inferieuresa  -■  On  aura 

e  —  e'=^(A-  —  A-')i[-i-u  — v'; 

la  valeur  moyenne  de  la  distance  des  nceuds  des  deux  jilanites  sur  le  plan  inva- 
riable sera  done  egale  a  z^ro  ou  a  r..  suivant  que  Mj  et  M^  seront  de  meme  signc 
ou  de  signes  contraires. 


180.  Nous  avons  dit  que  les  calculs  numiriques  effectues  par  Lagrange  repo- 
saient  sur  des  valeurs  fort  pcu  e\3Clcs  des  masses;  de  plus,  Uranus  n'y  ligurait 
pas.  Lc  Verrier  cntreprit  en  1 8^9  de  reprendre  avec  toule  la  precision  desirable 
la  determination  numeriquc  des  inegalit^s  si^culaires  des  sept  grosses  planetes 
connues  alors.  Je  [me  bornerai  a  quelqucs  indications  sur  la  marche  suivic  ct 
sur  les  resultats  obfenus,  renvoyanl  pour  les  details  au  tome  11  des  Annates  de 
I'Ohservatoire,  p.  105-170. 


Si  Ton  remplace  f  par  - 


.  les  formules  (10)  doniient 


(0.0  = 


[o,.]. 


les  quantites  aNn,,.  nPu,,,  ...  ne  dependent  que  dps  rapports  ";  on  prend  pour 

unite  de  temps  I'annee  julienne;  on  devra  mettre  pour /i.  n' ,  ...  leurs  valeurs 

correspondantes  exprimeesen  parlies  du  rayon.  A  cause  de  la  petitesse  des  rap- 

T.  -  I.  54 
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ports  -  >  les  valeurs  numeriques  de  (0,1),  [0,1],  ...  seront  trfes  petites.  II 

est  preferable  do  les  exprimer  en  secondes  sexagesimales,  et  alors  il  en  sera  de 
menie  dc  g,  g^,  .... 

Quand  on  a  calcule  tous  les  coefficients  numeriques  Aij  et  A/^*,  on  forme 
les  sept  equations  (i3);  on  constate  que  dans  les  trois  dernieres  les  coeffi- 
cients de  M,  M',  M''  et  RP  sont  tres  petits.  On  pent  les  negliger  dans  une  pre- 
miere approximation,  et  Ton  a  ainsi  trois  equations  homogenes  entre  lesquelles 
on  elimine  M",  ftp  et  M",  ce  qui  donne  une  equation  du  troisieme  degre  en  g 
que  Ton  resout.  On  trouve  de  la  sorte  les  valeurs  approchees  de  trois  des  racines 
de  Tcquation  G  =  o,  celles  qui  proviennent  de  la  presence  des  planetes  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus.  Ces  trois  grosses  planetes  ne  peuvent  etre  que  tres  peu  de- 
rangees  par  les  quatre  autres;  on  pent  done,  dans  les  quatre  premieres  equa- 
tions (i3),  negliger  les  termes  en  RP,M^etM".  On  a  ainsi  quatre  equations 
homogenes  entre  lesquelles  on  elimine  M,  M',  M"  et  W;  il  en  resulte  une 
equation  du  quatrieme  degre  en  g  que  Ton  resout,  ce  qui  donne  des  valeurs 
approchees  des  quatre  racines  de  G=o  qui  proviennent  de  la  presence  des 
quatre  premieres  planetes. 

Avec  ces  valeurs  approchees,  Le  Verrier  determine  les  valeurs  exactes  par  un 
systeme  d'approximations  successives  aise  a  concevoir;  il  arrive  a 

£-   —     2%  2584,  gi—     I'/^l^lf 

3g  . /§'!==    3%7i36,        ^,=  17', '527, 

^  ^,=1:22% 4273,        g^=i  17', 8633; 
gt—   5^2989, 

les  valeurs  approchees  trouvees  d'ahord  n'en  diflerent  pas  de  o",ooi. 

Quelques-unes  des  masses  planetairespouvantrecevoir  dans  la  suite  certaines 
corrections,  Le  Verrier  a  voulu  que  tous  les  resultats  de  ses  calculs  pussent 
etre  utilises  encore;  il  a  represente  les  vraies  valeurs  des  masses  par /7i(i  4-  v), 
m\\  4-  v'),  . . . ,  et  il  a  developpe  les  resultats  suivant  les  premieres  puissances 
de  V,  v',  . . . ,  de  sorte  que,  si  Ton  vient  a  corriger  la  masse  de  Mercure,  par 
exemple,  il  suftira  d'introduire  dans  les  formules  la  valeur  correspondante  de  v, 
pour  obtenir  le  meme  resultat  que  si  Ton  etait  parti  de  la  masse  exacte.  Les  rap- 
ports jj^,  j^>  •••>  rjy;^  •••  sont  cxprimcs  de  la  meme  maniere  (•). 

Le  Verrier  donne  ensuite  les  expressions  numeriques  des  formules  (C)et(C), 
et  Ton  peut  y  lire  immediatement  les  limitessuperieures  des  excentricites  et  des 


(*)  Au  sujel  do  la  resolution  dos  Equations  (i3),  lo  loclour  pourra  consuUer  avec  fruit  un  M^moire 
do  Jacobi,  Zur  Tlworle  der  Scucular-Storungen  {Journal  de  Crelle,  t.  XXX). 


KXpResinnns  g^k^ralbs  res  in^cALnts  secctAiiiKs. 


mclinaisons 


I27 


On  voit  done  que  les  cscenlricites  ct  los  incliiiai^ons.  qui  sonl  actuollenient 
petites.  rcstPronl  loujours  tri's  pct'iles. 

Ce  resiiltat  el  Tinvariiiljilit*'  desgranils  axes  et  dcs  moycns  mouvemonts  con- 
sliluent  la  stahilite  du  systeinc  plaiiitaipe. 

Si  Ton  sulislilue  les  expressions  ci'dc!>sus  du  esinci,  eco.sci,  Uiig^sinO. 
tangf  cosO,  ...  dans  les  coordonnees  heliocentriques  de  chnqiie  plancle.  ces 
coordonniics  nc  conliondront  que  dcs  termcs  pi^rlodiques.  Ainsi  les  iniij^aniM 
sectilaircs  sonl  en  realiUi  periodiques;  elles  ne  dilTeppnl  des  inegalites  perio- 
diques  ordinaires  que  par  la  durec  de  la  periode,  qui  est,  pour  dies,  cxtrime- 
ment  grande;  r'est  ce  qui  restille  dps  nonibpps  (38)  qui  donncnt  les  ti'cs  pelils 
angles  dont  les  arguments  augmentenl  en  une  anneo;  le  Icrme  ?']n(gt  -i-^)  a 
une  periode  de  5~f\  000  ans  environ. 

181.  Le  Verricr  n'avait  pu  faire  entrer  dans  ses  calculs  la  planeto  Neptune 
qu'il  ne  devait  decouvrir  que  six  ans  plus  lard.  M.  Stockwell  a  puldie  en  187,3. 
dans  le  lome  XA'III  i\cs  S/nuhsonian  contnf^utions  to  ^non-ledge,  un  Meinoirt'  im- 
porl.nnl  sur  les  variations  seeulairesdes  huil  prini:ipalcs  planetcs,  dans  Icquel  it 
a  tenu  comple  de  Taction  de  Neptune.  Ce  travail,  dont  les  ealruls  paraissent 
faits  avec  soin,  rcnfermc  dcs  remarques  curicuses.  Ainsi  M.  Stoekwell  (nmve 
que,  dans  les  formules  (C),  la  valeur  absolue  de  M"  est  superreure  a  la  somme 

cies  valeurs  ahsolues  dc  M",  M!,' M\';  il  en  est  de  meme  pour  M)'  compare 

aM",  Mj M!;';  enfin  M','  et  M"  sont  de  signes  conlraircs.  II  en  resulle  done, 

d'apres  ce  qui  a  ete  dit  au  n"  174,  que  : 

Le  moyen  inouvement  du  perilielio  de  Jupiter  est  exactemenl  egal  au  moyen 
rnouvement  du  perilielie  d'Uranus,  et  que  les  longitudes  moyennes  de  ces  peri- 
lielies  different  exaetemen)  dc  180". 

Suivant  les  calculs  dc  M.  Stoekwell,  le  perilielie  de  Jupiter  peut  oseillcr  au- 
lour  desa  valeur  moyennc,  ^,/  -t-  ft,,  entre  les  limiles  ±  24°  10',  et  cclui  d'Ura- 
nus. autour  de  la  nieme  valeur  moyenne,  entre  les  limites  =b  'j7"33'.  Les  puri- 
lielies  des   dcu\  planetcs  peuvenl  done  se  rapprodier  jusqu'^   la    distance 


i8o°-(24"i 


-  47*'33')  =  io8''i7'. 
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M.  Stockwell  trouve  de  meme,  en  partantdes  formules(C',),  que  : 

Le  moyen  mouvement  du  noeud  de  Jupiter  sur  le  plan  invariable  est  exacte- 

ment  egal  a  celui  du  noeud  de  Saturne,  et  que  les  longitudes  moyennes  de  ces 

noeuds  different  exactement  de  i8o°. 

II  trouve  aussi  que  le  noeud  de  Jupiter  pent  differer  de  sa  valeur  moyenne  de 

d=  19*^38';  pour  Saturne,  ces  limites  deviennent  ±  7°7'.  Les  deux  noeuds  pour- 

raient  done  se  rapproclier  jusqu*a  i53**i5'. 

182.  Parmi  les  inegalites  seculaires  importantes,  il  y  a  lieu  de  signaler  celle 
qui  concerne  rexcentricite  de  Torbite  terrestre.  Cette  excentricite  est  actuelle- 
ment  decroissante;  elle  continuera  a  diininuer  pendant  2^4000  ans,  apresquoi 
elle  augmentera  pendant  tres  longtemps.  Nous  verrons  dans  le  tome  III  de  cet 
Ouvrage  que  e'est  la  la  cause  d*un  plienomene  restc  longtemps  inexplique, 
I'acceleration  seculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

Nous  n'avons  pas  parle  encore  des  inegalites  seculaires  du  sixifeme  des  ele- 
ments elliptiques,  e.  La  derniere  des  formules  (h)  du  n**  62  est 

tang  ^ 


dt~~       na  da        na}{\ -^  )JT^^^)  ^^        na^yJT^^^  ^9 


On  pent  prendre,  au  degre  de  precision  adopte, 


^  —      —  —  e     dR       lang9  <^R 

dt  na  da        2na*  de         2/ia*    do 


formule  dans  laquelle  il  faut  remplacer  R  par  son  expression  (5). 

Si  Ton  fait  celtc  substitution  et  si  Ton  met  pour  e^,  e'*,  ...,  esintar,  e' sin  tar',  ..., 
e  cos  tar,  e'costn',  ...,tang^9,  tang*(p',  ...,  tang^sinO,  tang(p'sinO', ...,  tang^cosO, 
tang^'cosO',  ...  leurs  expressions  seculaires  fournies  par  les  formules  (C) 
et  (C),  on  trouve  finalement  une  expression  de  la  forme 


^  =  ll-f- V  Kcos(x/-f-x'), 

d'oii 

K    . 

X 


£  — £,j4-  H/4- V  —  sin(x/  -f-  x'); 


la  longitude  moyenne  sera  done 

£oH-  ('i-H  ll)^-f- V  —  sm(x/-+-x'). 

A  cause  de  la  petitesse  des  coefGcients  x,  on  pourra  developper  les  termes 
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simx/  +  x')  en  sories  Ires  convergciitcs  suivanl  los  puissances  tie  /;  le  ternip 
en  t'  sera  tr^s  petit  et  Ic  plus  souvent  neglignable. 

183.  On  a  vu  que  les  excentriciles  et  les  inclinaisuns  dos  orbiU's  ties  pla- 
nples  doivenl  toujours  roster  tri's  peliles.  Cetle  cons(!i|uence  impnrtanle  ne  sc 
trouve  loulefois  etablie  ijue  pour  Ics  valours  nunicriqucs  adoptees  pour  Ics 
grands  axes,  et  nous  ignorons  ce  qui  sc  produirnit  pour  <rautrcs  distances 
moyennes  des  grands  axes.  II  est  k  regrclter  qu'on  ne  puisse  pas  discutcr  facile- 

mentles  variations  de8!iniiles(  2a)  e(  (aa),  quand  on  fait  varicrn,  a' Toute- 

Tois,  quand  on  ne  considerc  que  trois  planetes,  I'equation  (B'),  qui  a  line  racine 
nulle,  s'abaisse  au  second  degre;  la  discussion  devienl  facile.  Le  Vcrrier  a  nion- 
tre  {Annates  de  I' Obsen-atoire  de  Paris,  I.  II,  Addition  111)  ■  qu'il  existe,  entre 
Jupiter  et  le  Soleil,  une  position  telle,  que  si  Ton  y  pla^ait  une  petite  masse, 
dans  une  orbite  d'abord  peu  inclinec  a  ecllc  de  Jupiter,  cette  petite  masse  pour- 
rait  surtir  de  son  orbite  primitive,  et  atteindre  de  grandes  inclinaisons  sur  le 
plan  de  I'orbite  de  Jupiter,  par  I'aclion  de  celte  planiste  el  dc  Salurne.  I)  est 
remarquable  que  cette  position  se  trouve  a  peu  pres  a  une  distance  double  de  la 
Terre  au  Soleil,  c'esl-a-dire  &  la  limite  inferieure  oil  I'on  a  rencontre  jusqu'ici 
Ics  petites  planetes  ». 

J'ai  Hioi-mcme  chercbe  a  etendrc  Ics  conclusions  de  Le  Verrier,  en  tenant 
compte  de  lermes  negliges  par  lui,  dans  un  Mcinoire  auquelje  renvoie  le  lectcur 
{AnnaUs  de  I'Observatoii'e,  t.  XVI). 

184.  II  ne  faul  pas  se  I'aire  d'illusion  sur  la  genftralit^  des  conclusions  nnon- 
cees  ci-dessus  relativement  a  la  stabilite  du  systeme  planclaire.  En  premier  lieu, 
les  equations  dilTerentielles  (A)  et  (A')  ont  etc  obtenues  en  negligeant,  dans  Ics 
parties  seculaires  des  fonclions  perturbatriccs.  Ics  lermcsdii  quatrieine  ordre; 
Le  Verrier  a  cherclie  a  tenir  compte  de  ces  lermes  en  faisant  varier  les  constantcs 
arbitraires  des  formulcs  (C)  et  (C)  {voir  I'Addilion  III  du  tome  II  des  Annairs 
de  I'Observaloirv).  L'une  des  consequences  auxquelles  il  est  arrive  est  qu'on  ne 
pent  oblenir,  par  la  methode  des  approximations  successives.  aucunc- conclu- 
sion sur  la  sLabilite  du  systeme  forme  dc  Mercure,  VeTius,  la  Tcrre  et  Mars,  b 
cause  des  incertitudes  qui  rcgnont  sur  Ics  valeurs  des  masses  et  peuvcnt  modi- 
fier du  lout  au  tout  les  petits  diviseurs  qui  inlerviennent  dans  les  formules. 

En  second  lieu,  il  n'esl  pas  prouve  que  I'un  obtienne  loutes  les  inegalites  se- 
culaires des  elements  en  reduisant,  dans  les  equations  difrerenliellcs,  les  fonc- 
lions perturbatrices  ii  leurs  parties  seculaires;  le  coatrairc  est  nieme  certain. 

La  Ibeorie  exposee  dans  ce  Chapitre  est  imporlante,  si  je  ne  me  trompe,  sur- 
toul  parce  qu'elle  nous  met  sur  la  trace  d'unc  forme  analyliquc  generate  des 
perturbations  oil  le  temps  ne  sort  pasdessignes  sinus  et  cosinus,  etdont  I'lisage 
s'impose  dans  les  theories  des  satelliles,  notamment  dans  la  tbeorie  de  lu  Lune. 
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Sin 


Les  termes  en  /',  t       (a/  -i-  P)  trouves  dans  les  theories  usuelles  des  planetes 


cos 


sont  introduits  par  les  procedes  de  calcul ;  ils  n*existent  pas  reellement.  Dans 
cet  ordre  d'idecs,  quelques  travaux  importants  ont  ete  fails,  et  je  crois  devoir 
les  signaler. 

En  generalisant  la  belle  methode  employee  par  Delaunay  dans  sa  theorie  de  la 
Lune  et  considerant  le  cas  de  deux  planetes  seulement,  Jupiter  et  Saturne  par 
exemple,  on  arrive  a  se  convaincre  (*)  que  les  elements  a,  e,  9,  a',  e',  ^'  peu- 
vent  en  general  etre  exprimes  par  des  series  de  la  forme 

V  Acos(aX  -H  a,X|  -+-  a,).j-h. .  .)> 

dans  lesquelles  a,  ai,  aj, ...  designent  des  nombres  entiers  positifs  ou  negatifs, 
et  X,  X,,  Xj,  ...  des  fonctions  lineaires  de  /.  La  forme  memo  de  ces  expressions 
assurerait  la  stabilite,  si  la  convergence  des  series  etait  demontree. 

Les  autres  elements  e,  cy,  0,  e',  gj',  0'  s'expriment  par  des  series  telles  que 

X  ^  -h  x'  -h  ^  B  sin  (aX  -+-  «!  X,  -h  a,Xj  -+- . . . )  • 

Enfin,  M.  S.  Newcomb  est  arrive  a  des  resultats  du  meme  ordre,  tres  curieux 
et  importants,  pour  un  nombre  quelconque  de  planetes,  dans  son  Memoire  On 
the  generalintegrak  of  planetary  motions  (Smithsonian  contributions  to  knowledge^ 
t.  XXI,  1876). 

II  faut  dire  toutefois  que,  si  Ton  essayait,  dans  la  pratique,  de  mettre  sous 
cette  forme  les  theories  planetaires,  on  aurait  des  calculs  presque  iiiextricables, 
en  raison  du  nonibre  immense  de  termes  qu'il  faudrait  considerer.  U  est  bien  a 
desirer  que  les  geometres  s'occupent  de  ces  questions  et  cherchent  a  fairc  bene- 
ficier  TAstronomie  des  progres  recents  qu'a  faits  Tintegration  des  equations 
differentielles. 

D'autre  part,  nous  souhaitons  vivement  de  voir  couronnes  de  succes  les  efforts 
perseverants  de  M.  Gylden  pour  Tintroduction  efDcace  des  fonctions  elliptiques 
dans  les  formules  de  la  Mecanique  celeste. 


(» )  Voir  mon  Mtf moire  sur  le  probleme  des  trois  corps  {Annates  de  I'Obserpotoire,  t.  XVIII). 
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CHAPITRE  XXVIL 

SLR  Lil  MtTUODE  DE  GAUSS  POUR  LE  CALCUL  DES  INEGALITtS  SfeCULAIRES 


Gauss  a  public  en  1818  un  Memoire  remarquable  ayant  pour  litre  :  Determi- 
natio  attraclionis  quam  in  punctum  quodvis  positionis  data  exerceret  planeta  si  ejus 
massa  per  totam  orbiiam  ratione  temporis  quo  sin gulce  partes  describuntur  unifor- 
miter  esset  dispertita  (Gauss,  Werke^  t.  Ill,  p.  33i).  Ce  Memoire  fournit  un  mode 
dc  calcul  des  inegalites  seculaires  autre  que  celui  que  nous  avons  indiquc  et 
qui,  dans  certains  cas,  pent  seul  ctre  employe.  Aussi  croyons-nous  ne  pouvoir 
nous  dispenser  d'en  exposer  les  points  fondamentaux ;  mais  il  nous  faut  com- 
mencer  par  resoudre  une  question  preliminaire. 

185.  Reprenons  les  formules  {h)  du  n**  62;  on  pent  les  transformer  tres  utile- 
menten  y  introduisant  les  projections  de  la  force  perturbatrice  sur  trois  axes 

rectangulaires,  aux  lieu  et  place  des  derivce.s  partielles  -t-j  -r-y  —  Le  resultat 

est  tres  simple  quand  on  prend  pour  ces  trois  axes  :  le  prolongement  du  rayon 
vcctcur  de  la  planete  troublee,  la  perpend iculaire  menee  a  ce  rayon  vecteur  dans 
le  plan  de  Torbite,  du  cote  oil  croissent  les  longitudes,  et  enBn  la  normale  au 
plan  de  I'orbite  dirigee  vers  son  pole  boreal.  Soient  fm'S,  f/n'T,  fm'W  les  pro- 
jections dc  la  force  perturbatrice  sur  ces  trois  axes;  ses  projections  sur  les  axes 

de  coordonnees  sont  -r-y  j-y  -jz'  On  trouvera,  par  le  theoreme  des  projections 
et  a  I'aide  des  formules  de  la  Trigonometric  spherique, 

7—,  -V-  =  S  (cosu cos 9  —  sinu sin0 coso)  4- T (—  sinu  cos 0—  cosy  sin0 coso) -h W sin 0 sin o, 

(1)     <  ^—,  ^-  =8  (cos  J  sin0-+-sinucos0cos9)  -4-T(— sinu  sin^H-  cos u cos 0  cos 9)  — W cos 9 sin 9, 

i. — .  -T-  ^Ssinusino  -t-Tcosusino  -i-Wcos©, 
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oil  Ton  a  designe  par  u  la  distance  dc  la  planete  a  son  noeud  ascendant,  c*est- 
a-dire  I'argument  de  la  latitude. 

Soit  a  Tun  quelconque  des  elements  cUiptiques;  on  aura 

dnmdr       Ondy       dRdz 
dfj  ~~  dx  dfj        dy  da       dz  da 

Les  valeurs  de  -t^>  ^  ^^  T"  seront  tirecs  des  formules  du  mouvement  elliptique, 
savoir : 

X  =:  r(cosu  cos 9  —  sinu  sin0  cos 9),        /=  r(cosu  sin9  -h  sinu  cosd  COS9 ), 
z  =  r  sinu  sin9,  u  =:cy —  0  -+-  iv, 

('^)     {   a  — esinw  = /1/-H  £  —  cr,  r:=  a(i  — ecosw)  ^= 9 

*  i-+-ecostv 


I  ^  /'-He 

-iVl^  i/  

3  V    I  —  e 


tang^ iv  ^\/  ^-^  tang i  //. 


Les  derivees  relatives  a  9  se  calculent  sans  difficulte;  pour  celles  qui  se  rap- 
portent  a  6,  il  faut  remarquer  que  0  figure  explicitement  dans  les  formules  et 
implicitement  par  u;  on  aura  ensuite 


Enfin  les  derivees  relatives  a  a,  e  et  £  s'obtiendront  aisement,  en  remarquant 
que  Ton  a 

Or /•  Oj 

da       a  da         ' 

dr  dj       2  -i-  e  cos  w    . 

-T-  =:  —  a  cos  ir,  -^  = —  sin  w, 

de  de  I  —  e* 


dr           ae        .                 dj       a*  v^i  —  e' 
-y-  —  --= —  sin^v,  -r-  r=  — "L— 

dz        sfi^  e^  ^^  ^ 

Nous  ne  faisons  pas  varier  a  dans  /i/  4-  e  —  cr,  parce  que  nous  supposons  qu'on 
mette  dans  les  formules  fndt  au  lieu  de  ni.  Ayant  done  ^>  g^  ^^  T*  P^**  '^  ^^^' 
cul  precedent,  les  formules  (i)  et  (2)  feront  connaitre  les  derivees  -j--  Voici 
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Ics  resultats  auxquels  on  arrive,  apres  «los  reductions  faciles, 

im'  <)a  ~  '^  a 

^ — ;  -5—  =  W  r  sin*j, 
un'  d^ 

=  —  S  rtr  COS  <»•-+-! —  /•  sin  iv. 


(4) 


I     f}I{       ,,       ere        .  ^  (7* 


f//i'    (^£  y/i e*  ' 

I     JR 


7  -.>j-  = —  aTrsin*-  —  Wsln^  rcosu, 


{m'  dm  (m'   de 


-f-T/. 


II  n'y  a  plus  qu'a  porter  ces  expressions  (4)  dans  les  formules  (A)  du  n'^Gi 
On  trouve  aisement,  en  remplacant  f  par  ~ 


/i'«' 


da         2  m'        na^      /^      .  t  P\ 

-77  = .  I  Sesmi^'-hT  -  ) 

dt         I  -f-  m  4/,_e«  \  '•  / 


de  m 


t 


(A) 


dt  1  -h  m 

d^ m'  na 

dt  I  -h  m  4/ J gi 

dO  m'  na 


na^\/\  —  e*[Ssina'-hT(cosM  -h  cosci')], 


Wrcosj, 


sino-T-  = — Wrsinu, 

^  at        I  -4-  m  »/, g» 


^CT  ,   .0  d9  m'         -  y -,  r      o  rr  /        ''N    •       1 

<7-j-rr2esin'-  -T-H /la*  V  '  —  ^       —  S  cos  i*'  H-  T  I  I  -4-  -     SI  n  w    > 

«/  2  r//        I  -h  m         '^  L  \        P  J  J 

r/£  2 m'         ^  e^  dm  , r   .   ^o  dO 

-7-  = /laSr  H ^ -77  -h  2v^i—  e*sin'-  -r-* 

«/  H-  /w  I  4. » A|  _  e*  "^  2  "^ 

Si  Ton  ajoute  au  second  membre  de  la  derniere  de  ces  equations  la  quantitc 

3    r  n  da  ,  rdn   . 

on  aura  la  valeur  de 

c'est-a-dire  de  la  derivee  de  la  longitude  moyenne. 

Les  formules  (A)  sont  tres  importantes,  surtout  quand  on  veut  obtenir  les 
valeurs  variables  des  elements  a  I'aide  de  quadratures  mecaniq ues ^  car  il  est  pos- 
sible d'obtenir  les  valeurs  numeriques  des  quantites  S,  let  W,  dans  une  pre- 
T.  -  I.  55 
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miere  approximation,  a  Taide  des  coordonnecs  (3)  du  mouvemcnt  elliptique,  et 
il  n'en  est  pas  de  meme  des  formules  (A)  du  n°  62  oil  figurent  les  derivees 

OR   dR 

•     «  — )  •  •  •  • 

da     de 

De  plus,  ces  memcs  formules  (A)  mettent  bien  en  evidence  les  influences  des 
trois  composantes  S,  T,  W  de  la  force  perturbatrice  sur  les  divers  elements.  Les 
explications  elementaires  donnccs  par  J.  Herschel  et  M.  Airy  des  principaux 
effets  de  la  force  perturbatrice  ne  sont,  au  fond,  qu'un  commentaire  des  for- 
mules en  question. 

Enfin  nous  remarquerons  les  relations  suivantes,  que  Ton  deduit  immediate- 
menl  des  equations  (A), 


(B) 


d\Jp  m'  I-, 

at  I  -h  m 


y   dt^  ^  dl*        H-  m  Jj  _gt 


elles  donnent  des  expressions  tres  simples  pour  la  deriv^e  de  la  racine  carree 
du  parametre  et  pour  la  vitesse  du  pole  boreal  de  Torbite,  dans  sa  trajectoire 
sur  la  sphere  de  rayon  i  ayant  son  centre  au  centre  du  Soleil. 

186.  La  fonetion  perturbatrice  R  se  compose  de  deux  parties  qui  correspon- 
dent aux  attractions  de  la  planete  P'  sur  la  planete  P  et  sur  le  Soleil ;  nous  avons 
dit  au  n°  125  que  cette  seconde  partie  ne  donne  pas  de  termes  seculaires  quand 
on  ne  considere,  comme  nous  le  faisons  ici,  que  les  perturbations  du  premier 
ordre  par  rapport  aux  masses.  Nous  pourrons  done  nous  borner  a  la  premiere 
partie  de  R;  des  lors,  S,  T,  W  seront  les  projections,  sur  les  trois  axes  definis 

plus  haut,  d'une  longueur  ^  portee  sur  la  droite  PP'.  Les  expressions  de  ces 

trois  projections  pourront  etre  developpees  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  des  anomalies  moyennes  ^  et  C»  ct  si,  dans  les  formules  (A),  on 

remplace  sinw^',  cosm^,  cosu,  r,  ->  -f  rsinu  et  rcosu  par  leurs  developpements 

periodiques  relativement  a  ^,  on  aura,  pour  la  derivee  d'un  element  quelconque  a, 
une  expression  de  la  forme 

(5)  -^^  Ao.o-H^  A,,/'C0s(it-+-i'r-f-^); 

les  seconds  membres  de  ces  equations  ont,  du  reste,  deja  ete  obtenus  dans  le 
Chapitre  XX.  On  en  conclut,  dans  la  premiere  approximation. 


^-- const.  -+- Ao.o^  -+-  y  - — ^^V-7  sm(iC-H  i'K'-^g); 
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si  ies  moyens  mouvcments  ne  sont  pas  exactemcnt  commcnsurabies,  on  n'aura 
jamais  in-^i'n'=o,  et  Ao.o^  constituera  toute  I'inegalite  'seculaire  de  I'ele- 
ment  a.  Lc  calcul  dcs  inegalites  seculaires  est  done  ramene  a  eelui  des  coeffi- 

eients  Ao,o  que  nous  designerons  par  \^\    I  nous  tirerons  de  Tequation  (5), 


I7t       x,l7t 


m...=M  I  T>*- 


Nous  appliquerons  cette  formule  aux  cinq  elements  e,  cp,  0,  trr,  e,  puis^uc  lc 
sixieme  a  n'a  pas  d*inegalites  seculaires,  ct  nous  poserons,  pour  abreger, 


0 

(6)  i'^jf"T^'_T.. 


27:  A 


nous  trouverons  alors 


(7)  (  sin©  \  ~rA     — -  —  I      Wo/'sinurfC, 


Nous  serous  done  ramenes,  d'une  part  au  calcul  de  So,  T©,  W©  par  Ies  for- 
mules  (6),  et  d'autre  part  au  calcul  des  diverses  integrales  qui  figurent  dans  Ies 
seconds  membres  des  equations  (7). 

Concevons  que  Ton  repartisse  la  masse  de  la  planete  P'  tout  le  long  de  son 
orbite,  de  maniere  a  former  un  anneau,  la  quantite  rftx'  distribuee  sur  Tele- 
ment  ds'  etant  proportionnelle  au  temps  dt  que  la  planete  emploie  a  decrire  cet 
element;  on  aura 

^t'  —  ^  —  ^ 
m'  "  T'  —  27:' 
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et  la  premiere  des  forinules  (())  donnera 


So=  Ts^fx'. 


f/w'S(/(x'  est  la  projection,  sur  le.  rayon  vecteur  r,  de  Tattraction  exercee  sur  la 
planeteP  par  releinent  da';  tm'  fSduJ  sera  la  projection  sur  la  memo  droite  de 
I'attraction  resultante  exercee  sur  la  planete  P  par  l*anncauelliptique  infiniment 
mince  consideree  plus  liaut.  Done  f /w'So,  f/w'T^  et  i m'\f^  ne  sont  autre  chose 
que  les  projections  de  cette  attraction  resultante. 

187.  Nous  voici  done  conduits  au  probleme  de  Gauss  : 

Galculer  Tattraction  exercee  sur  un  point  P  par  un  anneau  elliptique  infini- 
ment mince,  dans  lequel  la  densite  djx'  d'un  element  quelconque  est  propor- 
tionnelle  a  Taire  £'  du  secteur  ayant  Telement  pour  base  et  pour  sommet  I'un 
des  foyers  S  de  Tanneau. 

Nous  aliens  exposer  la  solution  simple  et  elegante  que  vient  de  donncr 
M.  Halphen  dans  le  tome  II  de  son  Traite  des  fonctions  elUptiques. 

Soient 

P  le  point  attire ; 

E'  I'anneau; 

a'  et  b'  ses  demi-axes; 

P'  et  P',  les  deux  extremites  de  Telement  d\jJ\ 

A  la  distance  PP'; 


2'      I 


Tattraction  de  Telement  sur  Tunite  de  masse  placee  en  P  sera  fm'    ^, ,,  -n- 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  se  coupant  en  P;  soient,  relativement  a  ces 
trois  axes, 

^0?  yot  Zo  1^^  coordonnees  du  Soleil  S; 

x',  y',  z'  celles  du  point  P'; 

x'  4-  ^x',  y'  H-  dy,  z'  4-  d'l'  celles  du  point  P', . 

Si  nous  laissons  de  cote  le  facteur  im\  les  composantes  de  Tattraction  suivant 
les  nouveaux  axes  seront 

1!    \'       r    v'       u    z' 

Soient  V  le  volume  du  letraedre  PSPT',,  h  la  distance  du  point  P  au  plan  de 
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Tanneau;  on  a  pour  V  ces  deux  expressions 

V  ==  g  [Xo  (y't/z'-  z'^y')  4-  yo(z'^x'-  x'e/z')  4-  z,{\' dy' -  y' d\' )]; 

en  ies  egalant,  on  aura  la  valeur  de  2'  que  i'on  portera  dans  les  composantes(  8) 
de  I'attraction  elementaire.  Si  Ton  pose  ensuite 

.,         fx'iy'rfz'-^z'dy')            ^         fy'jy'dz'-z'dy')             .,          rz'(y'dz' ^  z'dy') 
ix=j  ^, >         Pr-j  ^i >  U  =  J  ^, > 

^         r\'(z'dx'—x'dz')            ,.         ry'(z'd\'  -^x'dz')            ^         rz'(z'd\' -~\'dz') 
Q.-J  ^, >         Qr-J  ^, >         Q.=j ^i > 

,,          rx'ix'dy'  —  y'dx')            ^         f'y'ix'dy'—y'dx')            ,,          rz'(x'dy'—y'd\') 
^^^=J  -^^ '         ^r=J  • -^ >         *^.=j  5^1^ ' 

oil  Ton  a  A^=  x'^  -h  y'*  -h  z'*  et  oil  ies  integrations  s'etendent  a  toute  Tellipse, 
on  aura,  pour  ies  composantes  O^,  O,,  O,  de  I*attraction  exercee  par  I'anneau 
sur  ie  point  P, 

(9)  {  ^'^  ITll'b'h  (^oPy'-+-yoQi  -^ZoRy')> 

M.  Halphen  fait  plusieurs  remarques  au  sujet  de  ces  formules  ; 

a.  P^.,  . . .,  R,.  sont  Iiomogenes  et  de  degre  zero  par  rapport  a  x',  y',  z';  si  I'on 

fait  pour  un  moment 

x'         ,  v' 


-7  =  "  »        '-7  —  ^'i 

z'  '         z 


on  trouve  aisement 


Px=- 


(10)  (  Q»'—       /    3>         Qy  =       /    1'  Q«—       /  ?> 

^  ru'{u'ds>'-v'du')      ^  rv'{u'dv'-v'du')       „  ru'dv'^v'du' 

Ri—      / ,  >      Rr=      / F'      Rx=      /  r; 
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Tequation  du  cone  ayant  E'  pour  base  et  P  pour  sommct  est  de  la  forme 

v'—F(u'); 

done  les  integrales  P^.,  ...,  R,.  dependent  uniquement  dc  la  forme  du  cone; 
elles  conserveraient  les  memes  valeurs  si,  le  cone  rcstant  le  meme,  on  rempla- 
Qait  la  courbe  E'  par  une  section  quelconque  du  cone. 

On  peut,  en  particulier,  effectuer  les  integrations  le  long  de  la  courbe  C^  que 
Ton  obtient  en  coupant  le  cone  par  le  plan  3  =  1;  dans  ce  cas,  uf  etv^  sont  les 
coordonnees  d'un  point  quelconque  de  C 

b.  Les  formules  (10)  montrent  que  Ton  a  identiquement 

(11)  P.4-Q,-+-H,^o. 

c.  On  a  aussi 

Py  — Qx— —   /    ,  ~    .      ZZIZ7        -  4-  const., 

de  sorte  que,  si  Tanneau  E'  est  ferine,  u'  et  v'  reprenant  a  la  fin  de  Tintegrale 
les  memes  valeurs  qu'au  commencement,  on  trouve  la  troisieme  des  rela- 
tions suivantes;  les  deux  autres  s'en  deduisent  par  des  permutations  de 
lettres  : 

(12)  Q.  =  R,,       Rx  =  P.,       Pr-:Qx. 

Dans  ce  cas  general  d'un  anneau  fenne  quelconque^  les  composantes  (9)  de 
I'attraction  de  cet  anneau  sont  les  derivees  partielles,  prises  par  rapport  a  x©, 
yo,  Zo,  de  Texpression 

(i3)        *  irr  i^^^rf^  (x;  Px'  -+-  yj  Q,'  -4-  zJH..  -f-  ayoZoR,.  4-  2ZoXoP.'4-2XoyoQx'). 

d.  Supposons  que  le  cone  admette  le  plan  des  zx  pour  plan  de  sy metric;  la 
courbe  C  aura  un  axe  de  symetrie  parallele  a  Taxe  des  x;  si  Ton  compare  deux 
elements  symetriques,  on  voit  que  u'  et  ds^'  restent  les  memes,  tandis  que  v'  et 
du'  changent  de  signe;  si  done  on  se  reporte  aux  formules  (10),  on  trouvera 

Py.  =  Qj.  z=L  o,        Qj.  z-i  R,  =  o. 

Si  le  cone  admet  en  outre  le  plan  des  zy  pour  plan  de  symetrie,  on  aura  en 
plus 
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L'expression  (i3)  se  rcduit  done  a 

(i4)  *^^-— ^TTjC^JI'^-^yJOy  +  ^JI^x), 

oil  il  n'y  a  que  deux  dos  integrales  P, ,  Q, ,  R,  a  calcuier,  a  cause  de  la  rela- 
tion (i  i).  On  a  cnsuile 


et  Ton  en  conclut 


*,  ^j  *x 

Xo  ,Vo  Zo 


ce  qui  montre  que  Tattraction  est  situee  dans  le  plan 

X        y       z 

h  -  -h  -  =o, 

Xo  Vo         Zo 

dont  la  position,  independante  de  la  forme  du  cone,  est  entierement  determin^e 
par  les  deux  points  P  et  S. 

188.  Les  resultats  precedents  ont  lieu  quelle  que  soit  la  nature  de  la 
courbe  E';  admettons  maintenant  que  ce  soit  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le 
point  S.  Alors,  le  cone  est  du  second  degre,  et,  rapporte  a  ses  axes  principaux, 
il  aura  pour  equation 

x'       v'      z* 

(.6)  _  +  ^__=o: 

on  peut  supposer  G,  G'  et  G"  positifs.  En  faisant  z  =  i,  on  aura  la  courbe  C; 
soit  $  Tanomalie  excentrique  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  ayant  pour 
coordonnees  w'  et  f'';  on  aura 


(17)  w'=i/-^-cos£,  ^'=i/-g-sin^ 


Les  formules  (lo),  (i5)  et  (17)  feront  connaitre  les  composantes  de  Tattrac- 
tion 


Tza'b'h    I 


(G  4-  G'cos'S  -+-  G'sin'S)' 


1  c/a     (G  4-G'cos'^-hG'sin*5) 


y/GcTT?    r^ d^, 

A       (G4-G'C0S*i; 


-hG''sin«?)» 
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Ces  eomposantes  sont  rapporleos  aux  axes  principaux  du  cone;  dies  s'expri 
nient  a  Taidc  dcs  integralcs  elliptiques. 
Supposons  G'  >  G",  et  posons 


7t  ir 


'•  -+-'•  .A    V^i-A'sin*^  Jo 


la  relation 


^/    sin^cos^    \  _  I  —  2  sin*^4- A'si 


3 


donno 


u 


,     V  /^*  I  —  2sin*f -h  A^'sin*£    « 

(20)  /        '2 —-^d^-^o. 

On  tire  aisement  dcs  formules  (19)  et  (20) 

(G  +  G')*     r"" COS* ^^4 f*       cos'g^;       __  F,-E, 

J^      (G4-G'cos=54-G''sin«0'       Jo      (i-A-«sin«0^  ^' 


a 

(G 

+  G')"* 

1 

(G 

■+■  G'y 

tz 


/  3    /  J    ~    l-t\  ,  It  '  /  ■ 

y,      (G-+-G'cos»?-4-r.'sin»0*       J„     (i-A»sin»£)«       *   \'      '^  / 


T 


2 


J      (G  +  G'cos«?4-G^sin«0^      Jo      (i-A-^sin«0*       ' ""  ^"" 


apres  quoi  les  formules  (18)  donneront  les  eomposantes 'de  Tattraction  expri- 
mees  a  Taide  dcs  integralcs  completes  F^  et  E^  de  Legendre. 

Ccs  eomposantes  se  trouvent  rapportees  aux  axes  principaux  du  cone :  on  en 
deduira  facilement  les  valeurs  So,  T^  et  W©  des  eomposantes  de  la  meme  attrac- 
tion par  rapport  aux  axes  definis  au  n**  185.  On  voit  que,  dans  la  solution  pre- 
cedente,  il  faut  calculer  la  position  et  la  grandeur  des  axes  du  cone  ayant  son 
sommet  au  point  P  et  pour  base  Tellipse  E';  c'est  une  simple  question  de  Geo- 
metric analytique  qui  exige,  comme  on  sait,  la  resolution  d'une  equation  du 
troisieme  degre  dont  G',  G''  et  —  G  sont  les  racines.  M.  Halphen  a  montre  qu'on 
peuteviter  laresolution  de  cette  equation,  en  introduisant  les  fonctions elliptiques 
sous  la  forme  moderne;  nous  renverrons  le  lecteur  qui  desirerait  approfondir  le 
sujet  au  Traite  de  M.  Halphen. 

189.  II  resulte  de  ce  qui  precede  que,  pour  chacune  des  positions  du  point  P, 
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on  est  a  menie  dc  calculer  So,  To,  Wo;  pour  ohtenir  les  valours  (?)  ^^  ^      '   *' 
on  aura  a  effectuer  ties  integrations  telles  que 

(21)  .'  f  ^(0^/;. 

L'expression  analytique  de  la  fonction  ^est  tres  compliquee ;  aussi  est-on  oblige 
de  determiner  numeriquementles  integrates  ci-dessus,  par  des  formulesde  qua- 
drature. Supposons  la  fonction  ^  developpee  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  ^, 

Sd/(t)  =  tio-t-  «|C0St  4-  a,C0S2t  -h.  . . 
-+-  ^iSinC  4-  ^t  sinat  -H. . .  ; 

divisons  la  circonference  en  y  parties  egales  et  donnons  a  J[  les  valeurs  o,  -j> 
-V>  •••,  (J  —  i)  -^;  nous  pourrons  calculer  les  valeurs  numeriques  correspon- 
dantes  de  4'(0»  4'o»  4'«»  •••»  4'y-«-  Nous  aurons  les  relations 

+0  =^  ^0  -H  «i  -h  a,  -h .  .  . , 

27r  271  271  27r 

^|/,  =  ^0-+-  a, cos  — :-  4-  fl^iC0S2  — :-  4-. . .-+-  ^jsin  -t-  4-  6iSin2  — :-  4-. . ., 


Si  nous  faisons  la  somme,  nous  trouverons,  en  vertu  de  formules  bien  con< 
nues, 

+o-+-<{^i4-. . .  4- 4'>-i=yao-^ /«>-+- y«t>-+- — 

On  a  d'ailleurs 
il  viendra  done 


(.3)  ±£     4.(0^=^'-^'<"^/-^'^>-'-K+a.,-^...). 

Si  le  developpement  (22)  est  assez  convergent,  j  ayant  du  res-te  une  valeur 
notable*  la  somme  aj-ha^j  H- . . .  pourra  generalement  etre  negligee,  et  la  for- 
mule  (23)  se  reduira  ^ 

On  obtiendra  done  ainsi  des  valeurs  numeriques  tres  approchees  des  inte- 
grales  (21),  et  il  aura  sufli,  pour  les  obtenir,  de  determiner  les  valeurs  nu- 
meriques des  fonctions  ^'(0  V^^  repondent  a  j  valeurs  equidistantes  de  X,. 
On  trouve  que,  si  P  designe  I'une  des  anciennes  planetes,  il  suffit  de  prendre 
T.  —  I.  56 
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y  =  12,  pour  obtcnir  toiite  la  precision  desirable;  on  aura  done,  en  somme,  a 
calculer  les  composantes  de  rattraction  d'un  anneau  elliptique  sur  douze  posi- 
tions du  point  P. 

On  pent,  dans  Ics  integrales  (21),  niettre  en  evidence  I'anomalie  excentrique  1/ 
au  lieu  dc  Tanomalie  moyenne;  on  a 


clt=z(i  —  e cos u)  du^z  —  du, 

a 


On  sera  done  amene  a  considerer  des  integrales  telles  que 


-   /      ,Xu)du. 


Si  Ton  donne  a  u  les  valeurs  equidistantes  o,  -t->  -^,  •••>  les  points  corres- 

pondants  de  Torbitc  de  P  formeront  un  polygone  inscrit  qui  differera  fort  peu 
d'un  polygone  regulier;  les  differences  seront  en  effet  de  Tordredec',  comme 
le  montrent  les  expressions 

acosw,        rt/F"~^'sini/ 

des  coordonnees  d'un  sommet  quelconque,  rapportees  aux  axes  de  Tellipse.  Ces 
memes  coordonnees  sont  egales  a 

a(cosC  — t'sin*C-+-. .  .)i        ay/T— e'(sinC  -+-esinCcosC-+-. . .); 

si  done  c'est  a  ^  qu'on  attribue  des  valeurs  equidistantes,  le  polygone  inscrit  diffe- 
rera plus  que  precedemment  d'un  polygone  regulier;  la  difference  sera  de  Tordre  e ; 
aussi  prefere-t-on  donner  des  valeurs  equidistantes  a  Tanomalie  excentrique. 

La  metbode  de  Gauss  a  fait  I'objet  d'un  assez  grand  nombre  d'etudes  ou  d'ap- 
plications,  parmi  Icsquelles  nous  mentionnerons  : 

NicoLAi.  —  Neue  Berechnung  der  Seculardnderungen  der  Erdbahn  {Astronomisches 
Jahrbuch,  p.  224;  1820). 

Clausen.  —  Alia  solutio problematis  aceleberrimo  Gauss  in  opere  a  Determinaiio  aitrac- 
tionis,,.  »  Iractali  {Journal  de  Crelle,  I.  VI,  i83o). 

Adams.  —  On  the  orbit  of  the  november  meteors  {Monthly  Notices,  t.  XXVIl). 

BouR.  —  These  de  doc  to  rat,  i855. 

Seeliger.  —  Ueber  das  von  Gauss  herriihrende  Theorem  die  Sdcularstorungen  betreffend 
{Astronomische  Nachrichteny  I.  XCIV^,  1879). 

G.-W.  Hill.  —  On  Gausses  method  of  computing  secular  perturbations,  dans  le  tome  I 

des  Astronomical  Papers  de  S.  Newconib,  1882. 

().  Callandreau.  —  Calcul  des  variations  seculaires  des  Elements  des  orbites  (Annates  de 
VObservatoire  de  Paris,  I.  XVIII,  i885). 
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SUR  LE  DfeVELOPPEMENT  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE  LORSQUE 
LINCLINAISON  MUTUELLE  DES  ORBITES  EST  CONSIDERABLE. 


190.  Le  developpement  usuel  de  la  fonction  perturbatrice,  etudie  dans  le 
Chapitre  XVIII,  suppose  la  quantite 

_  4'*'^sin(u  — t')  sin(i''— t')    .  ,J 

^  —    — m — ' 7^ 1 7 TT    Sin     — 

r*-+-r' — 2rrcos('j  —  v')  a 

inferieure  a  I'unite.  J'ai  deja  dit  que,  dans  le  cas  oil  les  planetes  considerees 
P  ct  P'  sont  Pallas  et  Jupiter,  la  condition  ci-dessus  n'est  pas  toujours  satisfaite; 
pour  la  demonstration,  je  renvoie  le  Iccteur  a  nion  Memoire  Surles  perturbations 
de  Pallas  par  Jupiter  (Annales  de  I'Observatoire^  t.  XV). 

II  faut  done,  dans  ce  cas  et  dans  les  cas  analogues  qui  peuvent  se  presenter 
pour  quelques-uns  des  asteroides,  recourir  a  un  autre  developpement.  Le  Verrier 
avait  donne  quelques  indications  sur  la  marche  a  suivre,  dans  le  tome  I  des  An- 
nales deVObser^atoire^  p.  33i-333.  En  partant  de  ces  indications  sommaires,  je 
suis  arrive  a  trouver  la  forme  analytique  generale  du  developpement  qu'il  con- 
vient  d'adopter. 

SoitR  la  fonction  perturbatrice  qui  correspond  a  la  planete  P;  on  a,  en  se 
reportant  aux  n***  117  et  118,  dont  on  conservera  les  notations, 

R  =  fm'  f  i  -  4i  cos  V^  =  im'  (  ^  '  -  -^  cos  v\ , 

\A       r'^  )  \v/r»4-r'«-2r/'cosV       ''*  / 

cosVz=cr  =  cos(i'  — r)  cos(r'  —  r')  -hsin(i'  — t)  sin((''  — t')  cos  J 

=  cos'  -  cosCt''—  i'  — t'  -ht)  4-  sin'-  cos(i''4-  v  —  tf  —  x^. 
a  2 
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Posons  maintenant 

i    COS*  -  =  fit,  sin'  7=V,  dOU  |JL-hVr=i; 

il  viendra 

( 2 )  cr  =  cos  V  =  JUL  cosoT  -h  V  cos  J. 

Faisons  d'ailleurs 

(3)  1= =  =  -  y '^^'•^cos/iV; 

^        V>* -+-'•'*- 2  rr' cos  V       '* -" 

x^"^  sera  une  fonction  homogene  et  de  degre  — - 1  de  r  et  r'  qui  coincidera  avec  la 
fonction  A^"^  du  n**  104  quand  on  remplacera  ret  r'  par  a  et  a\ 

Toute  la  question  se  reduit  a  trouver  Texpression  generalc  du  developpement 
de  cos/iV  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x  et  y,  en  partant  de  la  for- 
mule  (2). 

Avant  dc  resoudre  ce  probleme,  nous  allons  aborder  quelques  questions  pre- 
liminaires. 

191.  Considerons  Texpression 

(4)  5(P):=(,_2(3cr-h(3«)-A', 

dans  laquelle/)  designe  un  nombre  positif,  et  p  une  quantitc  positive  inferieure 
a  Tunite.  Cette  expression  est  developpable  en  serie  convergente  suivant  les  puis- 
sances entieres  et  positives  de  p,  car  on  peut  ecrire 

et  cbacun  des  facteurs  de  cette  expression  peut  se  developper  en  serie  conver- 
gente suivant  les  puissances  de  p,  par  la  formule  du  binome,  parce  que  les  mo- 
dules de  pE^v^ct  dc  pE'^V*  sontegauxa  p,  done  inferieursa  I'unite. 
Nous  pouvons  done  faire 


n  —  00 


(5)  z(p)  ^  I  -H  3  V'/''  -h  ;3»  V'/"  ^- . . .  =1 2  P"  ^n\ 


n=0 


et  nous  commencerons  par  chercher  I'expression  analytique  de  Vif^  Nous  pou- 
vons ecrire 

""=[— K'-i^)]"'=i:'"'"':-..:'.^"'~"<'^''(-;^)' 
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ou  bien,  en  developpant  (^  —  \  P)'  par  la  formule  du  binome, 

.-(p)  =  y  y  (- , y ,'-y  PiP±il:^P+f-^)  p,.y ^w. 

JadJad^  '  I  .2.  .  .y.  I  .2.  .  .(i — j)    ^ 

i      i 

Si  Ton  donne  a  i  ety  toutes  les  valeurs  entieres  et  positives*  telles  que 
on  aura,  d'apres  (5), 

'*  jhdJad^  *  I  .2.  .  .y.  1.2.  .  .(l  — y) 

On  en  conclut,  en  donnant  ay  les  valeurs  o,  i,  2,  . . .  et  a  i  les  valeurs  corres- 
pondantes,  n,  n  —  i ,  /i  —  2,  . . . , 

'•  1.2. ..n  2*  i.(p-f-/i  — 1) 

(6)  {  . 

^    I      n(/i  — i)(/i  — 2)(/i  — 3)     ^^_^         "I 


V^''^  est  un  polyndme  entier  en  a  et  de  degre  n. 

La  quantite  z^p^  deBnie  par  la  formule  (4)  est  une  fonction  de  p  et  de  a;  on  ve- 
rifie  aisement  qu'elle  satisfait  a  Tequation 

Si  Ton  porte  dans  cette  equation  Tcxpression  (5)  dc  z^f^  et  qu'on  egale  a  zero 
le  coefficient  de  P",  il  vient 

d^W^P"^  dV^P^ 

(7)  (i-cr«)-^-(2y9-+-i)(7-^4-/i(2/>-+-/i)V;f'  =  o; 

voila  une  equation  differentielle  lineaire  du  second  ordre»  ^  laquelle  satisfont  les 
polynomes  YJ^K 

Nous  considererons  d'une  maniere  specialeles  valeurs/?  =  ^  et/>  =  i,  et  nous 

ferons 

VV^)  —  P  V'*) — IT 
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Les  fonnulcs  (5),  (6)  et  (7)  nous  donneront 

_        3.1  rfc        5^3 

Pi=:cr,  P,=:-cr'—  ->  P,=  -  cr'— -cr,  ..., 

"  2. 4. -.2/1         L  2.(2/1—1)  2.4.(2/1  —l)(2/l  —  3)  J 

U,  =  3ff,        U»=4o''— ii        U,=  8(j»— 4ff,        U4=i6a*— iaff»4- I, 

L  2.2/1  2.4.2/1(2/1  —  2)  J 

(i  —  a»)  -5-r  —  ^ ^^ -5"^  4-/l(/l-h2)U„i=:0. 

P„  est  le  poIyn6me  de  Legendrc;  il  joue  un  r61c  fondamental  dans  I'etude  de 
la  figure  des  corps  celestes,  et  nous  aurons  a  le  considerer  en  detail  dans  le 
tome  II  de  cet  Ouvrage. 

Les  polynomes  U^  sont  susceptibles  d'une  autre  expression  remarquable.  On 
pent  ecrire,  en  effet, 

fi)  —  ' 


Z^ ''  ":==■ 


I  — 3(3j  +  j3«       (i-pE^'/^Xi  — pE-»»'-') 


On  en  conclut 

5(i)_  — ^ —  /^E^v^y  p^E^vv^  —  E-v/^y  p^E-^vv^y 

2y/— isinVV  -^^  ^^  / 

z^'^  =  -^.  y  (3'»sin(/i  -f- 1)  V. 

On  a  d'ailleurs 

II  en  resulte  done 
,    .  ..        sin(/i-+-i)V       sin[(/i -+-i)arccoscrl 

(10)  tlrt=:  : — ^TT = , • 

^    '  smV  v/i  — <y' 

192.  Revenons  au  probleme  que  nous  nous  sommes  propose;  cos/iVs'exprime 
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a  Faide  de  cos^V,  cos"~^V,  ...;  d^aillcurs  une  puissance  queiconque  de  cosV, 
cos^V  est  composee  d'un  nombre  liraite  de  termes  tels  que 


jUL^v^cos^xcos^j,        avec        A4-B=:7; 

si  i'on  exprime  cos^^  en  fonction  de  cosAir,  cos(A  —  2)0?,  . . .  et  si  I'on  fait  de 
meme  pour  cos^j,  on  voit  que  cos^V  est  compose  d'une  serie  de  termes,  tels  que 
D  cos  I  J?  cosy  J ;  le  coefficient  Dcontien  ten  facteurfji'v-'  et  ies  differences  y—  i  —  j 
sont  des  nombres  pairs,  positifs  ou  nuls.  On  pourra  done  supposer 

( a )      cos  /I  V  =:  Q';;;,  4-  2  2]  Qiro  cos « J?  4-  2  2]  Q  ol)  cosy>  -+-42]  QiV  ^^^  *  ^  ^^^Jy  5 

I  ety  designent  des  nombres  entiers  positifs,  tels  que 

I  -hy  =  /I  —  un  nombre  pair; 
Q^j  est  une  fonction  de  (ji  et  de  v  qui  est  de  la  forme 

(11)  jUL'v>*(jUL*,  V«). 

II  s*agit  de  trouver  la  forme  generale  de  la  fonction  $  :  elle  est  susceptible 
d*une  expression  analytique  remarquable;  mais,  pour  y  arriver,  il  faut  passer 
par  un  intermediaire.  On  a  Tidentite 

^r      sin(/i  4-1)  V  —  sin(/i  —  1)  V 

a  cos  /I  V  = ^^ — t—tt — ^^ > 

smV 

qui  devient,  en  vertu  de  la  formule  (10), 

(12)  2Cos/iV  =  Urt—  U„-,. 

Le  developpement  de  cos/iV  se  trouve  ainsi  ramene  a  celui  de  la  fonction  U;, 
consideree  au  numero  precedent.  Nous  pouvons  poser,  en  ayant  egard  a  Texpres- 
sion  (9)  du  polynome  U;,  et  a  ce  qui  a  ete  dit  du  developpement  de  o^, 

{b)        Un  =  Ri)%4-  2^]  Rm  cosi^4-  2^]  Ri^icosyj'^-^^]  I^iry  cos*^ 

RJ"]  sera  de  la  forme  (i  i)  et  Ies  indices  i  ety  remplissent  Ies  memes  conditions 
que  dans  la  formule  (a). 
La  relation  (12)  donnera 

Les  fonctions  W")  s'expriment  tres  simplement,  comme  on  va  le  voir. 
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193.  On  trouve,  par  le  calcul  direct, 

cr  ==  JUL  COS  0?  4- V  COS^, 

acr'==  jUL*4- v'-+- jUL*C0S2a:  4-  v*c0S2/  -h  4 /^v  cos  a?  cos/, 

4o'*=  3jUL(fjL*-h  2v*)cos^  -h  jul'cos3j?4-3v(v'-+-  2/JL')C0SJ'  -h  v*cos3/ 
.  I  4-6/JL*VC0S2a:C0S7H-6/JLv'C0S^C0S2J, 

80-*=:  3  (/JL*-h4/^*v*4-  V*)  4-  4f*'(/^*4-3v')cos2a7-+-fjL*cos4j? 

4v'(v*-4-  3|ui*)  C0S2J-+- v*cos4/-H  2  4/^v(|UL*4- V*)  cos J7 cos/ 
1 2  /JL*  V*  COS  a  07  cos  2/  4-  8  fjL*  V  cos  3  a?  cos/  4-  8  /jlv*  cos  x  cos  3/, 


Si  Ton  porte  ces  valeurs  de  a,  a',  a',  a',  ...  dans  les  expressions  (9)  des  po- 
lynomes  U,,  Uj,  U,,  U4,  ...  et  que,  dans  la  fonction  ^((x*,  v^)  qui  figure  dans  le 

terme  general 

fjL'v>^(jUL',  V*)  cos  10?  cosy/, 

on  remplace  (x  par  i  —  v,  on  trouve,  aprfes  des  transformations  faciles, 

Ul==  2/JLCOS07  4-  2VC0S/, 

U,=  (i  —  2v)'4-  2fjL*cos2o:  4-  av»cosa/  4-3fJLvcoso7  cos/, 

U,=  2/jl(i  —  3v)*cosa?  4-  2fjL'cos3a?  4-  av(2  —  3v)*cos/4-  2 v*  cos 3/ 

4-  I2fJL*V  COS  207  COS/  4-  12/JLV'  COSO?  C0S2/, 

U4=  (l  — 6v  4-6v')'4-2/JL*(l  — 4v)'C0S2J?4-2/JL»C0s4or4-  2V*(3—  4v)'COS2/ 

2V*C0S4/4-  l6/JLv'C0SO:C0S3/4-  2  4  JUL*  V*  COS  2d:  COS  2/  4-  l6/JL*VCOS3o7COS/, 


L'inspection  de  ces  valeurs  particulifercs  des  polynomes  U„  m'a  conduit  a 
penser  que  R^j  est  egal  au  produit  de  (ji'v-'  par  le  carre  d'un  polynome  entier 

en  V,  de  degre  ~"^""'^'  J'ai  reussi,  dans  mon  Memoire  deja  cite  {Sar  les  per- 
turbations de  Pallas)^  a  prouver  que  cela  est  bien  general,  et  j'ai  pu  donner  en 
meme  temps  I'expression  du  polynome  en  v,  qui  se  trouve  etre  un  des  poly- 
nomes de  Jacobi,  contenus  comme  cas  particuliers  dans  la  serie  hypergeome- 
trique. 

Ma  demonstration  repose  sur  les  proprietes  de  la  serie  hypergeometrique 
donnees  par  Gauss;  elle  est  rigoureuse,  mais  compliquee;  M.  Stieltjes  (Ck>mptes 
rendus  de  rAcademie  des  Sciences^  t.  XCV)  en  a  donne  depuis  une  autre  tres 
simple,  que  je  vais  reproduire. 


194.  M.  Stieltjes  remarque  que  la  formule 


a  =  cos*  -  cos  07  4-  sin*  -  cos/ 
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est  un  cas  particulier  de  la  suivantc 

y  —  cos4'COS^'cos^-  -h  sin4'  sin^j^'cosj, 
quand  on  y  fait 


^       ^        '1 


On  pent  done  prendre 


(i4)  ff  —  acos^pcosx  -h  bsin4'C0S/, 

(i5)  a=cos^',        b  =  sin^'. 

II  faudra  voir  ce  que  devient  le  polynome  U^  de  degre  n  en  a  defini  par  I'une 
des  formules  (9),  quand  on  y  rempiace  a  par  sa  valeur  (i4)  et  qu'on  deveioppe 
le  resultat  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x  et  y.  On  va  chercher,  en  par- 
tant  de  Tequalion  differentielle  que  verifie  le  polyndofie  U;,  consldere  comme 
fonction  de  a,  a  former  une  equation  aux  derivees  partielles  pour  U«  envisage 
comme  une  fonction  de  vp,  x  et  j,  a  I'aide  de  la  formule  (i4)« 

On  trouve  immediatement 

vr-    ==(—  a  Sinq^COS^  H- 0  0084^008/)  -^> 

-^j,   ~  (—  asinq^cosx-h  beosq^cosj)'     ,  ^   —  (a  cost]/ cos j?  -h  bsinij/cos/)  —r^y 

-f-r  =a'cos*4'sm'j?  -j-^ aco84'COsa:  -^> 

-^-p-  =  b«sin«^sm»j  _,-  -bsmi|;cos/  -^-. 

On  a  d'ailleurs,  par  la  derniere  des  formules  (9), 


/i(/i  4-2)U^~  [(aco8i|;cosx  H-bsini|;cos/)*—  1]  -W^ 

-h  3(aco8^  cosx-h  bsin^cos^)  -^« 

On  en  conclut  sans  peine,  en  tenant  compte  de  la  relation  a^  -h  b^  =  i , 

J^*        C08'^    Jx'        sin*4'    ^/* 
=  (—  iH-  a'  cos' J?  -h  b'  cos'/  -+-  a*  sin'x  h-  b'  sin'/)     ,  ^^ 

-+-  (  2aco8a/co8J?  4-  2  b  smu^cosv r  cos^ ; — r  cosy)  -~ 

\  ^  T        y        co84^  sin4;        *^  J  da 

=  cos  2  0^  ( ,-  COS  J? .— ,  cosr  I  -.-  =  —  2colau^  -^' 

^\cos^  sm^'       •^/  d(j  ^  d^ 

T.  -  I.  '  57 
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On  a  ainsi  Tequation  cherchec 

U„  est  un  polynoine  entier  en  i;  une  puissance  entiere  et  positive  quel- 

conque  de 

a  =^  a  cos  ^  cos  x  4-  b  sin  '^  cos j' 

se  compose  des  termes  de  ia  forme 

(a  cos ^Jy )'-^*''  (b  sin 4» y ■*■*'/ cos IX-  cosy/ 
^  a'"^*''b'''*-*^(i  —  sin'})'' sin'^|»  x  cos'^  sin-'^J^ cos i\r  cosy/. 

On  en  conclut  que  U„  est  de  ia  forme 

(17)  U«=  4^  Tifj  cos'^J;  sin-^^J;  cos £.r  cosy/, 

oil  T^^est  une  fonction  entiere  de  sin^;|;et  aussi  dea  et  b;  la  difference  n  —  i^-j 
est  positive  et  paire. 

Si  I'on  porte  cette  expression  de  U;,  dans  inequation  (16)  et  que  i'on  egale  a 
zero  Ic  coefficient  de  cosiarcos/y,  on  trouve,  apres  reduction, 

-^TT  -^  ---i r  [(v-t-i)cos»^-   (.2,4-i)sin«^]l^ 

^4/'         sun|'C0S4^'-    "^        '         ^  ^^    d\\t 

On  peut  enfin  poser,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit, 

sin'^^::  e, 
et  inequation  precedente  devient 

(,8)    (^.^-/)_^+[(,-f-y4-2)/^(y--t-i)]-,-'^-i-^(£+y>  n)(i-^J^n-^2)T/:}  =  o 


dt^         •    LV-    w     •    -/-^        ^J     ^    wj       ^^ 


ou  encore 


(■9)  V-      -/  dt'    ■  --  .  r  .  w-     ,.    ^^ 

en  i'aisant 


•  • 


(20)  ar^ =^^ ,  '?=-.  ^^ ,  yrrzy-hl. 


SLR  LE  DEVELOPPEMENT  DE  L\  FONCTION  PERTURBATRICE.  1^5 1 

Nous  Savons  quo  Ton  a 

avec  un  nombrelimite  de  termesau  second  membre. 

Si  nous  substituons  cette  valeur  de  T/j  dans  Tequation  (19),  nous  trouverons, 
en  egalant  a  zero  lo  coefficient  de  i^, 

(p  -hi)(p-h  y)  X^P"^'^  -{p-^0L){p-\-  (3)  A^/*' ; 

il  en  resulte 

^^  L  >-7  i.a.y(y-f-i)  J 

On  reconnait  dans  le  second  membre  la  serie  hypergeometrique  F(a,  p,  y,  /), 
ce  qui  devait  etre,  puisque  I'equation  (19)  n'est  autre  chose  que  {'equation  dif- 
ferentielle  lineaire  que  verifiela  serie  hypergeometrique. 

Nous  ecrirons  C  au  lieu  de  k^^\  de  sorte  que,  en  tenant  compte  des  valeurs  (20) 
de  a,  p,  Y,  la  formule  (21)  deviendra 

(22)  Ti7=C'F(^ ^ , ^—^ ,y-+-i,sm«^j; 

C  est  une  fonction  de  a  et  b,  done  de  ^'.  On  a  dit  plus  haul  que  n  —  *  — y  est 
positif  et  pair;  il  en  resulte  que  - — 'LizJL  est  egal  a  un  nombre  entier  negatif. 

MM 

Si  Ton  se  reporte  a  la  formule  (21),  on  voit  que  F  represente  ici  un  polynome  de 
degre  *  "^-^  ~^  en  sin^^'- 
Posons  pour  un  moment 

(23)  S};^'=:Tt5)cos'^sin>+=C'cos'^sin>|F(^^t.^^    — ^  "^  ""  "^  ^,  y  4-1,  sin'^j; 
la  formule  (17)  nousdonnera 

(24)  U«  —  4  2]  ^u  cos*\r  cosyj. 

Or  I'expression 

a  =:cos^cos4''cosa'H-  sin^sinij^'cosj 

reste  la  meme  quand  on  echange  entre  elles  les  lettres  ;{/  et  '^ ;  il  doit  en  etre  de 
memo  de  U„  et,  par  suite,  de  S[''j.  On  aura  done,  en  se  reportant  a  la  for- 
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mule  (23)  et  designant  par  Cce  que  devient  C  quand  on  y  remplace  ^j;'  par  •]/. 

C'cos'^l^  sin^^l^  F( "^ > =^— ^ >y  -hi,  sin*^  j 


=1  C  cos'+'sin>+T/'^-^tZ — ^,  i±Z±A±i,  y  4_ ,,  sin«4/')  ; 


d'oii 


C 


'<|''sin>4'  F  (  — > >y-«-  '»  sin'^l^'j 


cos 

\  2 

C 


cos'^J'Sm-'^FI ^^ > ^ ,y  -t-i,  sin*^  I 

Le  premier  membre  de  cette  equation  est  une  function  de  'j>'  seul;  le  second 
ne  depend  que  de  ;{/;  ^^  et '|'  sont  arbitraires;  done  ces  deux  membres  doivent 
etre  egales  a  une  constante  independante  de  vp  6t  v{;\  Designons-la  par  c*  j  et  nous 
aurons 

G^  cl«jcos'4;'sin>f  F^— -^^-^   i±/j±l?Jti^,  y  ^- ,,  sin«+'V 
apres  quoi  la  formule  (28)  donnera 

(•  •  •  •  % 

(  ^^\ 1 ' ^ ,y  +  i,sm»(}.'j. 

II  n'y  a  plus  maintenant  qu'a  supposer 

la  formule  (24)  coincidera  avec  iV)  etS|"y  avecR^"j;  on  aura  done 


ou  bien 


(rf) 


o,„>       fii)    /  /ct/'-^-y  — '^    i-f-y -I- /I -h  2    .  \ 


C'est  la  formule  cherchee;  elle  est  bien  de  la  forme  indiquee  par  Tinduction 
II  ne  reste  plus  qu'a  trouver  Texpression  de  la  constante  cj",- . 
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195.  Clierchons  lo  termc  dii  ticgre  le  plus  eleve  en  v  dans  R^'^,  quand  on  y 
remplace  (jl  par  sa  valeur  i  —  v.  On  voit  aiscment  que  le  terme  dc  degre  le  plus 
eleve  en  v  dans 

Fi^-^L^,-^ .y  +  '.vj 

n-i-i H  I      ( h  2     ...  /I     «_i_/ 

(_  ,)-r-  V ? A 1.      .      I v-i- 

U-^OU-^'^')'"  - — - — 

n  —  i  —  f  «-»  ,       \T¥/   'x  n  —  i — / 


est 


-(-«)    ' 


n{n)nu) 


„('lii±/)„(-_^i±Z) 


V        « 


oil  Ton  a  pose  d'une  maniere  generale 

1.2.3...^= n(^). 

Le  terme  de  degre  le  plus  eleve  en  v  dans  K"j  sera  done,  d'aprfes  (d), 

[„(i±l±^)„(2=i±Z)J 
et  Ton  pourra  ecrire 


"■'»  l^- 


On  a,  d*autre  part, 

L  2.2/1  J 

fj  =  /xcosa:  H-  vcos^  —  cosa:  H-  v(cos^  —  cosx). 

On  en  conclut 

(27)  U„=  2'»(cos7  —  cosj7)'*v'»  -hS,v'*-*H-  C,v'»-'-h. . . ; 

si  Ton  compare  les  expressions  (26)  et  (27)  de  U^,,  on  trouve 

(28)  2''(cosv  -cosa:)«  =  4y  (-i)'cW  [—, n(/i)n(/) ^ -Tcosix 


cosy  /, 


de  sorte  que  le  calcul  des  coefficients  c^^'j  se  trouve  ramene  au  developpement 
de  (cosy —  cosa?)"  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x  eiy. 
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Posons 
(29)  2"  (cos^  —  cosx)"  =  4  y]  h\1j  cost.r cosj'y, 


et  nous  aurons 


(3o)  c'rj={- 


Nous  allons  chercher  Ics  coefficients  h^/'j. 
On  a 

2''(cos7  — cosjt)'*  =  (  asm — 7-^}   (2 sin — t""^  ) 


Or  la  formule  du  binome  donne 


^-^{'r+y)^t 


les  nombres  p  et  p,,  p'  et  p',  prennent  toutes  les  valeurs  cntieres  et  positives  ve- 
rifiant  les  conditions 

(3i)  p4-p,=  /i,         p'-hp\  =  n. 

On  conclut  de  ce  qui  precede 

(32)42Ai::,'cos.-.cosy^^2fc)-ff(^oirWn^r)^     .       "^  E     .      -•^- 

Pour  trouver  dans  le  second  membre  le  lerme  en  cosixcosjy^  il  faut  poser  ies 
equations 

(33)  P-Pr-^P'-P\^^,'^         tlLPlIll±A=±j. 

J*  2 

si  on  les  combine  avec  les  equations  (3r),  on  en  tire 


•  1   *  ■    •      • 


p  — >  p  = > 


•  • 


Pi— — ^^ — »        Pl= — 
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Les  termes  consideres  dans  le  second  mcmbrc  de  la  formule  (32)  pourront 


s'ecrire 


la  somme  des  quatre  exponentiellesestegale  a  4cosia?cosyy  et  la  formule  (32) 
donne 

(34)        /«-,-.)'  '"I""' 


II  convient  d'examiner  a  part  le  cas  de  y  =  o;  on  tire  alorsdes  equations  (3i) 
et  (33) 


,        nzm  ,        /I  qr  J 

9  =  9=— T-'         P'-Pi=^;— 


on  aura,  dans  le  second  membre  de  Tequation  (32),  a  considerer  les  termes 

[n(^')n(^')]- 

la  sommc  dcs  deux  exponentielles  est  egale  a  2  cosi'j;,  et  il  vient 


I,    .u  [n(«)]' 


(35)  AJ",' =  -  (- 1)'  _^^       .^       .—      .^.^„ 

'       ["(^')"(^)J 

on  trouverait  de  meme 

li  reste  enfin  a  considerer  le  cas  de  i=r=o  avecy  =  o;  le  terme  constant  du 
second  membre  de  la  formule  (32)  est 

[n(/0]' 

et  Ton  trouve 

(3-)  /,.».- i  iniiiiii. 
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II  est  possible  de  deduire  les  formulcs  (35),  (3G)  et  (37)  de  la  formule  (34)f 
en  y  supposant  nuls  Tun  ou  Tautre  des  indices  1  ety,  ou  tons  ies  deux;  il  suffit 
en  effet  d'ecrire  comme  il  suit  la  formule  (29), 

2'*  (cos  J  -  -  cosa^)"  —  4  ^  h,j  cosiJ?  cosy  j  -^~  ^  ^  A/^oCOSi\r  4-  2  ^  ^^qj^^^J X  "*"  ^olo  » 

on  a  d'ailleurs  opere  ainsi  dans  Tequation  (6). 
Les  formules  (3o)  et  (34)  donneront 


(e)  &i:}^ 


cette  formule  est  generale,  a  la  condition  d'y  remplacer  n(o)  par  i. 
Les  relations  (c),  (rf),   {e)  feront  done  connaitre  entierement  les  quan- 

tites  q;/;\ 

196.  Si  Ton  combine  le  developpement  (3)  avec  I'expression  (c)  de  cos/iV, 
on  voit  que  la  fonction  ^  se  composera  d'une  serie  de  termes  de  la  forme 

2al)('*)  cos£.r  cosy  J  ^  ^1*^'*^  cos(£\r  4-y/ )  -\-  e^^"'  cos(£j:  — jy)y 

chacun  de  ces  termes  etant  multiplie  par  une  fonction  connue  de  J.  II  faut 
arriver  a  developper  toutes  ces  expressions  suivant  les  puissances  de  c  et  e';  on 
commencera  par  supposer  e  =  o,  e'=  o,  ce  qui  donnera  r=  a,  /^=  a',  ^  =  A 
s^'  =  l\  a:  =  / -/-T'-hT  =  /--X.  7  = /'4-/  —  t:'-t  =  /'-+- X-2T';Ieterme 
U"^  cos(i,r  -hjy)  deviendra  done 

(38)  A('»)cos[(£-f-y)/'-(£-y)A-2yT']. 

II  faudra  maintenant  remplacer  a,  a\  X,  /'  respectivement  par 

X,  y,  x'  et  y'  etant  les  quantites  considerees  au  n°  93. 

L'expression  (38)  est  de  la  meme  forme  que  celle  donnee  pour  R<>  par  la  for- 
mule (19)  du  n°  119.  Nous  rentrons  done  dans  une  question  connue,  qui-  ne 
presente  plus  de  difficulte,  et  le  probleme  theorique  que  nous  nous  ^tions  pro- 
pose pent  eire  considere  comme  resolu. 

197.  Lorsque  le  rapport  -,  est  assez  petit,  comme  lorsqu'il  s'agit  des  pertur- 
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bations  do  Pallas  par  Saturne,  il  convicnt  do  developper  ^  suivant  los  piiissanros 
do    ,.  Los  formules  (3)  et  (8)  donncnt 


I 


2 -,.-,7Ti »'«('); 


pour  resoudre  la  question,  il  n'y  aura  qu'a  trouverce  que  devient  le  polynomc 
P;,  de  Legendre  quand  on  y  remplace  a  par  son  expression  (2),  le  resultat 
devanl  etre  developpe  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x  ety ;  c'est  ce  qu'a 
fait  Hansen  dans  le  tome  II  des  Memoires  (le  laSociete  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 
M.  Cayley  a  donnedepuis  une  autre  demonstration  des  formules  auxquelles  etait 
arrive  Hansen,  dans  le  tome  XXVIII  des  Memoires  de  laSociete  Royale  astrond- 
mique. 

Nous  suivrons  une  methode  tout  a  fait  analogue  a  celle  employee  dans  les  nu- 
meros  precedents;  nous  pourrons  faire  tout  d'abord 

(/)        P.(a)  =- a;':;  -f-  2  2]  K%  cosi>  4-  2  2]  KV  cosy>  -\-  4  2]  Ai:;  cos/^  cosy>, 

oil  A|'y  est  une  fonction  de  J.  II  y  a  lieu  maintenant  de  chercher  a  former  une 
equation  differentielle  que  verifie  la  fonction  P„,  envisagee  eomme  dependant  de 
x^  y  et  J.  On  trouve  sans  peine 


^P«  I         .         I,  v^P/T 


-nr^  ~ -cosJ(cosr  —  cosj:)    -~  -h  7  sm* J  (cos r  —  cosx)'     .  /  > 

-T—r  ~  -  l^cosjr— 1- uVi  —  cos-»r)  -  .  -  ♦ 

rix*  '  a  7  €17' 

._   -,  _  V  cosj  -^  -^  v«  (,  -  COS'J)  ^,    . 

On  a  d'ailleurs,  par  la  derniere  des  formules  (8), 

^P,  (i*  P 

//(//  H-  l)P„=  2(|ULCOS^-4-VCOS^  )-y-^  H-(/x'C0s'xH-  2  fXV  COS  JT  COS  J  -\-  V*  COS'jl'  —  l)  —j-f' 

On  tire  aisement  de  la  I'equation  cherchee 

-Tj^  -4-C0iJ-.-p  H ~~  H .-^  4-/*(/*4-l)P;,  — O. 

Si  Ton  substitue  dans  cette  equation  Texpression  (/)  de  P„  et  qu'on  egale 
T.  —  I.  58 
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a  zero  le  coeflicienl  do  cos/.r  cosyj,  il  viont 


do) 


r'2  ,'l 


/*(//  -hi) ''— 

JUL  V 


Ai:!/-o 


On  voit  (lircctement  que  k\"j  doit  contenir  le  facteur  (x'v-';  il  y  a  done  lieu  do 
faire 

En  substituant  dans  (1o),  il  vient,  apres  des  reductions  faciles, 
"TTJ^  "^  ^nn  l^^'^ ' -^  ^y  -+-  0  cos  J  -+-  2./  -  2 1]  -^  -f-  (/J  -  I  -.y)(//  -4-  /  4-7  -h  I)  B};*;  =  o. 

Nous  regarderons  B* ^  comme  unc  fonction  do  v  =  sin^  -  et  nous  trouverons 
aisement  que  Tequation  precedente  devient 


(^b;: 


f/i) 


r/Bi:; 


(v*-v)-^-H[2(i+y-i   i)v-2y-i]-^M-(rHy-/0(/^-H/   f-y+i)B',:^>  =  o 


Cost  Tequation 


(^'-^)^-^[(^^^-^0^^-y]^^oi?F.^ 


de  la  serie  hypergeometrique,  en  prenant 


a  -:  I  H-y  —  //, 


^  —  /  -hy  -H  /I  -f-  I ,  y  ^2J  -h\ 


On  aura  done,  en  designant  par^J'y  un  coefficient  numerique. 


(aO 


Ai:y--A-i:^V'v>F(/-+-y-/i,/-Hy4-//-M,2y-hi,v). 


II  reste  a  trouver  Texpression  de  k'/j;  i  -hj  —  n  etant  egal  a  un  nombre  entier 
negatif  pair,  F  est  un  polynome  entier  en  v,  dans  lequel  le  terme  du  degre  le 
plus  fort  est 

(_  ,)n-i-J  (^'-Hy  4-  /I  -h  I)  (g  -f-y   4-  Al  -h  2).  .  .  2/1  ^^_,_^^ 

(2y -+-0(2y-^- ^)---('' —  «'-+->)  ' 

d'ailleurs,  le  terme  de  degre  le  plus  eleve  dans  [jl'v''  =  (i  —  v)'V'  est  (—  i)'v'"*"-' : 
le  terme  du  plus  fort  degre  dans  A',jse  met  des  lors  aisement  sous  la  forme 


et  Ton  en  conclut 


(- ,  V  A-^")         n(2/i)n(2y) 


n(2/i)n(2y) 


(40 
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On  trouve,  d'ailleurs,  en  remplacant  clans 

2  .  4  .  .  .  'i  //  L  i  (  2  /I  —  I  )  J 

<J  par  coso:  -i-  v(cosy  —  cosj;),  et  ayant  egard  a  la  formule  (29), 

(42)        I\((7)  rr.  4v«    '  ' '^  '  '  '  ^^  ^^   -_li  y  /*(/'!  COSIX  COSyV  4-  2',  V'*-»  -|-  S',  V'-'h-  .  .  .  . 

•2.4...  2 /I  ^d      '"'  ^v  1  J 

La  comparaison  des  expressions  (/|i)  et  (4-^)  donne 

/..«)  _  /      ,w/,(/i)  ll(/<-t-f+y)ll(/f  £4-y) 
A/.y-i   -i)/«/.y-       2«''n(2y)[n(/i)]^         ' 

t 

et,  en  remplaQant  h)j  par  sa  valeur  (34),  il  vient  finalement 


2lrt 


"(v)n(=^^)  n(==;f^)n(i±i=^)  n(;izit^) 


Les  formules  (/),  (g),  (h)  resolvent  la  question. 

198.  Le  developpement  de  la  fonction  -r  se  composera  done  d'une  serie  de 
termes  de  la  forme 

7:^1  cos'^  cosy>  =  ^  ^  cos(£\r  4-y»  4-  ^  ~  cos(i\r  ~y». 

Si  Ton  remplace  J?  eiy  respectivement  par 

w'  —  W  -r- ts'  —  7'  —  (tS  —  T ),      i*''  -h  li'  -I-  BJ'  — -  r'  -f-  BJ  —  T, 

on  voit  qu'on  sera  ramene  a  trouver  les  developpements  periodiques  de 

„  sin  ...    ., 
cos  ^       ''  ^     ' 

J      sin  ,.  .    ..     , 
P^cos^'-^)^' 

on  a  obtenu  ces  developpements  dans  le  Chapitre  XV. 

199.  Le  developpement  de  la  fonction  perturbatrice  a  donne  lieu  a  un  tres 
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grand  nombrc  de  travaux;  il   nous  est  evidcninnent  impossible  d'en  rendre 
compte.  Nous  nous  bornerons  a  citer  les  Memoires  suivants  : 

Cauchy.  —  OEui'res  completes,  r"  serie,  I.  V,  plusicurs  Memoires. 

V.  PuiSBUx.  —  Journal  de  Mathematiques,  2**  serie,  t.  V  el  VF,  Irois  Memoires. 

BouRGBT.  —  Anna  les  de  I'Obsen'atoire  de  Paris,  I.  VII. 

G.-W.  Hill.  —  On  t/ie  development  of  the  perturbative  function  in  periodic  series. 

S.  Newcomb.  —  Development  of  the  perturbative  function  {Astronomical  Papers,  t.  III). 

Gyld^n.  —  Undersokningar  af  Theorien  for  Himlakropparnas  Rorelser,  II. 

0.  Backlund.  —  Zur  Entwickelung  der  S tor ungsf unction  {Memoires  de  I' Academic  des 
Sciences  de  Saint-Petersbourg ^  7*  serie,  t.  XXXIl). 

II.  Radau.  —  Annales  de  rObservatoire  de  Paris,  I.  XVIII. 

B.  Baillaud.   —  Annales  de  I'Observatoire  de  Toulouse,  I.  II. 
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CHAPITRE  XXIX. 

TRANSFORMATION  DE  HANSEN  POUR  LES  EQUATIONS  DlFFtRENTIELLES 

DES  MOUVEMENTS  DES  PLANfeTES. 


200.  Hansen  a  donne  pour  les  equations  diflerentieUes  des  mouvements  des 
planetes  une  transformation  importante  qui  forme  la  base  de  tons  ses  travaux. 
La  force  perturbatrice  y  figure  par  sescomposantes  S,  T,  W,  rapportees  au  rayon 
vecteur  r  de  la  planete  troublee,  a  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  dans  le 
plan  de  Torbite  et  a  la  normale  au  plan  de  Torbite.  Dans  Tordre  d'idees  que 
nous  avons  adopte  jusqu'ici,  il  nous  parait  naturel  de  deduire  la  transformation 
de  Hansen  des  formules  ( A)  du  n°  185,  dans  lesquelles  se  trouvent  dejk  les  com- 
posantes  S,  T,  W;  il  nous  semble  d*ailleurs  qu*on  penetre  ainsi  assez  profonde- 
ment  au  fond  des  choses. 

CommenQons  par  rappeler  celles  des  formules  (A)  ou  de  leurs  combinaisons 
qui  vont  nous  servir  : 

A*  =  ffx ^  f(j -h  m)  r= /i*a*,         \j  =  iV'hu5—  Of 

-i;  =  —  A-v//>[Ssinw  -i-T(costt  H-cosw)], 
— ^^  —  cos<p  ^^  -  - -^  [S  cos^' -  (^1  + -  j  r  s.n^'J  . 

dt         \k  ^p 

dO       m'    k  ,-. 

sino  -y-  =z ;=Wrsinj. 


(«) 


Remarquons  maintenant  que,  dans  la  methode  de  la  variation  des  constantes 

dx    dy    dz 
dt'  dt'  ~dt 


arbitraires,  les  expressions  analytiques  de  x\  y,  z,  --^,  -^,  -^  sont  les  memes, 
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dans  ie  mouvement  cliiptique  ct  dans  le  mouvement  trouble;  ii  en  sera  ainsi 
dr 
dt 


do  r  et  -^)  puisque  r=  \lx^  -\- y^  '\' z^  est  unc  fonction  dc  x^y^  z.  On  voit  d'ail- 


dr  na 


leurs  aisement  que,  dans  le  mouvement  elliptique,  on  a  ^  =  7==  ^  sin«^.  On 
aura  done  aussi  dans  le  mouvement  trouble 


I)  r  = 


I  -h  ecos^v 


(2)  -77  =  -?=  csinw. 

dix' 

Formons  Texpression  de  -j-  en  differentiant  la  relation  (i)  et  tenant  compte 
de  la  formule  (2);  nous  trouverons 

dw       kJp      ,  I  dp  de 

dt  r»  /•  dt  dt 

RemplaQons  ^  ct  ~  par  leurs  valeurs(a)  etnous  obtiendrons  apres  des  trans- 
formations faciles, 

(3)  -77  =  —V-  H -^    Scosw'  —  I  I  4-  -  ITsmwL 

ou  bien,  en  ayant  egard  a  Texpression  (a)  de        , — > 

(4)  ^^^ -^-7^-^^«^5i- 

201.  On  est  amene  ainsi  a  introduire  deux  nouvelles  variables^  et  a,  definies 
par  les  formules 

(5)  _^cos9  5-. 

Les  relations  (4)f  ( 5)  et  (6)  donneront  alors 

(7)  ^^  -    ,«  '         '    dt-^^^' 

d'oii,  en  differentiant  et  rempla<;ant  ^  par  sa  valeur  (a), 

C'est  Tune  des  formules  fondamentales  de  Hansen. 
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Si  nous  differentions  maintcnaiit  la  relation  (2),  nous  (rouverons 


d^r         A'     ,        de         k  Hkv  k  ,        dp 

di'        ^^,  dt       ^ip  dt        ^p^p  dt 


mcUons  pour  -^y  -^  et  -^  leurs  valeurs  (a)  et  (3),  et  il  viendra 

,    ,  d'^r       k^  m'  ..^ 

(9)  _  =  -.^C0Sir  -h  —  A«S; 

la  composante  T  a  disparu  de  cettc  equation,  ct  c'est  la  un  fait  important. 

On  pent  ensuitc  remplacer  ecosiv  par  sa  valeur^  —  i,  deduite  de  la  for- 
mule  (i),  ce  qui  donne 

d^r       k^p       X«       m'    ,^ 

ou  bien,  en  vertu  dc  la  relation  (7), 

d'r  dv^       A-«       m'  ^ 

c'est  encore  une  des  formules  fondamentales  de  Hansen. 

Si  nous  introduisons  une   notation  specialc  pour  representer  la  quantite 

--  =  h,  les  formules  (a),  (7),  (8)  et  (10)  nous  donneront  done  cet  ensemble  de 

s/p 

relations  : 


(b) 


d^r  dv^        X*  _  m'    ^^ 

"^  ■" ''  5^  "^"  7^  -  7  ^^' 


ii(^4>7^^'^'' 


(C)  /,  =  J-.r.^, 

dt 
-r-  ^=  —  AWrcosfr  —  »), 

(rf)  {sin(p-j-  =  —  AW/- sin(r  —  j), 

//cr  dS 

Ce  sont  bien  les  formules  qui  servcnt  de  base  aux  methodes  de  Hansen. 
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202.   II  est  facile  (rohtonir  une  roprescniation  geometriquo  de  rinconniic 
auxiliaire  a. 

Soient  {fig-  22)  NI  ot  N,I  les  grands  ccrclos  suivant  lesquels  la  sphero  dr 


Fig.  '»'». 


rayon  i  est  coupee  pap  les  positions  du  plan  de  Torbite  aux  epoquos  /  et  /  H-  r//; 
la  position  limite  du  point  d'intepsection  I  de  ces  deux  grands  cercles  sera  le 
point  M  ou  le  rayon  vecteur  r  de  Tepoque  /  perce  la  sphere.  Abaissons  le  grand 
cercle  NA  perpendiculaire  sur  N,l;  nous  aurons 

NN,-=:^^,        AN, -^  cos  9  ^9; 

done,  d'apres  la  relation  (5), 

AN,  -  ^cT. 

Soient  X  et  X,  des  points  pris  sur  les  deux  grands  cercles  NI  et  N,  I,  tels  que 

NXrrTo-,        N,X,  =  7 -he/o"; 

on  aura  AX,  =  NX  et,  aux  infiniment  petits  pres  du  second  ordre, 

IXiizIX,; 

on  obtiendra  done  la  serie  des  points  X  sur  la  sphere  en  supposant  que  le  grand 
cercle  NM  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  C,  lieu  des  points  M,  le  point  X  restant 
fixe  sur  ce  cercle  mobile.  La  courbe  C  n'est  autre  chose  que  Tintersection  de  la 
sphere  et  du  cone  dont  le  sommet  est  le  centre  de  la  sphere  et  la  directrice  la 
trajectoire  de  la  planete  P.  Dans  ce  mouvement,  Taxc  instantane  de  rotation 
coincide  a  chaque  instant  avec  le  rayon  vecteur  SM;  il  est  facile  de  calculer  la 
vitesse  angulaire  co  de  la  rotation  instantanee.  On  a,  en  eflTet, 

XM  —  u  ^-  o- 1=  i\         MN  —  r  —  a,         NA  =  sin  <p  e/0, 

NA       _       sin  9       dh 


ft)  r-: 


sinMNr//       sin(r— 7)  dt^ 
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(I'oii,  en  rcmpla^ant  sin 9  -r  par  sa  valeur  (d). 


ni' 


(e)  .^=:  :_/,W/-, 

L'angle  a  n'etant  donne  que  par  sa  differentielle,  sa  valeur  ^o  a  Tepoque  zero 
reste  arbitraire;  Hansen  prend  a^  =  0©. 

Remarque.  —  Prenons  sur  le  grand  cercle  XM  Tare  XY  =  90^,  et  soient  x  et  y 
les  coordonnees  de  la  planete  P  rapportee  aux  axes  mobiles  SX  et  SY.  On  aura 

xi^rcosi',        yr:ii/'sinr. 

Si  I  on  torme  les  expressions  de  -^  et  de  -j'  >  et  qu  on  y  remplace  -^-^  et  --^, 
par  leurs  valeurs  tirees  des  equations  (A),  il  vient,  apres  reduction, 

d^x       (      X*    ,    m'   -,^\  m!  . 

dt^        \      r^        \L         ]  fjL 
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si  I'on  pose 


(11) 


on  pourra  ecrire 


(6') 


*        V      r»        fx         y  fx 

((X)  :^  -  -  A*(Scosi'  — Tsint'), 
V- 

I  (Y)  —  —  A-'(Ssini'-hTcosi'), 

;  d}x       Xr'x       ,^. 
i  d}y       Ar*y 


II  resulte  des  formules  (ii)  que  (X)  et  (Y)  sont  les  projections  de  la  force 
perturbatrice  sur  les  axes  SX  et  SY.  Les  equations  (//)  sont  les  equations  difTe- 
rentielles  du  mouvement  relatif  de  la  planete  dans  le  plan  de  I'orbite;  on  voit 
qu'elles  sont  les  memes  que  si  les  axes  SX  et  SY  etaient  fixes.  On  aurait  pu 
obtenirdirectementces  equations  (6'),  ainsi  que  les  formules  (rf),  par  la  theorie 
des  mouvements  relatifs,  en  appliquant  le  iheoreme  de  Coriolis  \voir  la  Tliese 
de  M.  Perigaud,  Expose  de  la  methode  de  Hansen,  etc.  {Annates  de  V Observatoire 
de  Paris,  t.  XVF!)]. 

203.  II  nous  faut  montrer  actuellement  comment  on  calculera  les  compo- 
santes  S,  T,  W. 

Si  Ton  differentie  par  rapport  a  x^yeiz  I'expression  connue  de  la  function 
T.  ~  I.  59 
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perturbatrice  du  mouvement  de  la  planete  P,  on  trouve,  pour  les  projections  de 
cette  force  sur  les  axes  de  coordonnecs, 

(-)     '-'i^-^}  ""i^-^-.}  '"•'(^--^> 

oil  A  designe  la  distance  des  planetes  P  et  P', 


Supposons  maintenant  que  Taxe  des  x  coincide  avec  le  rayon  vecteur  r,  I'axe 
des^avec  la  perpendiculaire  a  rsituee  dans  le  plan  de  Torbite,  et  I'axe  des  5 
avec  la  normale  au  plan  de  Torbite.  Soient  (^g.  23)  M,  P  et  Q  les  points  oil  ces 

Fig.  a3. 


trois  droites  rectangulaires  percent  la  sphere  de  rayon  i .  On  aura 


^  -  ^       7  —  0, 


5  =  0. 


Les  trois  composantes  (12)  seront  respectivement  egales  a  f/w'S,  tm'T  et 
fm'W;  on  aura  done 

Soient  X  le  point  considere  anterieurement  sur  le  grand  cercle  MN,  X'  le  point 
analogue  pourM'N';  on  aura 


XN=:(7,        XM=ic.,        X'N'  =  <7',        X'M'^i'', 


Nous  poserons 


XG=:e,        X'G  =  e'; 
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il  en  resultera 

L'application  de  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonometrie  spherique  aux 
triangles M'GM,M'GP,  M'GQ  fera  connaitre  les  cosinusdes  arcs  M'M,  M'P,  M'Q, 

lesquels  sont  egaux  respectivement  a  -7*  p^>  ^;  si,  dans  les  formules  obtenues, 
on  remplace  cosJ  par  i  —  2sin^  ->  il  viendra 


a: 


I 


•   « «i 

iirkl  _    en 


-f  :=cosM'M  =  cos(i''—  v  —  %'-\-%)  —  a sin*  -  sinC*'  —  B)sin(i''— B'), 
(,/,)        ^  y.  =  cosM'P  =  sin(^''-  t;  _  e' -H  9)  -  asin*  -cosCi'  -  B) sin(i''—  9'), 
— ,  =cosM'Q  =  — sinJ  sin(^''  — B'). 


Le  triangle  NGN'  donnera  d'ailleurs 

sin  -  sin =  sin sin 1 

Tl  7k  2  2 

sin  -  cos =  cos sin —> 

3  2  2  2 

cos  -  sin =  sin cos  ^ —  > 

22  22 

1    cos  -  COS =  cos COS ^  • 

1  2  2  2  2 

On  a  aussi 

A'rr  r'-f-  r'*—  2  rr' COS  MM', 
(16)   A«==/«-hr'*— 2/r'cos(i''— ^'  — e'-he)4-4'/''sin«  -  sin(v' —  e)sin(i''  — 8'). 

Les  formules  (i3),  (i4)f  (i5)  et  (16)  determinent  S,  T  et  W  en  fonction  de 
r,  /^,  ^,  /  et  de  a,  a',  0,  0',  <p  et  ^'. 

Les  equations  (ft)  et  {d)  paraissent  decomposer  le  mouvement  en  deux  autres, 
le  mouvement  relatif  dans  le  plan  de  I'orbite  et  le  deplacement  du  plan  de  Tor- 
bite;  les  premiers  membres  des  equations  (6)  ne  renferment  en  effetqueret  ^; 
mais  il  est  bon  de  remarquer  que  les  seconds  membres  contiennent  0, 9  et  a,  qui 
sont  introduits  par  les  expressions  donnees  plus  haut  pour  S  et  T. 

Nota.  —  Les  formules  (6),  (c)  et  {d)  ont  ete  donnees  aussi  par  Wronski  {voir^ 
dans  le  tome  II  des  Annales  du  Bureau  des  Longitudes,  un  Memoire  de  M.  Yvon 
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WWnrce/Hti^  Sur  une  nouvelle  fonne  des  equations  differenlieUes  du  mouvement  des 
plarieles  et  des  comeles^;  rnais  c*est  Hansen  qui  les  a  publiees  le  premier. 

201.  Supposoris  effectuee  Tintegration  des  equations  (b)^  (cu  (d);  voyons 
comment  on  e;ilcijlera  pour  une  epoque  quelconque  la  longitude  et  la  latitude 
lieliocenlriqijr'H  L  et  B.  Ahaissons  (/ig-  I'i)  Tare  de  grand  cerele  MH  perpendi- 
culaire  sur  le  f^vaud  cerele  ry;  nous  aurons 

Ml  ^L-O,        IIM  ^.  B,         MN  =  i  -  ^,        HNM  =  9, 

et  le  triangle  rectangle  MHN  nous  donnera 

[  cosB  sin(L  — {/;  —  COS9  sin(r— a), 
(17;  '  cosBco8(L-- 0;  z=  cos(r— a), 

f  sinB  ~  sin^sinC*'— ff). 

Le  calcul  de  L  et  B  par  ces  formules  presente  cet  inconvenient  que  lesfacteurs 
CO89  et  sin 9  sont  variables  a  cause  des  perturbations  et  qu'on  ne  pent  pas  con- 
struire  commodement  des  Tables  pour  le  calcul  des  seconds  membres  de  la  pre- 
miere et  de  la  troisieme  des  formules  (17).  Hansen  a  surmonte  cette  difliculte 
par  un  artifice  remarquable  que  nous  allons  expliquer. 

Soient  ^^et  0©  -  -  o-©  les  valeurs  initiales  de  9  et  0;  Hansen  cherche  a  determi- 
ner les  quantites  T,  '^,  '^  els,  de  maniere  a  avoir 

[  cosBsin(L— 6'o— F)  =  cos9osin(r  — 5o)    -  ^> 
(iH)  I  co8Bcos(L-    Oo—T)-.  cos(r  — ^0)  -h^\ 

(  sInB  :rr  sin9o  sin(i»  —  9o)  ^  5. 


Oil  pcut  ecrire 


L-    Oo-    V      L^(/-4  (0-e,-T). 


sin 


(leveloppcr  ,     (L      Oo  —  F;  et  remplacer  co8Bsin(L  >    0),  cosBcos(L  — 0)  et 

sinB  par  leurs  valeurs  ( 17)  :  si  Ton  met  en  meme  temps  (^  —  a)  4-  ((J  —  0©)  au 
lieu  (le  r-    0^,  les  relations  (18)  donneront 

^  ----     [cos9ocos((7—  ^o)  —  cos9COs(9—  Oq  —  r)]s\n{v  —  *j) 
■y-  [cos 9o sin ((7  —  Oo)  —  s\n{0  —  h^  —  F)]  cos(p  —  ex), 

,     ,  ,^'--     tsin(<i— ^0)— cos9sin((?  -(?o  — F)]sin(r  — a) 

■h[— C0S((7—  (/o)    »-  COS((/  — ^0— F)]  C0S(r—  (7), 

s=:     [— sin9ocos(7  —  Oq)  -f-  sin9]  sin(('—  7) 
-^[— siii9oSin(g'  —  (?o)]cos(i'  —  cj). 
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On  va  profiler  de  I'indetermination  de  T,  done  de  0  —  0^  ~  F,  de  maniere  que, 
pour  toutes  les  valeurs  de  ^  —  d,  on  ait 


(20) 


^^XS,  f=:A'5, 


A  et  A'  etant  des  quantites  independantes  de  ^  —  (x. 

Si  Ton  se  reporte  aux  expressions  (19),  les  conditions  (20)  donneront 


cos9ocos(<7  —  0o)  —  cos9cos(0      60—  T)  = 
cos9osin(<7  —  ^o)  —  sin(0  —  Oq  —  T)  = 

sin(o'  — 9o)  —  C0S9  s\n{9  —  Oq  —V)  -= 

-  C0S((7—  0o)  -H  cos(9  -  ^0-  T)  = 


A  [sin  9  —  sin9ocos(<7—  6o)]f 

—  A  sin  9o  sin  (ex  —  60  )> 

A'  [sin  9  —  sin  9©  cos  (a  —  60)]  1 

-  A'sin9osin(o'—  0^,), 


On  tire  de  la  deux  valeurs  de  sin (6  —  0©  —  F);  en  les  egalant,  on  aura  une 
equation  de  premier  degre  entre  Aet  A';on  feradememe  pour  cos(0  —  0©  —  F). 
On  trouve  ainsi 


(21) 


(22) 


sin(0  —  00—  F)  —  (cos9o-i- Asin9o)sin  (a  —  60). 
(  cos(0  —  00— F)  —  cos(<7  —  9q)  —  A'sin9o  sin((7—  0o)> 

Asin9oCOS9sin(o"  —  Oq)  4- A'[sin9  —  sin9ocos((7  —  %)] 
=  (i  —  cos9oCOS9)sin(<7  —  9^), 

A  [sin  9  —  sin9ocos(ff  —  9q)]  —  A'sin9oCOS9sin(<7—  9o) 
\       —  (COS9o  —  COS9)  cos(<7  —  0o)» 


L*elimination  de  A  entre  les  deux  equations  (22)  donne 


(23)     A'=isin9sin(<7  —  9q)  ^-7 


I  -  cos 90  cos 9  —  sin 9o  sin 9  cos (g  —  9^) 


[sin  9  —  sin9o  cos  (7  —  0o  )]*-+-  sin' 90  cos' 9  sin*(<7  —  ^o) ' 

le  denominateur  de  cette  expression  pent  s'ecrire 

(sin'9o— sin'9ocos'9)  cos'(o'  — 0©)  —  2 sin 90  sin 9 cos  (<7  — ©o)  -+-  sin'9  -+- sin* 90  cos' 9 
—  [i  —  sin9osin9cos(o"  —  0o)]*— cos' 90  cos '9; 

sous  cette  forme,  on  voit  qu'il  est  divisible  par  le  numerateur,  et  il  reste  seule- 
ment 

^,__  sin9sin(<y  — 0o) 


en  posant 


xi=i  H-  COS90COS9  —  sin  9o  sin  9  cos  (a—  9^). 


Portons  cette  valeur  de  A' dans  la  premiere  des  equations  (22),  etsupprimons 
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le  facteur  sin  (or—  0©);  nous  trouverons 

xAsin9oCOS9  =  1  —  cos*9ocos*9  —  sin*9  4- sin  90  cos  90  sin  9  cos  9  cos  (a  ~  ^0). 

.        sin9ttCOS9  +-cos?oSin9  cos(o"  —  5«) 

A        -  — • 

X 

En  substituant  ces  valeurs  de  A  et  A'  dans  les  formules  (21),  on  obtient 


sin 


(6—6       T)  =1  ^^^^^0  "^  COS9)  sin(<7  —  6^,)  ^ 


cos( 


e  -.e  —  r^  —  ^'  -^cos9ocos9)  cos(<7— gp)  —  sin9oSin9 


et  Ton  verifie  sans  peine  que  I'on  a 

sin*(0  —  9o  —  T)  H- co8*(0  -  O^—r)  =z  i ; 

les  conditions  (20)  sont  done  bien  remplies. 

Voici  Tensemble  des  formules  qui  resolvent  la  question  : 

(e)  X  j=i  +COS90COS9  — sin9osin9cos(o'  —  60 )» 

(/)  s  =sin9  8in(r  —  <7)  —  sin9o8in(i'  — 0o)» 

cos  B  sin  (L  —Oo  —  r)  =  cos 9©  sin  (^'  —  ^o) [sin  90 cos 94- cos  9©  sin 9  cos  (a  —  6^)]^ 

^^^    '  cosBcos(L  — ©0-  T)  =  cosCi'  — ^o) -+- -  sin9  8in(a— 0o)» 

sinB  =  sin9osin(^'— ^o)  •+-  *; 

sin(9-^^o-r)-^^"^^^--^"^^^>^'"^^--A), 


(/O 


,>3      a       r-,       (i-+-rosonCOS9)cos(7— ©o)  — sin9oSin(|) 

cos  (7  —  Uq—  l)-=:z 


On  calculera  T  par  Tune  ou  Tautre  des  formules  (A). 

Le  butchercheest  atteint,  car  on  pourra  construire  trois  Tables  donnant  les 
valeurs  des  premieres  parties  des  seconds  membres  des  formules  (g),  savoir 
cos<posin(i'  —  Oo),  cos(^  —  0©)  et  sin9oCos(^  —  Oo);  on  entreradans  ces  Tables 
avec  I'argument  ^  —  0©;  les  parties  complementaires  des  seconds  membres  des 
formules  (g)  sont  petites,  car  elles  contiennent  en  facteur  la  quantite  5  qui  esl  de 
Tordre  de  w'sin^o ;  en  effet,  si  Ton  supposait/w'  =  o,  on  aurait  (p  =  (p^,,  (t  =  do  =  60 
et  la  relation  (/)  donnerait  5  =  o ;  a  —  0^,  est  de  I'ordre  de  m'.  La  valeur  (e)  de 
X  est  egale  a 

I  -hcos9oCOS9  —  sin9oSin9  =  1  4-  cos(9o4-9), 

en  negligeant  m'^;  en  negligeantw',  on  pent  prendre x=  i  -hcos2<p<,  =  2cos'9o* 
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On  verra  d'ailleurs  dans  un  moment  que  F  est  de  Tordre  de  /w'';  si  done  on 
pent  laisser  de  cote  les  termes  en  m'^,  ce  qui  arrivera  souvent,  les  formules(^) 
pourront  etre  reduites  a 

IcosBsin(L  —  9^)  =:  cos9oSin(i'  —  6^)  —  5tangcpo» 
cosBcos(L  —  9o)  =  cos(i'  —  9o), 

sinB  =  sin9o  sin(t'  —  ^o)  -+-^; 

ayant  construit  les  trois  Tables  dont  on  a  parle,  il  suffira  de  calculer  dans 
chaque  cas  la  petite  quantiteset  Ton  obtiendraainsi,  avec  laplusgrande  facilite, 
LetB. 

205.  Dans  le  cas  general  oil  Ton  conserve  les  formules  (g),  Hansen  trouve 
encore  le  moyen  de  presenter  les  resultats  precedents  sous  une  forme  plus  simple 
en  inlroduisant  deux  quautites  auxiliaires  P  et  Q  au  lieu  de  (p  et  a,  par  les  for- 
mules 

i  P  —  sin 9  sin (<7  — So)' 
(at)  j 

(  Q  ~  sin9C0s((7— ^o)  —  sin9o; 

P  el  Q  seront  de  I'ordre  de  m'  sin  9©.  L'expression  (/)  de  s  donnera,  en  y  rempla- 
(;ant  f'  — d  par  ^  —  Oo—  (<i—  Oo), 

5  =  [sin  9  cos  ((7  —  9o)  —  sin9o]sin(^'  —  9o)  —  sin  9  sin  (a-    9o)cosi'  —  9o 
ou  bien 

La  valeur  (e)  de  x  pourra  du  reste  s'ecrire 

x  =  i-f-  COS90COS9  —  sin9o(Q  ■+■  sin9o), 
(/n)  x  =  cos9o(cos9o4-cos9)  —  Q  sin9o. 

On  aura  ensuite 

sin 9o cos 9  -+-  cos 9o sin 9  cos (o"  —  9^) 

=  sin9oCOS9  4-cos9o(Q  -hsin9o) 

sin9or           ,                       V      ^   .       n          Q                                0 
= ^[cos9o(cos9oH-cos9)   -Qsm9ol  H ^^—  =:xlang9o  H ^^— > 

COS9o*-         ^   '         ^  Tf        w         YOJ         ^Qg^^  bYo         cOS9o 

de  sorte  que  les  formules  (g)  pourront  s'ecrire 

I  cosBsin(L  — 00— r)r=cos9osin(i'  — 0o)  — -y  flangoo-^   -— — l> 
\  \         "^        xcos9o/ 

^'^^  '  cosBcos(L  — 9o— r)=z  cos(v—9Q)-hs^y 

sinB  =.  sin9o  sin(i^  —  9^)  4-5, 
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Calculons  -.-  et  -^  en  partant  des  relations  {k)\  nous  trouverons 


dt       dt 


I  -^  =0089  sin  (<7  —  0o)  ^  -+-sin(pcos(<7  — ^o)  ^> 

(23)  I 

(  ~  =  C0S9C0S((7  -  0o)  ^  -  sin?  sin  (a  -%)  j^] 

d'oii,  en  remplaQant—  parcos<p  -^  et  ^>  -1-  par  leurs  valeurs  (rf), 

-^  —  —  nr  sin(^'—  yo)W  COS9, 
f  -^  =  —  hr  cos(v'  —  0o)  W  COS9. 

II  nous  reste  a  faire  connattre  une  expression  remarquable  donnee  par  Hansen 
pour  la  quantite  F.  On  tire  des  formules  (A) 

tang(0-0o-r)::.  f^o^^o+cos9)sin(a-0J 


d9 


( i  -+-  cos 9o cos 9 )  cos [<7  —  b^)  —  sin 90 sin 9 * 
en  differentiant  et  reduisant,  il  vient 

r^       [i-h  COS90COS9  — sin9osin9cos(<7  -  B^)]    (cos 90-+- cos 9)  -^  -f-sin9oSin(<7  — ^0)  ^ 


dt       dt  [i -h  COS90COS9  —  sin9oSin9Cos(o"-~  ^o)]' 

il  y  a  un  facteur  commun  que  Ton  pent  supprimer;  on  pent  aussi  remplacer  -^ 

par -^  et  il  en  resulte 

^     cos  9  dt 

dT       sino  -  sin©«cos(<T— 0o)    ,       da        .  .    ,         r,  ^  do 

^  -TT  = Sin9  -77  —  sin9oSin(<7  —  Oq)  -jf* 

dt  COS  9  ^  dt  ^         ^  ^    dt 

Portons  dans  cette  equation  les  valeurs  de  ^  et  -^  tirees  des  formules  (23) 
et  il  viendra,  apres  reduction, 

dT       ^   ,  ^  .        T  dp         .  •  -     ^Q 

XCOS9  --J-  —[sin 9 COS  (<7—  0o)  --  sin9o]  -^  —  sin 9 sin (^  —  ^0)  -7^ 

ou  simplement,  en  vertu  des  relations  (k), 

r.dP_dQ 

dT  _^  dt  dt 

^^'  dt  "~         XCOS9 
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Si  Ton  remplace  -^  ^^  ^  P^^  leurs  valeurs  (o),  on  trouve 

^r       m'  ,  Qsin(r  — 0o^--Pcos(r  — 0o)     «r 
__-  ^^  —  /i p  w 

at  fjL  X 

ou  bien,  a  cause  de  la  relation  (/), 

,    ,  dT       m'  hrs  „, 

(q)  -r-  =: W. 

Cette  expression  est  de  Tordre  de  m'*,  a  cause  des  deux  facteurs  —  et  5;  il 

resulte  d'ailleurs  des  formules  (A)  que,  pour  /  =  o,  on  a  F  =  o.  Done  T  est  une 
Ires  petite  quantite  de  I'ordre  de  m'^ :  elle  est  aussi  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  inclinaisons.  On  pourra  ecrire 

l^  Jo         '^ 

En  negligeantm'',  cela  se  reduit  a 

^       ni'         h  C        _-y   , 

IX    2cos*cpo  .'0 

206.  Voici  le  resume  general  des  formules 


(A) 


d'r  dv*       A* m'  ,,„ 

HF  ~ '' dF  '^  7' -  V     ^' 


dt\dtj         IX  ' 


(B.)  h^     ^' 


/* 


dl 


(C) 


WCOS9  sin(i'  —  ^o)  dt. 


(D) 


m'   r' 

(  sin(p  sin(<7  —  5o)  —  Pi 

/  sin<pcos(ff  —  Oo)  —  sin9o  r=  Q, 

d9 

(E)  e-o,=  I     -^dt, 

T.  -  I. 


60 
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et 

(F)  s      Qsin(<'--  Oo)  —  I*cos(r—  (/„), 

[Vi)  y.      cos9o(cos9y-r-  cos 9)  - -Qsin9o, 

cosHsiii'L      S",,      r.)  -:  cos9osiii(<'    -  ^„ »      5  (  Iang9„ -i      --*,      )» 

',  COS  n  COS  I.  L       0„  -     r«  cos{c--0„)      .V-    » 

siiiH  sin9„siii(i'     •  ^o )   *--^'» 

formiilcs  anx(|uolles  il  fauclrait  joiiulrc  cellos  du  n*'  203,  donnant  les  expressions 
do  S,  T  et  W. 

M.  Perigaiid,  dans  sa  These  deja  cilee,  a  donne  une  demonstration  j^eome- 
trique  assez  simple  des  Ibrmules  ( {^)  el  (/i ).  On  poiirra  aussi  eonsulter  snr  le 
memo  sujel  nne  Note  interessante  de  M.  0.  (lallandreau,  presentee  en  i8^S  a 
TAeademie  des  Sciences  d(^  Si ockli ol m,  Si/r/e.v /v//y;o/7,v  yw/  existent  cntrc  Ics  tne- 
thodcs  dc  Hansen  et  de  Laplace  pour  le  calcul  des  perturbations. 

Nous  avons  ainsi  presente  d'une  manii»re  assez  complete  la  partie  f^eomelrique, 
on  pourrait  dire  cinemati(|ue,  du  celi'hre  Oiivraf?(»  de  Hansen,  Auseinandersetzung 
ciner  zweckmdssigen  Methodc  zur  liereehnung  der  ahsiduten  Storungen  der  kleinen 
Planeten.  Nous  avons  d'ailleurs  expos*'*,  cliemin  faisant,  d'auli'es  parlies  de  ce 
travail  dans  les  (Ihapilres  XII,  XV  et  XXVIll,  di»  sorte  qu'il  nous  restera  relati- 
vemenl  peu  de  chose  a  faire  pour  nu»llre  le  h'cteurau  couranl  d'une  melhode 
importanle,  presentanl  de  nomhreux  avanlaj((*s,  pour  h»  calcul  des  perlurba- 
tions  des  asleroi(h*s.  ("ett(;  methode  a  ele  a|)pli(|uee  dejii  par  plusieurs  aslro- 
nomes  el  nolammenl  par  M.  0.  Leveau,  qui  s'en  est  servi  pour  la  Theorie  de 
Vesla  (Annales  de  iOhsetvatoire  de  Paris,  t.  XIV).  Nous  lermiuerons  ce  sujel 
dans  le  tome  111  de  eel  Ouvrage. 


FIN    Dl     TOMi:    I. 
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